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本 书 介绍 组 合 数学 的 基本 知识 ， 以 及 这 些 知 识 在 计算 机 科学 、 生 物 学 、 医 学 、 遗 传 学 等 
各 个 领域 的 实际 应 用 ， 全 书 分 为 四 个 部 分 : 第 一 部 分 介绍 组 合 数学 的 基本 工具 ， 第 二 部 分 介 
绍 计数 问题 ， 第 三 部 分 讲述 组 合 数学 求解 中 的 存在 问题 ， 第 四 部 分 讨论 优化 问题 . 

本 书 布 局 精巧 、 内 容 翔 实 ， 讨 论 深 入 浅 出 ， 简 明 扼 要 ， 可 作为 高 等 院 校 数学 专业 和 计算 
机 科学 专业 “组 合 数学 "课程 的 教材 ， 也 可 以 作为 相关 科研 人 员 的 参考 书 . 
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译 者 & 

本 书 以 组 合 数学 的 实际 应 用 为 背景 ,非常 全 面 地 讲述 了 组 合 数学 的 基本 知识 和 基本 问题 
以 及 这 些 知识 在 计算 机 科学 、 密 码 学 、 政 治 经 济 学 、 生 物 学 、 医 学 、 遗 传 学 等 各 个 领域 的 实际 
应 用 . 

本 书 分 四 个 部 分 ， 第 一 部 分 讲述 组 合 数学 的 基本 工具 ， 而 其 余 三 个 部 分 分 别 讲述 组 合 数学 
的 三 个 基本 问题 : 计数 问题 、 存 在 问题 和 优化 问题 . 各 章 以 实际 应 用 为 例 ， 引 出 该 章 的 主要 课 
题 ， 然 后 对 前 后 关联 的 知识 点 逐步 展开 讨论 ， 在 讨论 中 又 提出 更 多 的 示例 ， 力 图 让 读者 掌握 所 讲 
述 的 思想 并 灵活 运用 相关 的 方法 ， 另 外 ， 各 节 给 出 很 多 相关 的 练习 ， 使 读者 能 够 检验 所 学 知识 
同时 引入 新 概念 和 新 应 用 ， 为 读者 灵活 运用 书 中 的 组 合 技术 提供 素材 ， 因 此 ， 本 书 的 一 大 特点 就 
是 包含 大 量 的 实际 例子 及 练习 ， 其 中 许多 例子 和 练习 都 来 自 于 最 新 的 文献 ， 这 些 例子 和 练习 前 
后 呼应 、 反 复出 现 ， 形 成 若干 系列 ， 可 以 看 出 经 过 了 作者 的 精心 筛选 

本 书 的 另 一 个 特点 是 强调 算法 ， 当 今 计算 机 的 快速 发 展 和 各 种 算法 的 开发 是 促进 组 合 数学 
快速 发 展 和 广泛 应 用 的 主要 动力 之 一 ， 而 组 合 数学 的 快速 发 展 同样 促进 了 计算 机 理论 的 发 展 及 
计算 机 在 各 个 领域 的 广泛 应 用 ， 所 以 ， 组 合 数学 与 计算 机 科学 之 间 已 经 形成 了 密 不 可 分 的 关系 ， 
组 合 数学 是 计算 机 科学 一 一 特别 是 计算 机 算法 的 基础 ， 现 在 ， 组 合 数学 已 经 成 为 多 数 大 学 计算 
机 专业 研究 生 的 必修 课程 

本 书 的 第 三 个 特点 是 ， 不 仅 给 出 了 绝 大 多 数 结果 的 严密 证 明 ， 而 且 不 拘泥 于 通常 教科 书 所 
用 的 概念 和 结果 ， 对 一 些 概念 和 结果 进行 了 扩展 

本 书 可 以 作为 计算 机 专业 和 数学 专业 高 年 级 本 科 生 或 研究 生 的 教材 ， 也 可 以 作为 相关 科研 
人 员 的 参考 书 ， 不 满足 于 “离散 数学 "课程 所 学 内 容 的 学 生 可 以 通过 本 书 继续 自学 ， 而 本 书 各 章 后 
的 参考 文献 则 为 希望 继续 深入 学 习 、 了 解 科研 前 沿 及 应 用 前 沿 的 读者 提供 了 参考 

在 翻译 本 书 时 ， 我 们 遇 到 了 许多 不 同 专业 的 术语 我们 力图 使 术语 简单 、 易 慌 ， 一 些 术语 没 
有 采用 数学 专业 的 说 法 ， 而 是 采用 计算 机 科学 专业 的 说 法 ， 对 于 中 文 特别 难以 反映 其 本 质 内 容 
的 术语 ， 我 们 采取 了 不 译 的 做 法 ， 由 于 书 中 涉及 应 用 的 多 样 性 和 译 者 的 水 平 所 限 ， 难 免 有 不 当 之 
Ab, CAE AHI PIE. 
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本 书 第 2 版 的 面世 距 初版 时 间 已 有 20 年 之 久 ， 新 版 进行 了 大 幅度 修订 ， 加 入 200 多 页 新 
材料 ， 许 多 章节 有 了 重大 变更 ， 并 增加 了 大 量 新 的 例子 与 练习 ， 但 是 ， 本 书 的 宗旨 没有 改变 ， 下 
面 三 段 话 引 自 第 1 版 前 言 ， 这 些 文字 至 今 仍 是 适用 的 . 

当代 数学 发 展 最 快 的 领域 可 能 就 是 组 合 数学 了 ， 它 之 所 以 发 展 快速 ， 一 个 主要 原 

因 是 它 在 计算 机 科学 、 通 信 、 交 通 运 给、 遗传 学 、 实 验 设计 和 排 程 等 方面 的 广泛 应 用 

因此 ， 本 书 将 从 应 用 的 观点 向 读者 介绍 组 合 教学 的 工具 . 

组 合 数 学 的 发 展 是 同 计算 机 的 发 展 齐头并进 的 。 当 今 的 高 速 计算 宙 使 得 各 领域 中 

实际 组 合 问题 的 求解 成 为 可 能 ， 而 这 些 问题 在 不 久 以 前 还 是 无 法 解决 的 .这 种 情况 增 

强 了 研究 组 合 问 题 求 解 方法 的 重要 性 ， 与 此 同时 ， 计 算 机 科学 的 发 展 本 身 又 带 来 了 大 

量具 有 挑战 性 的 组 合 问题 。 因此， 我 们 很 难 把 组 合 数学 和 计算 技术 割裂 开 来 ， 读 者 将 会 

看 到 本 书 中 对 计算 技术 的 强调 ， 我 们 会 经 常 采用 计算 机 科学 中 的 大 量 应 用 实例 ， 频 繁 

讨论 算法 ， 等 等 ， 另 一 方面 ， 我 们 认为 : 组 合 数 学 在 大 量 学 科 中 有 着 广阔 的 应 用 前 景 

我 们 强调 的 重点 是 应 用 的 多 样 性 ， 而 不 限于 某 一 方面 . 

本 书 选取 的 数学 题材 中 ， 许多 是 快速 发 展 的 组 合 数学 教科 书 中 相对 而 言 称 为 标准 

的 内 容 ， 另 一 部 分 题材 的 选择 ， 或 者 来 自 当前 的 研究 文献 ， 或 者 由 于 其 学 科 应 用 价值 而 

被 选用 ， 我 们 相信 ， 本 书 在 对 应 用 的 广远 讨论 方面 是 与 众 不 同 的 ， 书 中 有 若干 完整 的 小 

节 专门 介绍 这 样 的 应 用 ， 例 如 开关 函数 ， 使 用 酶 揭示 未 知 的 RNA 链 ， 信 息 检索 中 的 搜 
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应 用 ， 还 有 一 些小 节 介绍 与 卷 积 有 关 的 递 推 的 应 用 、 欧 拉链 的 应 用 以 及 生成 函数 的 应 

用 等 ， 这 在 许多 教材 中 是 没有 的 . 


第 2 版 中 的 新 内 容 


本 书 之 所 以 受到 欢迎 ， 大 部 分 原因 在 于 它 引 用 了 最 新 文献 和 各 种 实际 应 用 ， 推 动 着 组 合 数 
学 发 展 的 应 用 仍然 在 不 断 扩展 ， 尤 其 是 在 自然 科学 和 社会 科学 中 ， 在 第 2 版 中 ,许多 新 应 用 更 是 
来 自 计算 机 科学 和 生物 学 ， 在 增加 应 用 题材 的 同时 ， 我 们 也 增加 了 某 些 新 的 主题 ， 删 去 了 一 些 特 
殊 的 内 容 ， 改 变 了 组 织 结构 ， 并 对 例子 、 练 习 和 参考 文献 也 做 了 改进 与 更 新 

下 面 说 明 第 2 版 中 所 做 的 某 些 主要 修改 

第 1 章 ， 增加 了 有 关 列 表 着 色 的 新 材料 ， 扩 充 了 对 州立 法 会 议 日 程 安排 的 讨论 ， 列 表 着 色 问 
题 在 书 中 许多 地 方 还 会 出 现 

第 2 章 : 在 第 1 版 中 ，2. 16 节 仅 限于 讨论 生成 排列 的 算法 方法 ， 第 2 版 现在 补充 了 大 量 材 
料 ， 并 分 成 几 个 小 节 ，2. 18 节 介绍 “好 算法 "的 概念 和 NP 完全 问题 ， 进行 了 大 幅度 改写 和 更 新 
此 外 ， 还 添加 了 有 关 ” 名 时 原理 "的 新 章节 .讨论 拉 姆 齐 理论 的 小 节 是 由 第 1 版 8. 1 节 的 材料 和 
8.2 节 的 部 分 材料 合成 的 。 另外， 我们 还 增加 了 讨论 排列 之 间 的 倒 位 距离 和 进化 论 生 物 学 中 的 突 
变 问题 的 内 容 

第 3 章 : 在 3.3 节 中 增加 了 图 着 色 问题 的 一 小 节 ， 着 重 讨论 图 着 色 的 扩展 ， 例 如 多 重 着 色 和 


日 这 是 指 英文 原 书 。 一 一 编辑 注 
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THE. 这 类 着 色 问 题 是 由 现实 应 用 引起 的 ， 例 如 移动 电话 问题 、 交 通 灯 切换 和 信道 分 配 .此 
外 ， 在 本 章 中 我 们 还 增加 了 物种 进化 树 重 构 的 内 容 ， 对 于 第 1 版 第 8 章 有 关 拉 姆 齐 理论 的 许多 材 
料 中 没有 写 进 第 2 章 的 部 分 ， 已 改写 为 新 的 一 节 . 

第 4 章 : 这 一 章 是 全 新 的 ， 内 容 包括 二 元 关系 的 定义 及 其 与 有 向 图 的 联系 ， 用 有 向 图 和 关系 
引入 的 顺序 以 及 对 线性 序 和 弱 序 的 处 理 ， 偏 序 、 线 性 扩展 和 维 数 ， 链 和 可 比较 图 ， 格 ， 布 尔 代 
数 ， 开 关 函 数 和 门 网 络 ， 该 章 紧密 结合 应 用 来 讨论 ， 其 中 涉及 信息 论 、 效 用 理论 、 搜 索 与 排序 以 
及 诸如 开关 函数 这 样 一 些 较 早 的 应 用 .这 一 章 包含 的 某 些 应 用 在 组 合 数学 的 文献 中 没有 受到 广 
泛 关 注 ， 如 优先 选择 、 搜 索引 擎 、 杂 交 顺 序 和 心理 物理 量 表 法 等 ， 基 于 该 章 中 的 概念 的 许多 例子 
也 出 现在 以 后 各 章 中 .第 4 章 涉及 的 范围 可 以 一 直 延 续 到 第 11 章 之 后 . 

第 5 章 ; 在 第 1 版 中 这 是 第 4 章 ， 前面 几 章 引入 的 许多 新 概念 与 例子 在 这 一 章 又 重新 出 现 ， 
例如 第 4 章 的 弱 序 和 第 3 章 的 列表 着 色 . 

第 6 章 : 这 是 第 1 版 中 的 第 5 章 ， 该 章 增加 了 有 关 DNA 序列 对 位 的 新 材料 ， 作 为 排列 的 “ 转 
置 平 均值 "的 内 容 . 

第 7 章 : 这 是 第 1 版 中 的 第 6 章 ， 该 章 增加 了 有 关 密 码 技术 和 整数 因子 分 解 的 新 素材 (在 本 
书后 面 还 要 提 到 ). 

第 1 版 原 第 8 章 ， 这 一 章 已 经 被 删 去 ， 其 中 的 重要 材料 加 进 第 2 章 ， 而 其 余 的 材料 已 纳 人 书 
中 其 他 章节 . 

第 8 章 : 这 是 第 1 版 中 的 第 7 章 . 该 章 中 新 增加 了 一 些 例 子 ， 这些 例子 以 第 4 章 中 的 概念 
(如 弱 序 ) 为 基础 ， 同 时 ， 该 章 中 还 增加 了 一 小 节 ， 讨 论 图 的 自 同 构 ， 并 在 该 章 多 处 地 方 提 到 . 

第 9 章 : 该 章 增 加 了 讨论 正 交 阵列 和 密码 技术 的 一 节 ， 内 容 涉 及 识别 码 和 秘密 分 享 ， 与 此 同 
时 ， 该 章 还 讨论 了 模 算术 与 RSA 密码 系统 之 间 的 联系 ， 以 及 秘密 分 享 应 用 的 一 个 可 求解 设计 的 
内 容 ， 此 外 ， 该 章 关 于 * 组 群 测试 "的 新 内 容 涉及 几 个 应 用 ， 其 中 包括 次 品 鉴别 、 疾 病 第 查 、 基 因 
组 图 谱 测绘 和 卫星 通信 . 

第 10 章 ， 有 关 *“ 合 意 解码 "的 小 节 是 新 增 的 ， 这 同 寻 找 分 子 序列 中 的 蛋白 质 有 关 ， 同 时 加 入 
了 涉及 光盘 错误 校正 码 的 内 容 。 关 于 “判读 "DNA 产生 蛋白 质 的 材料 也 是 新 增加 的 . 

第 11 章 : 在 11. 2 节 中 增加 了 讨论 单行 线 问 题 的 几 小 节 ， 这些 新 的 内 容 涉及 有 关 广 场 取向 和 
栅 格 的 最 新 结果 ， 分 别 反映 不 同城 市 类 型 的 需要 .该 章 还 增加 了 关于 测试 巨大 图 的 连通 性 问题 
的 内 容 ， 这 类 问题 出 现在 与 电信 业务 量 和 网 上 数据 有 关 的 最 新 应 用 中 ， 此 外 ， 该 章 还 包括 关于 
DNA 杂交 顺序 的 内 容 . 

第 12 章 : 这 一 章 用 若干 新 的 例子 解释 概念 ， 包 括 天 花 疫苗 接种 、 音 响 系统 和 石油 钻井 的 例 
子 .我 们 写 了 新 的 一 节 讨论 稳定 婚姻 问题 及 其 许多 最 新 的 应 用 ， 包 括 医院 实习 医生 分 配 等 ， 第 1 
版 第 13 章 中 有 关 最 大 权 匹 配 的 内 容 已 移 至 该 章 中 . 

第 13 章 : 我 们 引信 有 关门 格 定理 的 新 内 容 ， 该 章 还 收入 许多 新 的 实例 ， 讨 论 诸如 建筑 物 朴 
散 、 聚 类 和 数据 挖掘 以 及 分 布 式 计算 等 问题 . 


保留 的 特点 


尽管 第 2 版 对 第 1 版 做 了 重大 修改 ， 但 仍然 突出 了 使 本 书 具 有 独特 价值 的 那些 特点 . 

。 强调 来 自 不 同 领域 中 的 应 用 ， 把 这 些 应 用 作为 本 来 的 主题 而 不 只 是 一 些 孤 立 的 例子 ， 并 
且 从 最 新 文献 中 寻找 应 用 . 

。 许多 例子 在 书 中 反复 出 现 ， 特 别 是 那些 与 新 旧 主题 都 有 联系 的 例子 . 

。 强调 通过 不 同 的 练习 求解 问题 ， 用 这 些 练习 检测 对 常规 概念 掌握 的 程度 ， 引 入 新 的 概念 


和 应 用 ， 或 者 试图 对 读者 提出 应 用 现 有 组 合 数学 技术 的 挑战 .本 书 依然 坚持 这 样 一 个 原 
则 ， 即 学 习 组 合 数学 的 最 佳 方式 是 通过 求解 问题 学 习 ， 实 际 上 这 也 是 学 习 任何 一 门 数学 
的 最 佳 方式 . 

。 把 不 同 难度 的 主题 组 合 在 一 起 ， 再 加 以 详细 的 注释 ,使 本 书 可 以 在 各 种 不 同 层次 的 课程 
中 使 用 . 

+ 本 书 的 组 织 方式 允许 读者 按 各 种 不 同 的 顺序 使 用 其 中 的 题材 ， 这 一 方面 反映 出 组 合 数学 
中 主题 的 某 种 独立 性 ， 同 时 这 样 灵 活 的 方式 又 使 各 主题 相得益彰 ,便于 读者 学 习 . 


本 书 的 组 织 方式 


本 书 分 为 四 个 部 分 ， 第 一 部 分 包括 第 2、3、4 章 ， 介绍 组 合 数学 中 使 用 的 基本 工具 及 其 应 
用 ， 其 中 引入 基本 计数 规则 以 及 图 论 与 关系 中 使 用 的 工具 ， 其 余 三 部 分 围绕 组 合 数学 的 三 个 基 
本 问题 (计数 问题 、 存 在 问题 和 优化 问题 ) 组 织 ， 这些 问 题 在 第 1 章 中 讨论 ， 本 书 第 二 部 分 涉及 处 
理 计数 问题 的 更 高级 工具 ， 其 中 包括 生成 函数 、 递 推 关系 、 容 斥 原理 以 及 波 利 亚 理论 ， 第 三 部 分 
涉及 解 的 存在 问题 ， 其 中 讨论 组 合 设计 、 编 码 理论 和 图 论 中 的 特殊 问题 ， 这 也 是 有 关 图 论 和 网 络 
的 连续 三 章 (第 11 章 至 第 13 章 ) 的 开始 ， 并 作为 图 算法 的 导论 ， 第 四 部 分 讨论 组 合 优化 ， 通 过 对 
图 和 网 络 的 连续 研究 说 明 各 种 基本 思想 ， 这 部 分 从 过 渡 性 的 匹配 与 覆盖 一 章 开 始 ， 其 中 又 以 存 
在 问题 开头 ， 以 优化 问题 结束 ， 第 四 部 分 最 后 讨论 图 和 网 络 的 优化 问题 ， 将 本 书 分 为 四 个 部 分 的 
做 法 带 有 某 种 主观 性 ， 因 为 书 中 的 许多 主题 涉及 组 合 数学 的 若干 方面 ， 例 如 某 些 主题 既 包 括 存 
在 问题 ， 又 包括 优化 问题 ， 然 而， 对 于 庞大 的 现代 组 合 学 题材 ， 把 本 书 分 成 四 个 部 分 看 起 来 又 是 
很 合理 的 . 


预备 知识 


本 书 可 以 在 不 同 层次 的 课程 中 使 用 ， 本 书 大 部 分 内 容 是 针对 主 修 和 非 主 修 数 学 和 计算 机 科 
学 专业 的 低 年 级 和 高 年 级 学 生 编写 的 .本 书 也 适用 于 具有 足够 数学 基础 的 大 学 二 年 级 学 生 ( 书 中 
已 清晰 地 指明 了 在 人 门 课程 中 可 以 省 略 的 题材 )、 另 一 方面 ， 书 中 包含 足够 的 材料 ， 能 以 一 种 快 
速 的 进度 用 于 具有 难度 的 研究 生 课 程 。 作 为 本 科 课 程 的 教材 ， 本 书 已 在 拉 特 格 大 学 中 使 用 过 ， 选 
课 的 大 部 分 学 生来 自 数学 系 和 计算 机 科学 系 ， 其余 的 学 生来 自 商学 、 经 济 学 、 生 物 学 和 心理 学 
R 在 狄 克 森 学 院 ， 书 中 的 材料 已 在 主 修 数学 的 低 年 级 或 高 年 级 的 学 生 中 使 用 过 ， 这 些 课程 以 及 
本 书 的 预备 知识 (包括 熟悉 函数 和 集合 )， 至 少 可 以 从 微 积分 课程 中 获得 。 第 5 章 和 第 6 章 要 用 到 
无 穷 序 列 和 无 穷 级 数 (其 实 第 6 章 大 部 分 只 用 到 无 穷 序列 的 基本 性 质 ， 并 不 需要 极限 的 概念 )， 这 
里 无 需 了 解 微 积分 中 的 其 他 传统 的 主题 . 但是， 从 微 积 分 这 样 的 课程 中 获得 数学 上 的 素质 训练 
则 是 很 必要 的 ， 此外， 读者 需要 了 解 某 些 线性 代数 的 工具 ， 特 别 是 熟悉 矩阵 运算 ， 我 们 还 假定 读 
者 了 解数 学 归纳 法 (有 一 些 教师 会 在 课程 的 早期 阶段 复习 数学 归纳 法 ， 并 快速 复习 集合 的 知识 ). 
书 中 少数 可 选读 的 几 节 需要 用 到 本 书 所 述 以 外 的 概率 知识 。 另 有 几 节 介绍 近世 代数 的 内 容 ， 
例如 群 和 有 限 域 ， 上 述 这 些 节 是 自足 的 , 但 是 对 于 没有 足够 基础 的 学 生 而 言 ， 这 样 的 进度 可 能 
过 快 . 


算法 


本 书 在 很 多 部 分 把 重点 放 在 算法 上 .由 于 组 合 数学 日 益 用 于 研究 精确 和 有 效 求解 复杂 问题 
的 过 程 ， 以 及 组 合 数学 和 计算 机 科学 如 此 紧密 的 结合 ， 这 样 做 是 不 可 避免 的 我 们 的 目标 是 引信 
算法 的 概念 并 介绍 一 些 重要 的 算法 实例 .我 们 在 讨论 大 部 分 的 算法 时 ， 都 采用 一 种 相对 形式 化 
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的 方式 ， 这 种 方式 很 少 去 揭示 算法 的 概念 以 及 如 何 描述 算法 ， 主 要 目标 在 于 提出 算法 的 基本 思 
想 ， 而 不 试图 以 最 简洁 或 适合 计算 机 的 形式 描述 算法 .有 人 不 同意 用 这 种 方法 介绍 算法 . 我们 的 
观点 则 是 不 能 用 组 合 数学 的 课程 代替 算法 的 学 习 ， 计算机 科学 系 的 学 生 需 要 学 习 一 门 单独 的 算 
法 课程 ， 其 中 应 包括 对 实现 所 述 算法 的 数据 结构 的 讨论 ， 然 而 ， 学 习 组 合 数学 的 全 体 学 生 需 要 接 
受 算法 的 思想 ， 具 备 算 法 的 思维 方式 ， 这 种 思维 方式 对 于 本 学 科 而 言 是 重要 的 也 是 基本 的 ， 我 们 
认识 到 ， 我 们 对 如 何 介绍 算法 的 折 中 方案 并 不 能 使 所 有 的 人 满意 但 是 这 里 应 当 指出 ， 对 于 具有 
计算 机 背景 的 学 生来 说 ， 应 完成 书 中 那些 有 趣 的 且 重 要 的 练习 ， 把 其 中 非 形 式 化 的 算法 转换 成 
更 精确 的 计算 机 算法 甚至 是 计算 机 程序 . 


例子 和 应 用 所 起 的 作用 


书 中 的 各 种 应 用 起 了 很 大 作用 ， 使 本 书 在 众多 的 组 合 数学 书籍 中 独树一帜 ， 作 者 建议 教师 
对 应 用 进行 挑选 ， 或 把 它们 作为 课外 阅读 材料 ， 书 中 的 许多 应 用 是 用 例子 的 形式 介绍 的 ， 并 在 全 
书 中 重复 展现 无论 对 教师 或 是 学 生 而 言 ， 都 不 必 成 为 书 中 不 同 实例 和 各 个 小 节 所 述 的 应 用 领 
域 的 专家 ， 应 用 和 例子 多 半 是 自足 的 ， 倘 若 不 是 这 种 情况 ， 也 很 容易 通过 因特网 上 的 相关 搜索 获 
得 对 应 用 的 理解 

组 合 数学 同 计算 机 科学 之 间 的 联系 极其 重要 ， 在 此 无 需 特别 强调 . 

本 书 中 取材 于 生物 科学 的 例子 非常 重要 ， 我们 把 重点 放 在 这 样 的 例子 上 是 基于 下 述 观 察 : 
生物 科学 和 数学 科学 之 间 的 联系 正在 以 极 快 的 速度 加 强 ， 数 学 和 计算 机 科学 的 方法 在 现代 生物 
学 中 扮演 了 且 仍 在 扮演 着 重要 的 角色 ， 例 如， 在 “人 类 基因 工程 "和 疾病 传播 建 模 中 ， 让 数学 工作 
者 认识 到 专业 领域 需要 像 组 合 数学 这 样 的 数学 方法 已 变 得 越 来 越 重 要 ， 此 外 ， 已 经 有 越 来 越 多 
的 学 校 开设 数学 和 生物 学 相 结合 的 交叉 课程 

数学 与 社会 科学 之 间 的 联系 程度 也 在 迅速 增加 ,尽管 其 进展 速度 不 如 数学 同 生物 科学 的 联 
系 程度 ， 现 在 ， 计 算 机 科学 的 工具 和 数学 建 模 方法 已 应 用 于 处 理 日 益 复杂 的 社会 科学 问题 ， 所 
以 ,我 们 介绍 了 出 现在 社会 科学 方面 的 种 种 应 用 ， 重 点 是 决策 和 投票 问题 . 


数学 证 明 


作出 证 明 是 数学 区 别 于 其 他 学 科 的 一 个 重要 方面 .组 合 数学 可 能 是 一 种 非常 好 的 学 习 数学 
证 明 的 途径 ， 通 过 它 可 以 向 学 生 介绍 数学 证 明 的 概念 ， 并 教会 他 们 如 何 写 出 完善 的 证 明 ， 有 些 学 
校 以 组 合 数学 作为 数学 证 明 课 程 的 和 人 门 课程 ， 但 这 不 是 我 们 写 这 本 书 的 目的 ， 虽 然 使 用 本 书 的 
教师 应 把 证 明 包括 在 内 ， 但 我 们 却 倾向 于 把 证 明 处 理 成 略 带 非 形 式 化 的 ， 而 非 把 重点 放 在 如 何 
SEAL. 我 们 将 书 中 许多 比较 难 的 证 明 加 上 了 星 号 ， 表 示 是 可 选 的 


练习 


本 书 的 练习 处 于 主角 的 地 位 .练习 用 于 检验 对 常规 概念 掌握 的 程度 ， 引 人 新 的 概念 和 应 用 
并 试图 作为 对 读者 运用 书 中 既 有 的 组 合 技术 提出 的 挑战 .组合 数 学 的 本 质 在 于 ， 越 是 通晓 它 ， 越 
能 应 付 种 种 难题 ， 这 也 是 大 部 分 数学 的 本 质 ， 在 本 书 中 ， 我们 尽量 收入 各 种 实用 性 和 理论 性 的 练 
习 以 及 具有 不 同 难度 的 练习 . 


在 不 同情 况 下 使 用 本 书 的 方法 


本 书 可 适用 于 不 同 层次 的 不 同 课程 .我 们 已 在 几 门 课程 中 使 用 书 中 的 材料 ， 特 别 是 在 名 为 
“组 合 数学 ”的 一 学 期 课程 和 名 为 “应 用 图 论 "的 一 学 期 课程 中 使 用 ， 对 低 年 级 和 高 年 级 讲授 的 组 合 
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数学 课程 ， 用 第 1、2、3、5、6、7、9、10 章 的 大 部 分 材料 ， 略 去 正文 中 由 脚注 指明 的 各 节 ( 通 
常 为 证 明 )、 在 拉 特 格 大 学 一 门 快 进度 的 一 年 级 研究 生 课 程 中 、Fred Roberts 把 课程 的 重点 放 在 
证 明 上 ， 此 外 还 在 课程 中 融入 许多 可 选 的 章节 ， 同 时 采用 第 8 章 或 第 12 章 的 材料 ， 无 论 在 本 科 
生 或 研究 生 的 课程 中 ， 教 师 都 应 该 用 第 8 章 或 第 11 章 以 及 第 12 章 和 第 13 章 的 部 分 内 容 代替 第 9 
章 和 第 10 章 . 在 不 单独 开设 图 论 课程 的 情况 下 ,特别 推荐 把 第 11 章 包 括 在 内 ， 类 似 地 ， 如 果 不 
开设 运筹 学 课程 ， 特 别 推荐 把 第 13 章 的 部 分 内 容 包括 在 内 ， 在 拉 特 格 大 学 ， 对 本 科 生 和 研究 生 
分 别 开 设 的 课程 ， 讲 授 第 11 章 至 第 13 章 的 大 部 分 材料 . 

其 他 的 一 学 期 或 署 期 课程 应 按照 本 书 的 材料 设计 ， 因 为 大 多 数 章 是 相对 独立 的 (请 参考 下 面 
的 讨论 )， 在 拉 特 格 大 学 ， 应 用 图 论 课程 是 围绕 第 3 章 和 第 11 章 讲授 的 ， 并 从 书 中 的 其 余部 分 
(第 4、12 和 13 章 ) 及 别 的 地 方 补充 图 论 的 题材 (需要 快速 讲授 2. 1 节 至 2. 7 节 ， 或 者 还 有 2. 18 
节 )， 第 3、11、12、13 章 也 适 于 在 一 门 介绍 图 算法 的 课程 或 者 名 为 “图 与 网 络 "的 课程 中 讲授 . 
全 书 非常 适合 作为 现代 组 合 数学 及 其 应 用 引 论 的 一 学 年 教材 ， 对 于 学 习 过 组 合 数 学 的 人 来 说 
若 要 将 重点 放 在 组 合 数 学 的 应 用 上 ， 可 以 把 书 中 有 关 应 用 的 小 节 和 例子 包括 在 内 . 

本 书 可 以 用 于 大 学 二 年 级 的 一 学 期 或 暑期 课程 ， 这 样 的 课程 应 包含 第 1 章 至 第 3 章 ， 跳 过 第 
4 章 和 第 5 章 ， 然 后 选用 第 6 章 的 6. 1 节 和 6. 2 节 ， 以 及 第 7 章 和 第 11 章 的 部 分 内 容 ， 带 有 星 号 
的 各 节 和 大 多 数 证 明 应 予 省 略 ， 其 他 的 题材 可 由 教师 酌情 增加 


主题 之 间 的 相关 性 和 使 用 本 书 题材 的 顺序 


在 组 织 任何 课程 时 ， 希望 教师 了 解 对 题材 相对 独立 性 的 说 明 ， 在 讲授 组 合 数学 引 论 的 主题 
时 ， 没 有 被 普遍 接受 的 顺序 ， 对 这 样 的 引 论 应 包含 哪些 主题 也 没有 一 致 的 看 法 ， 我 们 在 写本 书 时 
力求 采用 这 样 一 种 方法 ， 使 各 章 的 内 容 相对 独立 ， 并 能 按 不 同 的 顺序 讲授 

第 2 章 是 本 书 的 基础 部 分 ， 介 绍 全 书 用 到 的 基本 计数 规则 ， 第 3 章 只 包含 足以 进入 到 主题 的 
图 论 知 识 ， 它 的 重点 是 用 以 说 明 第 2 章 提出 的 基本 计数 规则 的 那些 图 论题 材 ， 第 3 章 引 入 的 概念 
在 全 书 各 处 都 会 涉及 ， 尤 其 是 在 第 4、11、12 和 13 章 . 教师 可 以 把 本 书 用 于 一 学 期 或 暑期 的 组 
合 数学 课程 ， 不 讲授 第 3 M. 但 是 ， 我 们 建议 至 少 应 把 图 着 色 (3. 3 节 和 3.4 节 ) 的 材料 包含 在 
内 ， 除 第 3 章 外 ， 主 要 依赖 关系 是 : 第 4 章 依赖 第 3 章 ; 第 6 章 6. 2 节 之 后 的 内 容 依赖 第 5 章 
第 7 章 引用 第 3 章 和 第 6 章 中 的 几 个 例子 ; 第 11 章 至 第 13 章 依赖 第 3 章 ; 10. 5 节 依 赖 第 9 章 
第 12 章 中 提 到 的 几 个 概念 在 13. 3. 8 节 中 会 用 到 . 


处 于 快速 发 展 时 期 的 组 合 数学 


最 后 应 该 强调 ， 组 合 数学 是 一 门 快速 发 展 的 学 科 ， 它 的 方法 正在 迅速 建立 ， 它 的 应 用 正在 迅 
速 扩展 .本 书 介绍 的 许多 主题 同 研究 工作 的 前 沿 紧 密 相关 ， 它 是 一 门 可 以 把 新 手 很 快 带 到 前 沿 
领域 的 典型 学 科 ， 我 们 尽力 收集 组 合 数学 及 其 应 用 的 参考 文献 ， 以 便 使 有 兴趣 的 读者 能 更 深入 
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第 1 章 什么 是 组 合 数学 


1.1 组 合 数学 的 三 个 问题 


现代 数学 中 发 展 最 快 的 领域 也 许 就 是 组 合 数学 了 ， 组 合 数学 的 研究 对 象 是 排列 、 模 式 、 设 
计 、 配 置 、 调 度 、 关 联 和 布局 ， 在 当今 世界 中 ， 活 跃 在 各 个 领域 的 人 们 发 现 解决 具有 组 合 数学 性 
质 的 问题 的 必要 性 ， 计算 机 科学 家 为 了 给 复杂 的 语句 编码 ， 需 要 考虑 数字 和 开关 的 模式 
(pattern)， 商 店 经 理 着 手 进行 工具 或 工作 场所 的 人 员 配 置 (assignment)， 农 业 专 家 为 不 同 的 田地 
分 配 (assign) 试 验 苗 ， 电 器 工程 师 第 选 电 路 布局 (configuration)， 银 行家 研究 电子 资金 转账 的 模式 
(pattern) ， 而 空间 科学 家 研究 把 信息 传送 到 遥远 的 卫星 的 模式 (pattern)， 工 业 工程 师 为 使 生产 高 
效 考虑 产品 的 调度 (schedule) 和 厂房 的 布局 (configuration)， 大 学 的 教务 官 安排 (arrange) 教 室 以 
满足 时 间 段 和 学 生 之 间 的 调度 (schedule)， 化 学 家 考虑 不 同 原子 和 分 子 的 可 能 关联 (connection) 以 
及 分 子 中 原子 的 排列 (arrangement)， 运 输 管理 人 员 安 排 Carrange) 公 共 汽车 或 飞机 的 调度 
《schedule)， 语 言 学 家 考虑 使 用 未 知 字母 的 单词 排列 (arrangement)， 遗 传 学 家 考虑 把 基 的 排列 
(arrangement) 组 合成 DNA fE, RNA 链 等 ， 统 计 学 家 考虑 为 实验 设计 (design) 替 代 方 案 , 

这 些 都 是 组 合 数 学 的 基本 问题 ， 这 些 基 本 问题 是 存在 问题 (existence problem)、 计 数 问题 
(counting problem) 和 优化 问题 (optimization problem)， 存 在 问题 研究 的 是 ， 是 否 至 少 存在 一 种 特 
定 种 类 的 排列 ? 计数 问题 研究 的 是 ， 存在 多 少 种 排列 ? 优化 问题 所 关心 的 是 ， 在 各 种 可 能 的 排列 
中 ,选择 对 应 于 某 个 标准 来 说 最 好 的 排列 ， 我 们 用 若干 例子 来 说 明 这 三 个 问题 . 


【 例 1. 1 实验 设计 】 考虑 测试 五 种 药物 对 人 体 药 效 的 实验 设计 ， 假 设 这 些 药物 编号 为 1，2， 
3，4，5， 我 们 可 以 挑选 五 个 人 ， 并 给 每 一 个 人 不 同 的 药物 . 
可 是 ,特定 人 可 能 对 特定 药物 产生 过 敏 反应 ， 

或 对 该 药 效 是 免疫 的 ， 因此， 我 们 有 可 能 得 到 偏差 
很 大 的 结果 .更 有 效 的 方法 应 该 是 在 连续 的 一 段 期 


表 1.1 药物 实验 设计 


日 期 
Tu W Th F 


M 

间 ， 例 如 5 天 ， 给 每 个 人 每 一 种 药物 ， 表 1. 1 给 出 这 afi 2 3 as 
一 实验 的 一 种 可 能 安排 。 这 一 安排 有 什么 错误 之 处 yg tg ogee” os 
吗 ? 其 一 ， 一 种 药物 在 这 一 周 摄取 的 日 期 可 能 对 结 pli 2 3 «@ 8 
果 产生 影响 (比如 在 周一 早晨 还 没有 醒酒 的 人 可 能 对 | 
周一 的 药物 没有 正常 的 反应 )， 其 二 ， 较 早 时 吃 的 药 。 。 注 , 其 中 ,每 行 对 应 于 给 定 的 实验 对 象 ， 每 
可 能 对 晚 些 时 候 吃 的 药 的 性 能 产生 影响 、 因 此， 让 列 对 应 于 给 定 的 日 期 ， 各 项 表示 某 一 天 
每 个 人 按 相同 顺序 吃 这 些 药物 可 能 导致 结果 的 偏差 某 个 人 吃 了 某 种 药 . 


解决 这 些 问 题 的 一 个 方法 就 是 简单 地 要 求 不 能 有 两 个 人 在 同一 天 吃 相同 的 药物 ， 那 么 这 一 实验 
的 设计 就 形成 一 个 5X5 的 表格 ， 它 的 每 一 项 都 是 数字 1，2，3，4，5 中 的 一 个 ， 且 每 一 行 的 项 完 
全 不 同 ， 每 一 列 的 项 也 完全 不 同 . 这 是 一 个 特殊 的 模式 .对 这 一 药物 实验 的 设计 者 来 说 ， 关 键 问 
题 是 : 存在 这 样 的 设计 吗 ? 这 就 是 组 合 数学 的 存在 问题 . a 

下 面 从 更 一 般 的 角度 提出 这 一 问题 . 我们 定义 拉丁 方 (Latin square) 信 是 以 数字 1, 2, 3, =, n 
AHN n Xn 表格 ， 而 且 不 存在 数字 在 同一 行 或 同一 列 出 现 多 于 1 次 的 情况 ， 同 时， 拉丁 方 要求 


O 术语 “拉丁 方 "来 自 于 这 样 的 事实 : 表格 中 的 元 素 通常 是 用 拉丁 字母 表 中 的 字母 表示 的 . 
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每 一 个 数字 在 每 一 行 和 每 一 列 内 正好 出 现 一 次 .一 个 典型 的 存在 问题 是 : 存在 2X2 的 拉丁 方 吗 ? 
答案 是 存在 ; 表 1. 2 给 出 一 个 这 样 的 方 格 。 类似 地 ， 可 以 考虑 是 否 存在 3X3 的 拉丁 方 ， 这 一 次 
答案 也 是 肯定 的 ; 表 1. 3 给 出 一 个 3X3 拉丁 方 . 

我 们 的 特定 问题 是 : 是否 存在 5X5 的 拉丁 方 ? 表 1.4 表明 答案 是 肯定 的 . (对 丁 每 一 个 n， 
是 否 存在 nXn 的 拉丁 方 ? 答案 是 已 知 的 ， 我 们 把 它 留 给 读者 . ) 


表 1.2 一 个 2X2 拉 丁 方 表 1.3 一 个 3X3 拉 丁 方 表 1.4 一 个 SX5 拉 丁 方 
1 2] | 3| EJ 


234 

21 2: 3-4 |2345 
Lau 2 3451 

5 1 2 

12a 


注意 ， 拉 丁 方 仍然 不 是 可 能 引发 顺序 效应 问题 的 完全 解 。 为 了 避免 任意 可 能 的 顺序 效应 ， 应 
该 有 足够 多 的 对 象 使 得 这 五 种 药物 的 每 一 种 可 能 顺序 都 可 以 得 到 测试 ， 那 么 存在 多 少 这 样 的 顺序 
Ye? 这 就 是 计数 问题 (counting problem)， 即 组 合 数学 中 的 第 二 个 基本 问题 . 结果 是 存在 5!=120 个 
这 样 的 顺序 ，2. 3 节 会 给 出 这 一 数值 的 求解 方法 ， 因 此 ， 应 该 有 120 个 对 象 ， 如 果 只 有 五 个 对 象 可 
用 ， 那 么 应 该 随机 选取 所 使 用 的 拉丁 方 来 设法 避免 顺序 效应 ， 这 时 ， 有 多 少 种 可 选 的 5X5 拉丁 方 
We? 我 们 将 在 6. 1. 3 节 学 习 这 一 计数 问题 . 

正如 这 一 粗略 的 讨论 所 提示 的 那样 ， 实 验 设计 的 问题 是 促进 组 合 数学 发 展 的 一 个 主要 内 
率 人 S， 我 们 将 在 第 9 章 详细 讨论 实验 设计 问题 . 


【 例 1. 2 位 串 和 二 进 制 代 码 〗 位 (bit) 或 二 进 制 数 字 (binary digit) 是 0 或 1 4è # (bit string) 
定义 为 诸如 0001、1101 或 者 1010 这 样 的 位 的 序列 ， 位 串 是 现代 计算 机 中 信息 的 主要 载体 ， 位 中 
用 于 编码 详细 的 指令 ， 它 被 翻译 成 计算 机 中 各 开关 上 的 开 - 关 指令 的 序列 。 一 个 符号 集合 的 二 进 
制 代码 (binary code)( 或 二 进 制 块 代码 (binary block code)) 给 每 一 个 符号 指定 一 个 不 同 的 位 串 ， 考 
WAAR RE 26 个 字母 的 二 进 制 代 码 ， 一 个 典型 的 代码 是 莫 尔 斯 (Morse) 码 ， 它 的 更 传统 形式 是 
用 点 表示 0， 用 短线 表示 1， 下 面 是 一 些 常用 字母 的 莫 尔 斯 码 : 

O: 111, A; 01, K: 101, C; 1010. 
如 果 只 能 使 用 一 个 或 两 个 位 组 成 位 串 ， 那 么 我 们 能 够 编码 所 有 26 个 字母 吗 ? 答案 是 否定 的 ， 因 
为 只 有 如 下 所 示 6 个 可 能 的 位 串 : 


0, 1, 00, O1, 10, 11. 

注意 ,为 了 回答 所 提出 的 问题 ， 我 们 必须 计数 (count) 可 能 的 排列 数量 .这 是 求解 计数 问题 的 例 
F. 在 这 种 情况 下 ， 我 们 通过 村 举 (enumerating) 列 出 所 有 可 能 的 排列 来 计数 通常 ， 这 太 乏 味 
或 太 浪费 时 间 ， 而 我 们 将 要 开发 不 通过 枚 举 的 计数 捷径 ， 现 在 ， 三 位 或 更 短 的 位 串 是 否 足 够 编码 
字母 表 中 所 有 26 个 字母 呢 ? 答案 同样 是 否定 的 .简单 的 枚 举 表明 只 存在 14 个 这 样 的 位 串 ，( 你 
能 列举 出 它们 吗 ?) 然 而 ， 四 位 或 更 短 的 位 串 就 足够 了 . 〈 这 样 的 位 串 有 多 少 个 ?) 的 确 ， 莫 尔 斯 码 
只 使 用 四 个 或 更 少 的 符号 ， 它 不 使 用 所 有 可 能 的 位 串 . (为 什么 ?在 2. 1 节 研 究 遗 传代 码 时 ， 我 
们 将 直到 一 个 非常 类 似 的 计数 问题 ，DNA 链 给 所 需要 的 基本 遗传 信息 编码 ， 以 确定 称 为 蛋白 质 
的 氨基 酸 长 链 ， 我 们 将 设法 解释 编码 一 个 氨基 酸 需要 DNA 链 中 多 长 的 片段 ， 代 码 不 仅仅 出 现在 
遗传 或 现代 计算 机 通信 中 ， 本 书 的 其 他 部 分 也 出 现 一 些 代码 .例如 ,在 第 10 章 ， 将 研究 错误 校 
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正 码 ， 我 们 利用 这 些 代码 从 遥远 的 航天 探测 器 接收 信息 或 者 向 其 发 送信 息 、 发 射 导弹 等 ， a 


【 例 1. 3 天 然 气管 道 的 最 佳 设计 〗 天 然 气 在 管道 里 的 流动 依赖 于 管道 的 直径 、 长 度 、 管 道 两 
端的 压力 、 温 度 以 及 天 然 气 的 各 种 性 质 等 ， 海上 天 然 气管 道 系 统 的 设计 涉及 诸多 问题 ， 例如， 如 
何 确定 各 种 接合 点 或 连接 点 处 的 管道 直径 大 小 ， 以 保证 构建 及 运作 的 总 成 本 最 低 ， 解 决 这 一 问题 
的 一 个 标准 做 法 是 使 用 “工程 化 判断 "来 挑 出 合理 的 管道 尺寸 ， 并且 假 设 最 佳 的 情况 ， 乍 看 起 来 ， 
没有 达到 更 好 效果 的 可 能 ， 例 如 ， 一 个 有 40 个 连接 点 且 每 个 连接 点 有 7 种 可 能 管道 尺寸 的 网 络 系 
统 ， 会 生成 74 个 可 能 的 网 络 ， 正 如 我 们 将 在 2. 1 节 中 看 到 的 那样 ， 而 74 是 一 个 非常 大 的 数字 ， 我 
们 的 问题 是 从 这 7 种 可 能 中 找到 成 本 最 低 的 网 络 . 这 是 组 合 问题 的 第 三 个 基本 问题 一 一 优化 问题 
(optimization problem) 的 例子 ， 在 这 样 的 问题 中 .我 们 设法 寻找 最 优 (最 好 、 最 大 或 最 小 等 ) 的 设计 、 
模式 或 排列 . 

应 该 指出 的 是 ， 伴 随 着 计算 机 的 发 展 .解决 组 合 优化 问题 已 有 了 很 大 的 进展 ， 几 年 前 在 计算 
机 上 似乎 还 不 可 能 求解 的 问题 今天 已 可 能 求解 。 因此， 计算 机 的 发 展 已 成 为 组 合 优化 领域 快速 
发 展 的 主要 推动 力 ， 然 而 ,计算 机 所 能 做 的 事情 也 有 局 限 ， 我 们 将 在 下 文中 看 到 . 

在 理论 上 ， 任 何 有 限 问题 都 可 以 通过 考虑 所 有 可 能 性 而 得 到 解决 ， 然 而， 在 上 面 所 说 的 特定 
问题 中 ， 通 过 列举 所 有 可 能 管道 网 络 的 可 能 性 将 花费 多 长 时 间 呢 ? 为 了 对 此 有 所 了 解 ， 请 注意 71° 
近似 于 6X103 ， 即 6 后 面 跟着 33 个 0。 这 是 一 个 巨大 的 数字 ， 的 确 ， 即 使 是 一 台 能 够 在 1 秒 内 分 
析出 10 亿 (108) 种 不 同 管道 网 络 的 计算 机 (每 十 亿 分 之 一 秒 一 个 网 络 )， 也 将 花费 大 约 1.9X10'7 = 
190 000 000 000 000 000 年 才能 分 析出 所 有 7 种 可 能 的 管道 网 络 全 . 

现代 组 合 数学 关心 更 多 的 是 开发 解决 存在 问题 、 计 数 问题 和 优化 问题 的 程序 或 算法 
(algorithm)， 从 实际 的 角度 看 ， 在 计算 机 科学 中 ， 分 析 解 决 一 个 问题 的 算法 需要 花费 多 长 时 间或 
需要 多 大 存储 容量 是 非常 重要 的 问题 ， 在 机 器 上 着 手 处 理 一 个 计算 (例如 尝试 所 有 可 能 性 ) 之 前 ， 
我 们 希望 知道 这 一 计算 是 否 能 够 在 合理 的 时 间 内 ， 使 用 这 台 机 器 的 可 用 存储 容量 完成 ， 我 们 将 
在 2.4 节 和 2.18 节 中 讨论 关于 计算 复杂 度 的 问题 . 

对 于 上 面 讨论 的 管道 问题 ， 考 虑 所 有 可 能 情况 似乎 不 是 一 个 容易 解决 的 问题 ， 即 使 使 用 当 
今 最 高 速 的 计算 机 也 是 如 此 ， 计 算 速 度 的 任何 可 预测 改进 都 不 可 能 给 这 一 计算 问题 带 来 实质 性 
的 改进 ， 然 而 ， 一 个 简单 的 程序 能 够 给 出 一 个 方法 ， 这 一 方法 仅 用 大 约 7X40 一 280 步 就 可 以 完 
成 寻找 最 优 网 络 的 工作 ， 而 不 是 使 用 74 步 ， 墨西哥 湾 的 工程 使 用 了 这 一 程序 ， 节 省 了 巨额 资金 . 
参见 Frank Frisch[1970]、Kleitman[1976] 、Rothfarb 等 [1970] 和 Zadeh[1973]， 这 是 组 合 优化 技 
术 发 挥 威力 的 一 个 例子 . a 

【 例 1. 4 立法 委员 会 会 议 安 排 】 州立 法 委员 会 一 周 举行 一 次 例 行 会 议 ， 在 安排 会 议 时 间 时 ， 
立法 会 议 议长 助理 必须 细心 ， 不 能 使 有 共同 成 员 的 两 个 委员 会 在 同一 时 间 召 开会 议 ， 假 设 只 有 
三 个 可 用 的 会 议 时 间 : 星期 二 、 星 期 三 和 星期 四 的 上 午 ， 必 须 安排 会 议 时 间 的 委员 会 有 财政 委员 
会 、 环 境 委员 会 、 健 康 委 员 会 、 运 输 委员 会 、 教 育 委员 会 和 住房 委员 会 . 假设 表 1. 5 给 出 有 共同 
成 员 的 委员 会 的 情况 .表示 表 1. 5 信息 的 一 个 便利 方法 是 绘制 一 个 图 ， 在 这 个 图 中 ， 使 用 点 表示 
委员 会 ， 而 及 当月 仅 当 两 个 点 所 对 应 的 委员 会 有 共同 成 员 时 ， 这 两 个 点 由 一 条 无 向 的 线 连 接 ， 其 
结果 图 称 为 图 (graph). 


O ”因为 一 年 大 约 有 3. 15X107 秒 ， 所 以 一 年 内 可 以 分 析出 3. 152% 107 X 10? 或 3. 15X 108 个 网 络 ， 那 么 检查 6X 10" 
个 网 络 所 需要 的 年 数 是 


6x 108 


EI © 19X10". 
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RLS 委员 会 中 的 共同 成 员 的 关系 
环境 健康 运输 


财政 
环境 
健康 
运输 
教育 
住房 1 


0 
1 
0 
1 
1 


coco 
o-ooo 
oo-oo 


1 1 


ee a) 


注 : 如 果 委员 会 i 和 j ARARA, Mi, 项 是 1， 否 则 是 0。( 为 了 方便 ， 对 角 线 上 的 项 到 作 0. ) 


图 1. 1 给 出 按 此 方法 使 用 表 1. 5 的 数据 所 得 到 的 图 ， 这 种 图 有 很 多 应 用 ,例如 在 计算 机 科 
学 、 运 筹 学 、 电 机 工程 、 生 态 学、 政策 与 决策 学 以 及 社会 科学 等 各 个 领域 ， 我 们 将 在 第 3 章 和 第 


11 章 及 其 他 章节 讨论 图 及 其 应 用 . 

第 一 个 问题 是 : 给 定 三 个 可 用 会 议 时 间 ， 我 们 能 否 寻 找到 委员 
会 会 议 时 间 的 一 种 分 配 ， 使 得 所 有 成 员 都 不 在 同一 时 间 出 席 两 个 会 
议 ? 这 是 一 个 存在 问题 利用 所 画 出 的 图 ,我 们 希望 给 每 一 个 点 指 
定 一 个 会 议 时 间 ， 使 得 如 果 两 个 点 被 线 连接 ， 那 么 这 两 个 点 得 到 不 
同 的 会 议 时 间 ， 我 们 能 够 找到 这 样 的 一 种 分 配 吗 ? 经 过 一 些 分 析 之 
后 ， 本 例 的 答案 是 肯定 的 ， 一 种 可 行 的 分 配 是 这 样 的 : 住房 委员 会 
和 环境 委员 会 的 会 议 在 星期 二 举行 ,教育 委员 会 和 运输 委员 会 的 会 
议 在 星期 三 举行 ， 而 财政 委员 会 和 健康 委员 会 的 会 议 在 星期 四 举行 . 

大 学 期 末 考 试 或 班会 时 间 的 调度 问题 、 工 厂 中 的 工作 调度 问题 
以 及 其 他 调度 问题 都 类 似 于 上 面 的 会 议 时 间 安 排 问题 ， 我 们 将 在 第 3 


财政 

住房 

教育 健康 
环境 


图 1.1 根据 表 1.5 的 数据 
得 到 的 图 


章 探讨 这 一 问题 ， 在 第 3 章 中 我 们 把 这 些 问题 看 成 是 图 着 色 (graph coloring) 问 题 ， 并 把 本 例 中 的 
会 议 时 间 看 成 是 相应 的 “颜色 ”. 

如 果 每 一 个 委员 会 的 主席 提交 一 份 可 接受 会 议 时间 表 ， 那 么 这 一 问题 就 会 变 得 更 现实 ， 于 
是 我 们 会 问 ， 是 否 有 一 种 委员 会 会 议 时 间 的 分 配 ， 使 得 每 一 个 委员 会 的 会 议 时间 痢 被 安排 在 一 
个 可 接受 的 时 间 ， 而 没有 委员 会 的 成 员 同 时 出 席 两 个 会 议 ? 例如， 假设 对 于 运输 委员 会 来 说 可 接 
受 的 会 议 时 间 是 星期 二 和 星期 四 ， 对 于 教育 委员 会 来 说 可 接受 的 会 议 时 间 是 星期 三 ， 而 其 他 委 
员 会 可 接受 三 天 中 的 任意 一 天 ， 那 么 ， 不 难 证 明 这 一 问题 的 解 不 存在 (参见 练习 13. ) 于 是 我 们 
对 这 一 存在 问题 给 出 否定 的 答案 。 这 就 是 称 为 列表 着 色 问 题 (list-coloring problem) 的 调度 问题 的 
例子 ， 即 使 用 可 接受 列表 中 的 颜色 为 指定 颜色 的 图 着 色 问题 (在 上 面 的 情况 下 ， 颜 色 代表 “一 周 的 
日 期 >)， 我 们 将 在 例 3. 22 中 重新 讨论 这 一 问题 列表 着 色 近 年 来 得 到 了 广泛 的 研究 ， 有 关 近 期 
的 研究 ， 请 参见 Alon[1993] 以 及 Kratochvil, Tuza 和 Voigt[1999]. 


R16 首选 会 议 时 间 


环境 ”” 健康 
是 期 四 星期 四 


委员 会 
主席 的 首选 时 间 


wa 
星期 二 


运输 
星期 二 


教育 
星期 二 


住房 
星期 三 

接 下 来 我 们 也 许 会 问 : 假设 每 一 位 委员 会 主席 都 明确 给 出 他 的 首选 会 议 时 间 ， 满 足 我 们 最 
初 要 求 (如 果 存 在 这 样 的 安排 ) 并 使 得 最 大 数量 的 委员 会 主席 得 到 首选 会 议 时 间 的 会 议 时 间 分 配 
是 什么 ? 这 是 一 个 优化 问题 . 考虑 应 该 如 何 回答 这 一 问题 .假设 表 1. 6 给 出 每 一 位 委员 会 主席 的 
首选 会 议 时 间 ， 解 决 这 一 优化 问题 的 一 个 方法 就 是 简单 地 列 出 所 有 满足 原始 条 件 的 可 能 会 议 时 
间 安 排 ， 并 对 每 一 个 会 议 时 间 安 排 计数 有 多 少 委员 会 主席 得 到 了 他 们 的 首选 会 议 时 间 . 正 如 前 
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面 所 发 现 的 那样 ， 在 实现 组 合 问题 的 方法 之 前 ， 我 们 希望 对 这 种 方法 所 消耗 的 时 间 有 所 了 解 . 需 
要 分 析 多 少 种 可 能 性 呢 ? 这 是 一 个 计数 问题 ， 可 以 通过 枚 举 法 解决 ， 从 图 1. 1 容易 看 到 ， 住 房 、 
教育 和 健康 委员 会 必须 得 到 不 同 的 会 议 时 间 . (它们 之 间 都 有 一 条 连 线 . ) 类 似 地 ， 运 输 委员 会 所 
得 到 的 会 议 时 间 必 须 不 同 于 住房 委员 会 和 健康 委员 会 . (为 什么 ?) 因 此 ， 因 为 只 有 三 个 会 议 时 间 
是 可 用 的 ， 所 以 运输 委员 会 必须 与 教育 委员 会 在 同一 时 间 举 行 会 议 ， 类 似 地 ， 环 境 委员 会 必须 与 
住房 委员 会 在 同一 时 间 举行 会 议 ， 最 后 ， 财 政委 员 会 不 能 与 住房 委员 会 在 同一 时 间 举 行 会 议 ， 因 
此 也 不 能 与 环境 委员 会 在 同一 时 间 举 行 会 议 ， 但 是 财政 委员 会 可 以 与 其 他 任何 委员 会 同时 举行 
会 议 ， 因 此 ， 只 存在 如 下 所 示 的 两 种 可 能 的 会 议 模式 , 


模式 1. 运输 委员 会 和 教育 委员 会 在 一 个 时 间 举行 会 议 ， 环 境 委员 会 和 住房 委员 会 
在 另 一 个 时 间 举 行 会 议 ， 而 财政 委员 会 和 健康 委员 会 在 时 间 举 行 会 议 . 
BA 2. 运输 、 教 育 和 财政 委员 会 在 一 个 时 间 举行 会 议 ， 环 境 委员 会 和 住房 委员 会 
在 另 一 个 时 间 举 行 会 议 ， 而 健康 委员 会 在 第 三 时 间 举 行 会 议 
表 1.7 给 出 了 会 议 时 间 的 所 有 可 能 分 配 情况 ， 总 共有 12 种 ， 这 一 计数 问题 通过 列举 所 有 可 
能 性 而 得 到 解决 。( 在 3. 4. 1 节 中 ， 我们 用 另外 一 种 方法 解决 这 一 计数 问题 . ) 根 据 例 1. 3, 显 然 枚 
举 法 不 是 总 可 以 用 来 解决 组 合 问题 ， 事 实 上 ， 如 果 存 在 更 多 的 委员 会 和 更 多 的 可 能 会 议 时 间 ， 那 
么 上 面 所 讨论 的 问题 将 使 我 们 束手无策 . 


表 1.7 会 议 时 间 的 可 能 分 配 


分 配 号 码 星期 二 星期 三 星期 四 得 到 首选 会 议 时 间 的 委员 会 主席 的 数量 

1 运输 环境 财政 4 
教育 住房 健康 

2 运输 财政 环境 3 
教育 健康 住房 

3 环境 运输 财政 1 

oO „A =. ae 
4 环境 财政 运输 0 
住房 健康 教育 

5 财政 运输 环境 2 
健康 教育 住房 

6 财政 环境 运输 2 
健康 住房 教育 

7 运输 环境 健康 5 
教育 住房 
财政 

8 运输 健康 环境 4 
教育 住房 
财政 

9 环境 运输 健康 1 
住房 教育 


6 IF 什么 是 组 合 数学 


( 续 ) 
分 配 号 码 星期 二 星期 三 星期 四 得 到 首选 会 议 时 间 的 委员 会 主席 的 数量 

10 环境 健康 运输 0 
住房 教育 
E 财政 

n 健康 运输 环境 1 
教育 住房 

财政 

12 健康 环境 运输 1 
住房 教育 
财政 


在 我 们 的 例子 中 ， 枚 举 法 是 成 功 的 ， 我 们 能 够 很 容易 地 解决 这 一 优化 问题 ， 表 1. 7 给 出 在 每 
一 种 分 配 之 下 ， 得 到 首选 会 议 时 间 的 委员 会 主席 的 数量 .显然 ， 从 该 表 可 以 看 到 ，7 号 分 配 是 最 
佳 分 配 . 这 里 ， 只 有 环境 委员 会 主席 没有 得 到 他 的 首选 会 议 时 间 ，。 对 于 有 关 国 家 立法 委员 会 的 会 
议 时 间 分 配 的 详尽 参考 ， 可 以 参见 Bodin 和 Friedman[1971]; 对 于 周期 性 (例如 一 周 等 ) 重 复发 生 
的 其 他 调度 问题 ， 可 以 参考 Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993]、Baker[1976]、Bartholdi，Orlin 和 
Ratliff[1980] Chrétienne[ 2000]、Crama 等 [2000]、Karp 和 Orlin[1981]、Orljin[1982] 以 及 
Tucker[1975]， 对 于 各 种 劳动 力 调度 算法 的 研究 ， 可 以 参见 Brucker[1998]、Kovalav 等 [1989]、 
Tien 和 Kamiyama[ 1982]. =. 

本 书 是 围绕 着 组 合 数学 的 三 个 基本 问题 而 组 织 内 容 的 ， 它 分 为 四 个 部 分 : 在 第 2 章 ~ 第 4 章 
的 介绍 部 分 之 后 ， 其 余 三 个 部 分 研究 计数 问题 (第 5 章 一 第 8 章 ) 、 存 在 问题 (第 9 章 ~ 第 11 章 ) 
和 优化 问题 (第 12 章 ~~ 第 13 章 ) 三 个 问题 . 


1.2 组 合 数学 的 历史 和 应 用 2 
1. 1 节 中 所 讨论 的 四 个 例子 展示 了 组 合 数学 所 关心 的 一 些 问 题 ， 它 们 表 1.8 Dh 


选 自 各 领域 ， 以 说 明 组 合 数学 在 现代 的 广泛 应 用 . iF 
尽管 组 合 数学 在 现代 得 到 最 大 的 发 展 ， 但 它 却 是 数学 的 一 个 古老 分 支 . 357 
根据 传说 ， 大 咒 ( 大 约 公元 前 2200 年 ) 在 一 个 神 龟 的 背 上 发 现 了 一 个 幻 方 816 


(43% (magic square) 是 一 个 数字 方 阵 ， 其 每 行 、 每 列 以 及 两 条 对 角 线 上 的 各 
数字 和 都 相同 ， 表 1. 8 给 出 一 个 这 样 的 方 阵 ， 读 者 也 许 希 望 找到 一 个 不 同 的 3X3 幻 方 . ) 
公元 前 1100 年 ， 中 国人 就 已 经 知道 了 排列 。 大 约 公元 前 300 年 ， 欧 拉 知 道 了 当 mz 一 2 时 (a 十 b)” 
的 二 项 式 展开 ， 在 匿名 希 伯 来 人 写 于 公元 200 一 500 年 之 间 的 著作 《 创 世 书 )(Sefer Yetzirah) 中 ， 发 
现 了 ?个 元 素 集合 的 排列 数量 公式 的 运用 .这 一 公式 本 身 至 少 在 2500 年 前 就 已 经 知道 了 ， 公 元 
1100 年 ，Rabbi Ibn Ezra 就 知道 从 个 事物 中 一 次 取 ~ 个 事物 的 组 合 的 数量 的 公式 ， 即 二 项 式 系数 . 
自 那 之 后 不 久 ， 中 国人 、 印 度 人 和 阿拉 伯 人 开始 在 著作 中 提 及 原始 形式 的 二 项 式 系数 . 
在 近代 ，17 世纪 的 学 者 帕斯卡 和 费 马 研究 了 与 博弈 相关 的 组 合 问题 ， 还 提出 了 概率 的 概念 . 
(事实 上 著名 的 帕斯卡 三 角形 早 在 1303 年 就 为 中 国 的 朱 世 杰 提 出 . ) 帕 斯 卡 和 费 马 的 工作 奠定 了 概 
举 论 的 基础 ;18 世纪 ， 拉 普 拉 斯 使 用 有 利 情形 定 义 了 概率 .也 是 在 18 世纪 ， 结 合 著名 的 哥 尼 斯 


日 ”对 于 组 台数 学 历史 的 更 详细 讨论 参见 Biggs. Loyd 和 Wilson[1995] 或 者 David[1962]， 对 于 图 论 的 历史 参见 
Biggs. Lloyd 和 Wilson[ 1976]. 
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堡 桥 问题 ， 欧 拉 发 明了 图 论 ， 而 伯 努 利 出 版 了 第 一 本 展示 组 合 方法 的 书 《 猜 度 术 》(Ars 
Conjectandi)， 在 18 世纪 和 19 世纪 ,哈密 顿 和 其 他 人 把 组 合 数学 应 用 于 拼图 和 游戏 的 研究 中 . 
在 19 世纪 ， 基 尔 霍 夫 发 展 了 电网 的 图 论 方法 ， 而 凯 莱 发 展 了 有 机 化 学 研究 中 的 枚 举 技术 ， 在 现 
Re 组 合 数学 技术 已 在 计算 机 科学 、 运 输 、 信 息 处 理 、 工 业 规划 、 电 机 工程 、 实 验 设计 、 取 样 、 
编码 、 遗 传 学 、 政 治学 等 其 他 重要 领域 有 着 广泛 而 重要 的 应 用 .在 本 书 中 ,我 们 总 是 取 身 边 的 应 
Ho 并且 提醒 读者 它们 不 仅 得 益 于 数学 技术 的 发 展 而 且 它 们 还 促进 着 这 些 技术 的 持续 发 展 . 


练习 


寻找 一 个 4X4 拉丁 方 . 

寻找 所 有 可 能 的 3X3 拉丁 方 . 

撕 述 如 何 寻 找 一 个 nxn 拉丁 方 . 

《Liu[1972]) 假 设 我 们 要 同时 测试 两 种 类 型 的 药物 ， 如 头痛 药 和 发 烧 药 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 也 许 尝试 

设计 一 个 实验 ， 在 这 一 实验 中 ， 使 用 拉丁 方 测试 每 一 种 类 型 的 药物 ， 然 而 ， 如 果 可 能 的 话 ， 我 们 还 要 确 

定 测试 的 头痛 药 和 发 烧 药 的 所 有 组 合 ， 例 如 ， 表 1. 9 给 出 当 我 们 有 3 种 头痛 药 和 3 种 发 烧 药 时 的 丙种 拉 

THUGH. ER 1. 9 中 还 给 出 第 三 个 方 格 ， 它 的 i，j 项 是 前 两 个 方 格 的 i，j 项 ， 我 们 要 求 这 第 三 个 方 

格 的 每 一 项 都 不 相同 ， 在 表 1.9 中 这 是 不 成 立 的 . 

(a) 对 于 有 3 种 头痛 药 和 3 种 发 烧 药 的 例子 ， 寻 找 组 合 方 格 具 有 所 希望 性 质 的 例子 . 

(b) 寻 找 另外 一 个 有 4 种 头痛 药 和 4 种 发 烧 药 的 例子 ，( 在 第 9 章 ， 将 讨论 对 于 有 6 种 头痛 药 和 6 种 发 烧 
药 的 情况 ， 这 是 不 可 能 的 。 这 一 存在 问题 没有 解 . ) 注 意 ， 如 果 你 开始 于 一 个 头痛 药 的 拉丁 方 设计 ， 
且 不 能 找到 一 个 发 烧 药 的 拉丁 方 设计 使 得 组 合 方 格 具有 所 希望 的 性 质 ， 那 么 你 应 该 开始 于 一 个 不 同 
的 头痛 药 设计 . 


Or 


表 1.9 测试 头痛 药 1，2，3 的 拉丁 方 设计 、 测 试 发 烧 药 
a, b, < 的 拉丁 方 设计 ， 以 及 这 两 种 设计 的 组 合 
日 期 日 期 


i 3 1 3 
1 3 :fe < 
对 象 2 3 1 | 2 | 6 a 2 
3 1 2j 3 | ca b 
头痛 药 发 烧 药 


TE: 第 三 个 方 格 的 i。j 项 是 前 两 个 拉丁 方 中 的 i，j 项 中 的 头痛 药 和 发 烧 药 . 


5. 通过 枚 举 法 证 明 存在 14 种 长 度 至 多 为 3 的 位 串 . 

6. 使 用 枚 举 法 寻找 长 度 至 多 为 4 的 位 串 的 数量 . 

假设 我 们 要 使 用 符号 为 0、1 或 一 1 的 串 来 构建 字母 表 中 的 26 个 字母 的 三 进 制 代码 (trinary code), 

(a) 你 能 使 用 长 度 至 多 为 2 的 位 串 编码 所 有 26 个 字母 吗 ? 使 用 枚 举 法 回答 这 一 问题 . 

《b) 使 用 长 度 正 好 为 3 的 位 串 时 情况 又 如 何 ? 

8. DNA 分 子 中 呈现 的 遗传 代码 是 由 四 个 字母 T，C，A，G 的 符号 串 所 组 成 的 ， 我 们 将 在 2. 1 节 中 讨论 这 
一 代码 .通过 枚 举 法 确定 使 用 这 些 字母 并 使 其 长 度 为 3 或 小 于 3 的 不 同 的 代码 字 或 位 串 的 数量 . 

. 假设 在 天 然 气管 道 网 络 的 设计 中 ， 我 们 有 两 种 可 能 的 管道 尺寸 ， 小 号 (S) 和 大 号 (L)， 如 果 有 4 个 可 能 的 
连接 点 ， 那 么 枚 举 出 所 有 可 能 的 管道 网 络 .〈 典 型 的 一 种 管道 网 络 可 以 缩写 为 LSLL、 其 中 第 i 个 字母 表 
示 第 i 个 管道 的 尺寸 . ) 

10. 在 例 1. 3 中 ,假设 一 台 计 算 机 在 1 秒 钟 内 可 以 分 析 1000 亿 种 不 同 的 管道 网 络 ， 比 文中 假设 的 速度 提高 

了 100 倍 . 这 会 对 我 们 的 结论 带 来 什么 明显 的 不 同 吗 ? 为 什么 ?〈 在 给 出 你 的 答案 时 做 一 下 计算 . ) 


> 


2 
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11. 表 1. 10 和 表 1. 11 给 出 大 学 里 若干 课程 在 课程 表 中 重 登 的 数据 . 
(a) 把 表 1. 10 转换 成 如 例 1. 4 中 的 图 . 
(b) 对 于 表 1. 11 重复 (a). 


表 1.10 重要 数据 
英语 微 积分 历史 物理 
英语 o 1 0 0 
微 积 分 1 0 1 1 
历史 o 1 o 1 
物理 0 1 1 0 


注 : 当 第 i 门 课程 与 第 j 门 课程 有 同一 学 员 时 i，j 项 为 1， 否则 为 0 
表 1.11 更 多 的 重 登 数据 


英语 微 积分 历史 物理 经 济 学 
英语 0 1 0 0 0 
微 积分 1 0 1 1 1 
历史 0 1 0 1 1 
物理 o 1 1 o 1 
经 济 学 0 1 1 1 0 


注 ， 当 第 i 门 课程 与 第 j 门 课程 有 同一 学 员 时 i，j 项 为 1， 否 则 为 0. 


12. a) 假设 表 1. 10 中 所 考虑 的 课程 的 期 末 考 试 只 有 两 种 可 能 ， 是 否 存在 一 种 期 末 考 试 时 间 安 排 ， 使 得 有 
同一 学 员 的 任意 两 门 课程 有 不 同 的 考试 时 间 ? 如 果 存在 ， 那 么 找 出 一 种 这 样 的 时 间 安排 ;如 果 不 存 
在 ， 为 什么 ? 
(b) 假 设 存在 三 种 可 能 的 期 末 考 试 时 间 ， 对 于 表 1. 10 重复 (a). 
(0) 假 设 存在 三 种 可 能 的 期 末 考 试 时 间 ， 对 于 表 1. 11 重复 (a). 
《d) 假 设 存在 四 种 可 能 的 期 末 考 试 时 间 ， 对 于 表 1. 11 重复 (a). 

13. 假设 对 于 表 1. 5 的 情况 ， 运 输 委员 会 的 可 接受 会 议 时 间 是 星期 二 和 星期 四 ， 而 教育 委员 会 的 可 接受 会 
议 时 间 为 星期 三 ， 其 他 所 有 委员 会 的 可 接受 会 议 时 间 为 星期 二 、 星 期 三 和 星期 四 ， 证 明 不 存在 可 能 的 
会 议 时 间 安 排 . 

14. (a) 假设 对 于 表 1. 10 的 情况 ， 每 一 门 课程 的 可 接受 考试 时 间 安 排 如 表 1. 12 所 示 ， 另 外 假设 每 一 门 课程 

的 考试 必须 在 可 接受 时 间 进 行 ， 回 答 练习 12(b) 的 问题 . 
(b) 假 设 对 于 表 1. 11 的 情况 ， 每 一 门 课程 的 可 接受 考试 时 间 如 表 1. 13 所 示 ， 另外 假设 每 一 门 课程 的 考 
试 必须 在 可 接受 时 间 进 行 ， 回 答 练习 12(d) 的 问题 . 


表 1.12 可 接受 考试 时 间 


课程 | 英语 微 积分 历史 物理 
星期 四 上 午 星期 三 上 午 星期 二 上 午 星期 二 上 午 
有 本 全 | 星期 四 上 午 星期 三 上 午 星期 三 上 午 


表 1.13 更 多 可 接受 考试 时 间 


经 济 学 


可 接受 考试 时 间 


15. 假设 有 三 种 可 能 的 期 末 考 试 时 间 ， 星 期 二 、 星 期 三 和 星期 四 的 上 午 . 假设 表 1. 10 所 列 出 的 这 些 课程 的 
每 一 位 教师 要 求 星 期 二 上 午 为 期 末 考 试 的 首选 时 间 . 如 果 存 在 这 样 的 考试 时 间 安 排 的 话 ， 那 么 什么 样 
的 安排 可 以 使 得 最 大 数量 的 教师 得 到 首选 时 间 ? 


HIF 什么 是 组 合 数学 
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第 2 章 ”基本 计数 规则 


2.1 乘法 规则 


组 合 数学 的 基础 由 若干 基本 计数 规则 组 成 我 们 把 这 些 规则 概括 到 本 章 中 ， 对 这 些 规则 已 
经 很 熟 的 读者 也 许 希 望 快速 地 复习 一 下 它们 .本 章 还 介绍 在 证 明 特定 类 型 的 排列 或 模式 存在 时 
广泛 使 用 的 工具 .在 阅读 本 章 时 ， 已 熟悉 计数 规则 的 读者 也 许 希 望 重点 了 解 不 太 熟悉 的 计数 规 
则 的 各 种 应 用 ， 其 中 很 多 内 容 都 将 在 以 后 的 章节 中 重复 使 用 . 


【 例 2.1 位 串 和 二 进 制 代码 ( 重 探 例 1.2)】 我 们 ca eb WA 
回 到 二 进 制 代码 的 例子 ( 例 1.2)， 重 新 考虑 如 果 正好 o 0 
有 2 位， 那么 字母 表 中 有 多 少 个 字母 可 以 被 编码 . o 
让 我 们 通过 画 出 一 个 树 图 来 得 到 答案 ， 图 2. 1 是 我 = 
们 的 树 图 ， 正 如 前 面 所 提 到 的 那样 ， 存 在 四 种 可 能 

的 2 位 的 位 申 ， 读 者 将 会 发 现 第 一 位 存在 2 种 选择 ， 


对 于 其 中 的 每 一 种 选择 ， 第 二 位 都 有 2 种 选择 ， 所 
以 共有 4 种 可 能 ， 即 2X2. a 


ol 
0 10 


AN 


1 n 
图 2.1 计数 长 度 为 2 的 位 串 数量 的 树 图 


【 例 2. 2 DNA] 一 个 有 机 体 的 所 有 遗传 信息 就 是 它 的 基因 组 (genome)， 把 基因 考虑 成 一 个 
长 脱氧 核糖 核酸 (DNA) 分 子 是 很 便利 的 。( 基 因 组 实际 上 就 是 由 表示 各 个 染色 体 的 DNA 片段 组 
成 的 . )DNA( 或 染色 体 ) 是 由 称 为 核 苷 的 构件 的 串 组 成 的 ， 基 因 组 的 大 小 可 以 用 核 苷 的 总 数量 来 
表示 .因为 事实 上 DNA 是 一 个 双 链 结构 ， 其 中 的 两 个 链 是 由 特定 的 基 之 间 的 (一 个 基 是 核 苷 的 
三 个 亚 成 分 之 一 ) 配 对 组 合 到 一 起 的 ， 因 此， 基因 组 的 大 小 通常 是 由 基 对 (bp) 表 示 的 . 核 苷 中 的 
每 一 个 基 是 四 种 可 能 的 化 学 物质 中 的 一 个 : RET, EEC, RR A, SE G. WF 
列 编码 特定 的 遗传 信息 .特别 地 ， 它 确定 了 称 为 蛋白 质 的 氨基 酸 长 链 ， 有 20 种 基本 的 氨基 酸 . 
DNA 分 子 中 的 基 序 列 将 编码 一 种 这 样 的 氨基 酸 . DNA 分 子 串 必须 有 多 长 才 有 足够 多 可 能 的 基 来 
编码 20 种 不 同 的 氨基 酸 呢 ? 例如，2- 元 素 的 DNA 序列 能 否 编码 20 种 不 同 的 基本 氨基 酸 ? 为 了 
回答 这 一 问题 ， 我 们 需要 考虑 : 有 多 少 个 2- 元 素 DNA 序列 ? 还 是 用 树 图 形式 表示 这 一 问题 的 答 
案 ， 如 图 2. 2 Aas. 由 图 可 知 ， 存 在 16 种 可 能 的 2- 元 素 DNA 序列 第 一 个 元 素 有 四 种 选择 ， 而 
对 应 于 其 中 每 一 种 选择 ， 第 二 个 元 素 有 四 种 选择 ， 读者 将 注意 到 所 有 可 能 的 2- 元 素 DNA 序列 为 
AX4=16 种 ， 注 意 ，2- 元 素 序 列 不 足以 编码 所 有 20 种 不 同 的 基本 和 氨基酸 .事实 上 ，3- 元 素 序列 
才 足 以 编码 20 种 不 同 的 基本 氨基 酸 . 一 个 简单 的 计数 过 程 就 已 证 明 为 什么 至 少 需要 3 个 元 素 . 
1] 
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上 面 给 出 的 两 个 例子 说 明了 下 面 的 基本 规则 . 
乘法 规则 ”如 果 某 事件 能 以 m 种 方式 发 生 ， 且 不 管 第 一 个 事件 是 如 何 发 生 的 ， 第 二 个 事件 
都 能 以 no 种 方式 发 生 ， 那 么 这 两 个 事件 合 起 来 能 以 m Xm 第 -位 第 -位 8 
种 方式 发 生 ， 更 一 般 地 ， 如 果 某 事件 能 以 mm 种 方式 发 生 ， F 
且 无 论 第 一 个 事件 是 如 何 发 生 的 ， 第 二 个 事件 都 能 以 m 
种 方式 发 生 ， 而 且 无 论 前 两 个 事件 是 如 何 发 生 的 ， 第 三 个 
事件 能 以 na 种 方式 发 生 ， 以 此 类 推 ， 那 么 所 有 事件 合 起 
来 能 以 


T 


mXmXn X= 
种 方式 发 生 . 

再 回 到 位 串 的 例子 ， 通 过 乘法 规则 我 们 立刻 看 到 长 度 
正好 等 于 3 的 位 串 的 数量 是 2X2X2 一 23 一 8， 因 为 第 一 位 
(0 或 1) 有 两 种 选择 ， 且 无 论 怎么 选择 第 二 位 有 两 种 选择 ， 
且 无 论 前 两 位 是 如 何 选择 的 ,第 三 位 都 有 两 种 选择 ， 类 似 
地 ， 在 例 1. 3 的 管道 网 络 问题 中 ， 如 果 3 个 连接 点 处 的 每 图 2.2 计数 2- 元 素 DNA 序列 
一 处 的 管道 尺寸 有 7 种 选择 ， 那 么 有 数量 的 树 图 

7X7X7=73=343 
种 不 同 的 可 能 网 络 ， 如 果 有 40 个 连接 点 ， 那 么 有 

7X7X…X7 一 740 
种 不 同 的 可 能 网 络 ， 注 意 ， 根 据 我 们 在 第 1 章 中 的 观察 ， 通 过 枚 举 出 ( 列 出 ) 所 有 可 能 的 管道 网 络 
来 计数 它们 的 数量 是 不 可 行 的 ， 需 要 枚 举 法 之 外 的 其 他 计数 方法 ， 乘 法 规则 给 出 了 这 样 的 一 个 
方法 ， 在 本 书 的 较 前 部 分 ， 我 们 将 研究 这 样 的 简单 计数 方法 . 

接 下 来 ,假设 A 是 有 a 个 对 象 的 集合 ,已 是 有 6 个 对 象 的 集合 ， 那 么 从 A 中 挑选 出 一 个 对 
象 ， 然 后 再 从 B 中 挑选 出 一 个 对 象 的 方法 的 数量 是 a Xb 这 是 乘法 规则 的 一 个 更 精确 描述 . 

作为 最 后 的 例子 ，3- 元 素 DNA 序列 的 数量 是 

4X4X4 一 43 一 64. 
这 就 是 不 同 的 3- 元 素 序列 足以 编码 所 有 20 种 不 同 的 基本 氨基 酸 的 原因 ;， 事实 上 ， 几 种 不 同 的 链 编 
码 同一 个 氨基 酸 ， 这 不 同 于 莫 尔 斯 码 的 情况 ， 在 莫 尔 斯 码 中 ， 编 码 字母 表 中 所 有 26 个 字母 需要 至 
多 4 位 的 位 串 ， 但 并 非 每 一 种 可 能 的 位 串 都 要 使 用 ， 在 2.9 节 中 ,我 们 将 考虑 Gamow[1954a，b] 
提出 的 关于 哪些 3- 元 素 序列 可 编码 相同 氨基 酸 的 提议 . 

继续 以 DNA 分 子 为 例 ， 我 们 看 到 4 个 基 的 序列 的 数量 是 4 ， 当 基 为 100 时 这 个 数量 为 41%. 
完整 的 DNA 分 子 有 多 长 呢 ? 表 2. 1 给 出 部 分 答案 ， 注 意 : 在 黏液 菌 中 ， 基 因 组 有 5. 4X107 个 基 
或 基 对 ， 因 此 ， 这 样 的 序列 数量 为 


azo-=o>zn-o>aonozo 
> 
2 


454x107 | 
这 个 数字 大 于 

103-210" | 
103-210" 是 1 后 面 跟着 3.2107 个 0! 这 个 数字 大 得 无 法 想象 ， 类 似 的 结果 对 其 他 的 有 机 体 也 同 
样 成 立 ， 通 过 对 所 有 可 能 性 的 简单 计数 ,我们 就 能 理解 在 遗传 的 组 成 过 程 中 的 巨大 的 可 能 性 变 
化 .给 定 可 能 的 DNA 序列 的 数量 ， 在 自然 界 中 存在 如 此 惊人 的 变化 ， 那 么 两 个 个 体 不 可 能 相同 
就 根本 没有 什么 可 惊讶 的 了 .我 们 已 不 只 一 次 提 到 ,给 定 如 此 巨大 的 可 能 性 数量 ,通过 简单 的 枚 
举 这 些 可 能 性 的 方法 是 不 可 能 计数 它们 的 ， 有 必要 开发 计数 规则 或 过 程 ， 这 些 规则 或 过 程 不 通 
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过 罗列 它们 就 可 以 计数 可 能 性 的 数量 ， 这 是 组 合 数学 的 三 个 基本 问题 中 的 一 个 : 开发 不 通过 枚 
举 进行 计数 的 过 程 . 


表 2.1 各 种 有 机 体 的 可 能 DNA 序列 的 数量 


门 属 和 物种 基因 组 大 小 ( 基 对 ) 可 能 序列 的 数量 
Eos Esa 6. 6X10" Eoo or ra 
支原体 肺炎 支原体 1.0X 10* gh ox ad’  196.02%108 
细 苗 大 肠 杆菌 4.2108 FS yon smut 
酵母 区 ATR 13x10 Syor-tex 08 
ELE] am 5.4107 Sips 
线虫 线虫 8.0X107 gro gorn? 
Rh EETA 14x10 pa Soran 
5 家 鸡 1.2X10° 41-210 >> 107.22108 
mmz mA 3. 1x10 anad polso 
哺乳 动物 AMEA 3.3x10 PETISE 


BERDE: Lewin[2000]. 


尽管 DNA 序列 的 数量 巨大 ， 但 是 “排序 "或 “绘制 "不 同 有 机 体 (包括 人 类 基因 组 ) 已 变 得 可 
行 ， 这 部 分 归功 于 组 合 数学 方法 的 使 用 ， 基 因 (gene) 是 携带 制造 特殊 蛋白 质 代码 的 一 条 DNA. 
“绘制 "基因 组 将 需要 定位 它 的 每 一 个 基因 ;“ 排 序 ”基因 组 将 需要 确定 形成 每 个 基因 的 基 的 精确 顺 
序 ， 人 类 的 基因 组 包含 大 约 100 000 个 基因 ， 而 且 每 一 个 基因 都 有 上 千 或 更 多 的 基 ， 在 绘制 或 排 
序 基因 组 中 更 多 的 关于 组 合 数学 的 使 用 可 以 参见 Clote 和 Backofen[ 2000}, Congress of the 
United States[1988]、Farach-Colton 等 [1999]、Gusfield[1997]、Lander 和 Waterman[ 1995], 
Pevzner[2000], Setubal 和 Meidanis[1997] 或 Waterman[1995]. 


【 例 2. 3 电话 号 码 】 有 一 个 地 区 电话 号 码 曾经 是 由 两 个 字母 后 面 跟着 五 个 数字 组 成 的 ， 存 在 

多 少 不 同 的 电话 号 码 呢 ? 使 用 乘法 规则 ， 有 人 给 出 这 样 的 答案 ， 
26 X 26X10 X 10 X 10 X 10 10= 26? X 105. 
尽管 这 一 计数 是 正确 的 ， 但 它 不 是 一 个 好 答案 ， 因 为 电话 号 码 盘 上 相同 位 置 的 两 个 字母 将 导致 
相同 的 电话 号 码 ， 读 者 也 许 希望 想象 一 个 电话 号 码 盘 (电话 号 码 盘 示 意图 如 图 2. 3 所 示 . ) 所 有 
数字 键 上 都 有 三 个 字母 ，1 和 0 除外 . 因此， 字母 A，B，C 是 等 效 的 ，W，X，Y 也 一 样 ， 以 此 
类 推 。 事 实 上 ， 只 存在 8 种 不 同 的 字母 ， 因 此 ， 不 同 的 电话 号 码 数 量 是 
8? X105=6. 4X 108, 

所 以 ， 有 略 多 于 6 百 万 个 这 样 的 号 码 ， 在 20 世纪 50 年 代 和 20 世纪 60 年 代 ， 大 多 数 地 区 的 号 码 
都 变 成 简单 的 七 位 数字 号 码 ， 且 前 两 个 数字 限制 为 既 不 能 是 0 也 不 能 是 EF 
1 组 成 的 ， 但 电话 号 码 的 数量 仍然 是 8: X105。 长 途 直 拨号 码 是 通过 加 1 2 3 
上 三 个 数字 区 域 代码 实现 的 ， 区 域 代码 不 能 开始 于 0 或 1， 且 区 域 代码 | 
中 间 必 须 有 0 或 1， 使 用 这 些 限制 ， 我 们 计算 得 到 可 能 的 电话 号 码 数 | | 4 5 
量 是 


8X2X10X82X105 一 1.024X109. 
这 足以 服务 于 超过 10 亿 名 顾客 为 了 服务 于 更 多 的 顾客 ,长 途 直拨 号 | — 一 一 一 一 
码 变 成 以 一 个 1 开始 的 11 位 数字 作为 长 途 呼 叫 ， 这 解除 了 区 域 代码 在 * || 0 |) # 
中 间 必 须 有 一 个 0 或 一 个 1 的 限制 .电话 号 码 的 数量 变 成 

1X8X10X10X8? X105=5. 12 10°. 图 2. 3 电话 号 码 盘 


[下 
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[20] 
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随 着 技术 的 不 断 改 进 ， 电 信 业 能 够 拥有 以 1 开始 且 对 后 面 的 10 个 数字 没有 限制 的 所 有 号 码 . 因 
此 ,现在 有 10" 个 可 能 的 电话 号 码 ， 然 而 ,对 号 码 数量 的 需求 继续 非常 快 地 增加 (例如 ， 多 线 、 
传真 机 、 手 机 、 寻 呼 机 ， 等 等 )， 当 10 也 不 够 用 的 时 候 ， 我们 将 做 什么 呢 ? 


【 例 2.4 开关 函数 〗 设 B 是 所 有 长 度 为 n 的 位 串 的 集合 ，n go 两 开关 函数 

变量 开关 函数 (switching function, B9 # A BH (Boolean 一 ov So TO 
funetion)) 是 给 每 一 个 长 度 为 ”的 位 串 指定 一 个 数 (0 或 1) 的 函 一 机 一 一 一 一 一 
数 . 例 如 ， 设 mn 二 2， 那么 Be=(00, 01, 10, 11}. 在 Bc。 上 定义 ol o o 

的 两 个 开关 函数 S 和 T 如 表 2.2 所 示 . 数字 计算 机 的 细节 设计 10 0 1 

问题 通常 涉及 寻找 实现 特定 函数 行为 的 实际 电路 .一 台 计 算 机 Et l 
设备 实现 两 变量 、 三 变量 或 四 变量 的 开关 函数 ， 现 在 ， 通 过 互 连 电子 网 络 可 以 用 多 种 方法 实现 每 
一 个 开关 函数 ， 计 算 机 工程 师 不 是 从 头 开 始 解决 给 定 开关 函数 的 高 效 设计 问题 ， 而 是 希望 对 应 
于 每 一 个 开关 函数 都 有 一 个 高 效 网 络 实现 的 目录 ， 遗 憾 的 是 ， 这 乍 看 起 来 似乎 是 一 个 不 可 能 实 
现 的 目标 ， 有 多 少 个 ”变量 开关 函数 呢 ? 通过 扩展 例 2. 1， RAB, 中 有 2” 个 元 素 ， 因 此， 根据 
乘法 规则 ， 存 在 2x2X…X2 个 不 同 的 变量 开关 函数 ， 在 这 个 乘积 中 有 2" 个 项 ， 即 总 共有 22 
个 不 同 的 ”变量 开关 函数 ， 即 使 ”一 4， 这 样 的 函数 也 有 65 536 个 ， 而 且 这 个 数字 增加 得 非常 快 ， 幸 
运 的 是 ， 通 过 利用 对 称 性 ， 就 其 涉及 的 计算 而 言 可 以 认为 某 些 开关 晒 数 是 等 价 的 ， 因 此 ， 我 们 无 
需 为 每 一 个 开关 函数 确定 最 佳 设计 ， 而 只 需要 为 一 部 分 开关 函数 确定 最 佳 设计 ， 而 其 他 开关 函数 
等 价 于 我 们 设计 的 开关 函数 ， 在 构建 第 一 批 计算 机 时 ， 哈 佛 大 学 的 研究 员 小 组 花费 了 很 大 功夫 枚 
举 出 了 所 有 4 变量 的 开关 函数 ， 并 确定 出 其 中 哪些 是 等 价 的 ， 他 们 发 现 可 以 把 每 一 个 开关 函数 归 
约 到 222 种 类 型 之 一 中 (Harvard Computation Laboratory Staff[1551])， 在 第 8 章 , 我 们 将 说 明 如 何 
从 波 利 亚 (George Polya) 的 一 个 强 有 力 的 定理 得 到 诸如 此 类 的 结果 .关于 开关 函数 的 更 详细 讨论 ， 
参见 Deo[1974，Ch 12]、Harrison[ 1965]、Hill 和 Peterson[1968]、Kohavi[1970]、Liu[1977]、 
Muroga[ 1990] 、Pattavina[ 1998] 、Prather[ 1976]、Stone[ 1973]. a 


【 例 2. 5 食物 过 敏 】 一 名 过 敏 症 专科 医生 给 一 位 饭 后 经 常 严 重 腹痛 的 病人 看 病 ， 他 怀疑 某 些 
特定 的 食物 有 问题 土豆、 巧克力 、 玉 米 和 花生 ， 此 时 不 十 分 清楚 的 是 这 一 病症 是 因为 其 中 的 一 
种 食物 ， 还 是 它们 相互 作用 后 所 引发 的 ， 这 名 医生 告诉 病人 尝试 这 些 食物 的 不 同 组 合 ， 看 一 看 是 
否 存 在 食物 间 的 相互 作用 .那么 必须 尝试 多 少 种 不 同 的 组 合 呢 ? 每 一 种 食物 可 以 出 现 于 组 合 中 ， 
也 可 以 不 出 现 ， 因此， 有 2X2X2X2 一 24 一 16 种 可 能 的 组 合 ， 理 论 上 ， 基 于 这 四 种 食物 有 22 种 
可 能 的 食物 过 敏 表 现 ;食物 的 每 一 种 可 能 组 合 或 者 带 来 过 敏 反应 或 者 不 带 来 过 敏 反应 ， 每 一 个 
人 对 这 些 食物 组 合 的 个 体 敏感 度 对 应 于 一 个 开关 函数 SCs r2, z3, zi). 其中， 如 果 在 食物 中 
有 土豆 那么 zl 等 于 1， 如 果 在 食物 中 有 巧克力 那么 zz 等 于 1， 如 果 在 食物 中 有 玉米 那么 zs 等 于 
1， 如 果 在 食物 中 有 花生 那么 a 等 于 1. 例如， 食物 中 含有 土豆 或 含有 玉米 和 花生 时 有 过 敏 反 应 
的 人 应 该 明确 地 显示 有 开关 函数 S， 且 这 个 开关 函数 有 SA, 0, 0, 0)=1, SA, 1, 0, 0)=1, 
S(0, 0, 1, D=1, S(O, 1, 1, 0)==0， 等 等 .实际 上 ， 如 果 变 量 的 数量 很 大 ， 要 想 知 道 一 个 开 
关 函 数 所 有 可 能 的 位 串 的 值 是 不 可 能 的 ; 存在 太 多 的 可 能 位 串 ， 那么 ， 这 一 实际 问题 是 要 开发 猜 
测 部 分 定义 的 开关 函数 的 值 的 方法 ， 关于 这 一 问题 最 近 有 很 多 研究 ， 例如， 参见 Boros 等 
[1995], Boros, Ibaraki 和 Makino[ 1998], Crama, Hammer 和 Ibaraki[1988]、Ekin，Hammer 
和 Kogan[2000]。 当 某 个 器 件 失效 时 ， 类 似 的 因果 问题 出 现 于 拥有 失效 记录 的 复杂 电子 系统 的 故 
障 诊断 中 (在 例 2. 21 中 我 们 对 此 给 出 更 详细 的 说 明 ). 同样 ， 这 类 因果 问题 也 出 现 于 教授 机 器 人 
在 带 有 某 些 障碍 的 区 域 操作 中 ， 在 这 个 区 域 中 ， 障 碍 可 能 以 特定 的 暗 或 亮 的 像素 模式 出 现 ， 在 某 
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些 情 形 中 ， 像 素 的 模式 对 应 于 一 个 对 象 ， 而 在 另外 一 些 情形 中 ， 像 素 的 模式 不 对 应 于 对 象 ， 对 于 
其 他 应 用 ， 人 参见 Boros 等 [2000]. P| 


pO 

1. 宾夕法尼亚 州 卡莱尔 的 人 口 大 约 是 20 000。 如 果 每 一 位 居民 的 名 字 有 三 个 字 头 ， 那 么 至 少 有 两 名 居民 的 
名 字 的 字 头 是 相同 的 ， 这 是 真 的 吗 ? 请 解释 你 的 答案 . 

2. 一 个 图 书馆 有 5000 本 书 ， 图 书 管理 员 想 要 使 用 包含 3 个 字母 其 后 跟着 3 个 数字 的 代码 字 编码 每 一 本 书 . 
在 使 用 不 同 的 代码 字 的 情况 下 ， 有 足够 多 的 代码 字 编码 所 有 5000 本 书 吗 ? 

3. (a) 继 续 使 用 第 1 章 的 练习 7， 计 算 长 度 至 多 为 3 的 三 进 制 代码 串 的 最 大 数量 . 

《b) 对 于 长 度 至 多 为 4， 重复 上 述 的 问题 . 
《c) 对 于 长 度 正好 等 于 4， 但 开始 于 0 或 1 的 三 进 制 代码 ， 重 复 上 述 的 问题 . 

4 在 我 们 关于 电话 号 码 的 讨论 中 ， 假 设 我 们 保持 例 2. 3 中 对 区 域 代码 的 最 初 限制 ， 要 加 长 这 一 地 区 的 电话 
号 码 ， 允 许 它 是 任意 的 8 位 数字 号 码 且 前 三 个 数字 中 的 任意 一 个 都 不 是 0 或 1， 存 在 多 少 个 地 区 电话 号 
码 ? 包含 区 域 代码 在 内 的 地 区 电话 号 码 有 多 少 ? 

5. 如 果 我 们 想 要 使 用 长 度 至 多 等 于 ”的 位 串 来 编码 字母 表 中 的 所 有 26 字母 及 所 有 10 个 十 进 制 数字 ， 那 么 
最 小 的 nn 是 多 少 ?( 对 于 莫 尔 斯 码 来 说 ，n 是 多 少 ?) 

6. 每 一 项 是 0 或 是 1 的 mXn 和 矩阵 有 多 少 个 ? 

7. 一 个 乐队 必须 至 少 有 一 个 成 员 ， 它 可 以 有 至 多 一 位 鼓手 ， 至 多 一 位 钢琴 手 ， 至 多 一 位 低音 提琴 手 ， 至 多 

一 位 领唱 和 至 多 两 位 伴唱 ， 如 果 我 们 认为 任意 两 名 鼓手 没有 差异 ， 且 对 其 他 种 类 的 乐 手 也 同样 成 立 ， 因 
此 当 两 个 乐队 中 每 一 种 类 的 乐 手 的 人 数 相同 时 称 这 两 个 乐队 相同 ， 这 时 ， 有 多 少 种 可 能 的 乐队 ? 验证 你 
WER. 

8. 有 多 少 小 于 100 万 的 非 负 整数 包含 数字 27 

9. 枚 举 所 有 两 变量 开关 函数 . 

10. 如 果 一 个 函数 把 0 或 1 指定 给 每 一 个 ”变量 的 开关 函数 ， 那 么 有 多 少 种 这 样 的 函数 ? 

11. 一 个 开关 函数 称 为 是 自 对 偶 的 (self-dual)， 如 果 当 交换 位 串 中 的 0 和 1 时 位 串 的 值 S 不 变 ， 例 如 ， 表 
2. 2 中 的 函数 S 是 自 对 偶 的 ， 但 是 其 中 的 函数 工 不 是 自 对 偶 的 .” 变量 的 自 对 偶 函 数 有 多 少 种 ? 

12. (Stanat 和 McAllister[1977]) 某 些 计算 机 使 用 长 度 为 p 的 位 串 表示 一 个 整数 ( 正 或 负 的 )， 位 串 中 的 最 后 
一 位 表示 符号 ， 前 p 一 1 位 被 用 于 编码 这 一 整数 ， 对 于 给 定 的 p， 能 以 这 种 方式 表示 的 不 同 整数 的 最 大 
数量 是 多 少 ? 如 果 0 必须 是 其 中 的 一 个 整数 ， 情 况 又 如 何 (0 的 符号 是 十 或 一 )? 

13. (Stanat 和 McAllister[1977]) 每 一 个 整数 都 可 以 (不 唯一 地 ) 用 aX2 表示 ,其 中 a, 6 是 整数 ， 整 数 的 浮 
点 表示 (floating-point representation) 使 用 一 个 长 度 为 p 的 位 串 来 表示 一 个 整数 ， 其 方法 是 使 用 及 m 个 
位 编码 a， 且 使 用 其 余 的 p 一 m 个 位 编码 .后 两 位 的 编码 按 练习 12 中 所 描述 的 方式 进行 . 
(a) 对 于 给 定 的 p， 使 用 浮 点 表示 的 不 同 整数 的 最 大 数量 是 多 少 ? 

《b) 如 果 浮 点 表示 是 按 下 面 的 方式 进行 的 : 编码 数字 a 的 前 导 位 是 1， 重 复 (a) 的 问题 . 
《〈c) 如 果 必 须 包 含 0， 重 复 (a) 的 问题 . 

14. 在 进行 借贷 申请 时 ， 银 行 需要 根据 历史 记录 得 出 结论 : 借贷 申请 人 拥有 某 些 综合 特征 才 有 希望 能 够 偿 
还 他 的 借贷 ， 而 拥有 其 他 综合 特征 的 人 就 无 法 偿还 他 的 借贷 ， 作 为 他 们 的 主要 特征 ,假设 一 家 银行 
使 用 : 
婚姻 状况 : 已 经 结婚 ,单身 (从 没有 结 过 婚 )， 单 身 (以 前 曾经 结 过 婚 ). 

过 去 的 借贷 : 以 前 有 拖欠 ， 以 前 没有 拖欠 . 

日 ”对 于 第 2 章 的 练习 ， 每 一 节 后 面 的 练习 可 能 使 用 前 面 某 一 节 ( 必 修 ) 的 技术 ,而 未 必 一 定 要 使 用 刚刚 学 到 的 技 
R. 还 有 ， 在 本 章 的 末尾 有 附加 练习 ， 实 际 上 ， 有 些 练习 不 使 用 当前 节 的 技术 ， 为 了 理解 一 个 新 技术 ， 你 必须 
理解 何 时 使 用 它 及 何 时 不 使 用 它 . 
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职业 : 受 雇用 ， 失 业 ( 在 一 年 内 )， 失 业 (超过 一 年 ). 
《a) 当 考虑 这 些 特征 时 ， 有 多 少 种 不 同 的 借贷 中 请 情况 ? 
(b) 当 考虑 这 些 特征 时 ， 有 多 少 种 可 能 的 借贷 偿还 /拖欠 行为 ? 


2.2 加 法 规则 
现在 我 们 讲述 第 二 个 基本 计数 规则 ， 考 虑 下 面 的 例子 . 


【 例 2.6 国会 代表 团 】 有 100 名 参议 员 和 435 名 众议院 成 员 ， 要 挑选 一 个 代表 团 会 见 总 统 . 
如 果 这 个 代表 团 是 由 一 名 参议 员 和 一 名 众 议 员 组 成 的 ， 那么 有 多 少 种 不 同 的 方法 可 以 选 出 这 样 
的 代表 团 ? 根据 乘法 规则 ， 答 案 是 
100X435 一 43 500. 
如 果 这 个 代表 团 是 由 一 名 参议 员 或 一 名 众 议 员 组 成 的 ， 那 么 答案 又 如 何 呢 ? 于 是 存在 
100+435=535 
种 可 能 的 代表 团 . 这 一 计算 说 明了 计数 的 第 二 个 基本 规则 ， 加 法 规则 . L 
加 法 规则 ”如 果 一 个 事件 以 m 种 方式 发 生 且 第 二 个 事件 以 no 种 (不 同 ) 方 式 发 生 ， 那 么 存在 
mtm 种 方式 ， 其 中 或 者 第 一 个 事件 发 生 或 者 第 二 个 事件 发 生 ( 但 不 是 二 者 同时 发 生 )， 更 一 般 地 ， 
如 果 第 一 个 事件 以 mm 种 方式 发 生 ， 第 二 个 事件 以 mo 种 (不 同 ) 方 式 发 生 ， 第 三 个 事件 以 m3 种 (仍然 
不 同 ) 的 方式 发 生 ，……。 ， 那 么 存在 
mtr tng te 
种 方式 使 其 中 (正好 ) 一 个 事件 发 生 . 
在 例 2. 6 中 ,我 们 用 楷体 字 表 示 词 “和 ”与 “或 "” 这些 关键 字 通 常 说 明 加 法 规则 是 合适 的 , 还 
是 乘法 规则 是 合适 的 。 词 “和 ”表明 乘法 规则 合适 ; 词 " 或 "表明 加 法 规则 合适 . 
【 例 2.7 草案 筛选 】 一 个 职业 足球 队 需 要 制定 两 个 选择 草案 ， 且 对 其 选择 的 限制 是 3 名 四 分 
DB. 4 名 后 卫 和 5 名 边 接应 队员 ， 为 了 挑 出 一 名 四 分 卫 和 一 名 后 卫 ， 根 据 乘法 规则 有 3X4 一 12 
种 方法 ， 如 果 两 名 选手 必须 踢 不 同 的 位 置 ， 那 么 挑选 出 两 名 选手 有 多 种 少 方法 ? 你 可 以 挑选 或 者 
一 名 四 分 卫 和 一 名 后 卫 、 一 名 四 分 卫 和 一 名 边 接应 队员 或 者 是 一 名 后 卫 和 一 名 边 接应 队员 ， 根 
据 前 面 的 计算 ， 完 成 第 一 种 挑选 有 12 种 方法 ， 完 成 第 二 种 挑选 有 15 种 方法 (为 什么 )， 完 成 第 三 
种 挑选 有 20 种 方法 (为 什么 )， 因 此 ， 根 据 加 法 规则 ， 从 不 同 的 位 置 挑选 两 名 选手 的 方法 共有 
12+15+20=47 
种 . a 


【 例 2.8 BASIC 和 JAVA 中 的 变量 】 程序 设计 语言 BASIC( 全 称 是 初学 者 通用 符号 指令 代码 ) 
要 追溯 到 1964 4F. BASIC 的 早期 实现 中 的 变量 名 是 一 个 字母 ， 一 个 字母 后 面 跟着 一 个 字母 或 者 
一 个 字母 后 面 跟着 一 个 十 进 制 数字 ， 即 数字 0，1，2，3，4，5，6，7，8，9 中 的 一 个 ， 有 多 少 
个 可 能 的 变量 名 呢 ? 根据 乘法 规则 ， 对 后 面 两 种 情况 的 变量 名 分 别 有 26X26 一 676 和 26X 10 一 
260 个 ， 根 据 加 法 规则 ， 总 共存 在 26 十 676 十 260 一 962 个 变量 名 . 

对 更 多 变量 名 的 需求 是 发 展 更 高 级 程序 设计 语言 的 原因 之 一 ， 例 如 ，1995 年 引入 的 JAVA 
程序 设计 语言 的 变量 名 长 度 从 1 到 65 535 个 字符 .每 一 个 字符 可 以 是 一 个 字母 (大 写字 母 或 小 写 
字母 )、 一 个 下 划 线 、 一 个 美元 符号 或 一 个 十 进 制 数字 ， 只 是 第 一 个 字符 不 能 是 十 进 制 数 ， 通 过 
使 用 加 法 规则 ， 我 们 看 到 可 能 的 字符 数量 是 26 十 26 十 1 十 1 十 10 一 64， 因 为 第 一 个 字符 不 能 是 十 
进 制 数 ， 所 以 有 64 一 10 一 54 种 可 能 最后， 通过 使 用 加 法 和 乘法 规则 ， 我 们 看 到 变量 名 的 数量 是 

54。6465534 十 54。6465533 十 … 十 54。64 十 54. 
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这 一 定 能 满足 更 多 变量 的 需求 .人 a 


在 这 一 节 结 束 之 际 ,我 们 以 下 面 的 方式 重 述 加 法 规则 . 假设 A 和 B 是 不 相交 的 集合 ， 且 我 

们 希望 刚好 从 A 或 从 B 中 挑选 出 一 个 元 素 。 那 么 挑选 这 个 元 素 的 方法 总 数 是 A 中 元 素 的 数量 加 

EB 中 元 素 的 数量 

ATA 

1. 长 度 为 3，4 或 5 的 位 串 有 多 少 个 ? 

2. 要 从 8 名 科学 家 、7 名 物理 学 家 和 12 名 牧师 中 选 定 一 个 委员 会 . 如 果 这 个 委员 会 需要 有 两 名 不 同 背景 的 
RA, 那么 这 样 的 委员 会 有 多 少 个 ? 

3. 考虑 五 位 数 ， 它 的 每 一 位 数字 都 是 {1，2，…，9) 中 的 一 个 ， 且 所 有 数字 或 者 都 是 偶数 或 者 都 是 奇数 . 
这 样 的 数 有 多 少 个 ? 

4. 每 一 张 美国 运通 卡 有 一 个 15 位 数字 的 数 ， 计 算 机 使 用 这 个 数 来 识别 该 卡 ， 如 果 每 一 个 数字 可 以 是 0 到 9 
之 间 的 任意 一 个 数 ， 那 么 对 于 1 千 万 名 信用 卡 持 有 者 来 说 ， 有 足够 多 的 不 同 账号 吗 ? 如 果 这 些 数字 只 能 
是 0 或 1， 情况 又 如 何 ? 

5. 有 多 少 个 或 者 开始 于 d 或 者 没有 字母 4 的 5 字母 字 ? 

6 当 投 摔 两 枚 盘子 时 ， 我 们 有 多 少 方法 可 以 得 到 和 为 3 或 和 为 4 的 点 数 ? 

T. 假设 管道 网 络 有 30 个 连接 点 ， 对 于 每 一 个 连接 点 ， 有 2 个 选择 : ' 管 道 可 以 是 7 个 尺寸 中 的 一 个 及 3 种 材 
料 中 的 一 种 ， 有 多 少 种 不 同 的 管道 网 络 ? 

8, 长 度 为 3 且 或 者 没有 C 或 者 在 第 一 个 位 置 没有 T 的 DNA 链 有 多 少 种 ? 


2.3 排列 


在 组 合 数学 中 ， 我 们 经 常 谈论 = 元素 集合 ， 即 由 ”个 不 同 元 素 组 成 的 集合 ， 为 了 方便 ， 我 们 
称 它们 为 n 集合 (n-set)， 一 个 集合 的 排列 (permutation) 是 这 个 集合 中 元 素 的 按 序 排列 ， 计 算 n 
集合 的 排列 数量 通常 很 重要 


【 例 2. 9 工作 面试 】 Jordan 女士 、Harper 先 生 和 Gabler 女士 三 人 参加 工作 面试 ， 他 们 一 共 
有 多 少 种 不 同 的 接受 面试 的 顺序 ? 我 们 可 以 如 下 列 出 所 有 可 能 的 面试 顺序 ， 

1. Jordan, Harper, Gabler 

2. Jordan, Gabler, Harper 

3. Harper,Jordan,Gabler 

4, Harper, Gabler, Jordan 

5. Gabler, Jordan, Harper 

6. Gabler, Harper, Jordan 
我 们 看 到 有 6 种 可 能 的 顺序 ， 另外， 可 以 发 现 第 一 个 接受 面试 的 人 有 三 种 选择 ， 对 于 其 中 的 每 一 
种 选择 ， 第 二 个 接受 面试 的 人 有 两 种 选择 ， 对 其 中 每 一 种 选择 ， 第 三 个 接受 面试 的 人 只 有 一 种 选 
择 ， 因 此， 根据 乘法 规则 ， 接 受 面试 的 可 能 顺序 数量 是 

3X2X1=6. 
每 一 个 顺序 就 是 一 个 排列 ， 我 们 要 求 由 Jordan、Harper、Gabler 组 成 的 3 集合 的 排列 数量 . 
MRA 5 个 人 接受 面试 ， 那 么 接受 面试 的 可 能 顺序 的 计数 仍然 可 以 通过 枚 举 法 获得 ; 然而 

那样 做 相当 乏味 ， 不 难 发 现 第 一 个 接受 面试 的 人 有 5 种 可 能 ， 而 第 二 个 接受 面试 的 人 有 4 种 可 


日 ”这 个 和 的 第 一 项 54 + 6455 AYA 8.527% 1013%7， 可 以 证 明 ， 宇 害 中 原子 粒子 的 数量 级 至 少 是 10m《( 参 
见 Dembski[1998]). 
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能 ， 以 此 类 推 ， 于 是 产生 下 面 的 结果 : 
5X4X3X2X1 一 120. 
这 是 所 有 的 接受 面试 人 的 可 能 顺序 . a 

扩展 例 2. 9 的 计算 给 出 如 下 结果 : "集合 的 排列 数量 可 以 由 下 式 给 出 

nX (n—1) X (n—2) Xo X1 = al, 
在 例 1. 1 中 ,我 们 讨论 了 取 五 种 不 同 药物 的 顺序 的 数量 ， 这 相当 于 5 集合 的 排列 数量 ， 所 以 它 是 
51=120， 为 了 再 一 次 弄 清 为 什么 通过 枚 举 法 不 可 能 计算 出 其 数量 ， 我 们 在 表 2. 3 中 给 出 几 个 n! 
的 值 . 

给 出 一 个 例子 ， 数 25! 就 已 经 是 一 个 相当 大 的 数 了 ， 大 到 了 难以 想象 的 程度 ， 为 了 认识 到 这 

一 点 ,注意 

25! 1. 55 X 1025, 
一 台 每 秒 可 以 检查 10 亿 个 排列 的 计算 机 也 几乎 需要 5 亿 年 来 检查 1. 55X 10”5 个 排列 .日 尽管 有 上 
面 的 结果 ， 但 是 仍然 有 很 多 情况 ， 利 用 枚 举 法 给 出 ”集合 的 所 有 的 排列 数量 是 很 有 用 的 ， 在 
2. 16 节 中 ， 我 们 将 给 出 枚 举 所 有 可 能 排列 的 算法 . 

Hon! TA sn = V2m(n/e)" 的 计算 来 近似 使 用 wm 近似 n! 称 为 斯 特 林 近似 (Stirling”s 
approximation)， 为 了 弄 清 这 一 近似 是 如 何 好 ， 注 意 它 把 5! 近似 为 ss =118. 02 而 10! 近似 为 mo = 
3 598 600, (与 表 2. 3 中 的 真实 值 相 比较 . ) 通 过 当 nn 趋 近 oo 时 n! 与 w 的 比率 趋 近 于 1 这 一 事实 可 
以 让 明 这 一 近似 的 质量 ( 另 一 方面 ， 当 n 趋 近 于 co 时 差 m1 一 5 趋 近 于 oo)， 对 于 证 明 ， 可 以 参见 高 
级 微 积分 课本 ， 如 Buck[1965]. 


M23 nn 从 0 到 10 时 nl 的 值 


n] o 1 2 3 4 g 7 g 9 10 
La [ 1 2 6 24 720 5040 40320 362880 3628800 | 
本 节 练习 
1. 列 出 下 面 集合 的 所 有 排列 . 

il, 2, 3) (Cb) {1, 2, 3, 4) 


人 和，2，3，4，5) 的 开始 于 5 的 排列 有 多 少 ? 
们 ，2，3，…，n) 的 开始 于 1 且 结束 于 ”的 排列 有 多 少 ? 
. 计算 下 列 nits, BEES n! 比较 . 
(an=4 (b)n=6 (On=8 
{1，2，3，4} 的 开始 于 奇数 的 排列 有 多 少 ? 
(a){1，2，3，4，5) 的 排列 中 第 二 个 位 置 为 2 的 排列 有 多 少 ? 
(b) (1，2，3，…，n) (mn 之 3) 的 排列 中 第 二 个 位 置 为 2 且 第 三 个 位 置 为 3 的 排列 有 多 少 ? 
有 五 名 身高 不 同 的 篮球 新 队员 。， 如 果 按 照 最 高 的 人 一 定 在 第 一 位 ， 最 矮 的 人 一 定 在 最 后 一 位 的 顺序 排 
列 ， 那么 有 和 多少 种 方法 排列 这 五 个 人 ? 
(Cohen[1978]) 
(DHE 6- 汽 缸 发 动机 中 ， 偶 数 汽缸 在 左边 而 奇数 汽缸 在 右边 ， 一 个 好 的 点 火 顺序 是 数 1 到 6 的 一 个 排列 ， 


ee 


G 


O AT HAIER, $E 1 年 大 约 有 3. 15X107 秒 。 因 此 ， 每 秒 可 以 检查 10 亿 个 排列 的 计算 机 可 以 在 1 年 内 检查 
3.15X107X10 =3. 15X10% 个 排列 。 因 此 ， 检 查 1. 55X 10* 个 排列 所 需要 的 年 数 是 


1.55X10% 
3. 15X10™ 


4. 9108, 
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且 在 这 一 排列 中 左右 两 侧 是 相互 交 蔡 的 .开始 于 左边 汽缸 的 可 能 的 好 的 点 火 顺 序 有 多 少 种 ? 
(ORF 2m- 汽 缸 发 动机 ， 上 述 的 问题 又 如 何 ? 
9. 10 名 工作 申请 人 被 邀请 进行 面试 ， 有 五 个 人 被 告知 上 午 参加 面试 ， 有 五 个 人 被 告知 下 午 参加 面试 ， 安 排 
面试 的 不 同 顺序 有 多 少 种 ? 如 果 所 有 十 个 申请 人 都 被 安排 在 上 午 面试 ， 有 多 少 不 同 顺序 安排 面试 ? 比较 
这 两 个 答案 . 


2.4 计算 的 复杂 度 


我 们 已 经 发 现 并 不 是 所 有 的 组 合 数 学 问题 都 可 以 在 计算 机 上 解决 ， 至 少 不 能 通过 枚 举 法 得 
以 解决 ， 假 设 一 个 计算 机 程序 实现 解决 一 个 组 合 数学 问题 的 算法 .在 运行 这 样 的 程序 之 前 ， 我 
们 希望 知道 这 个 程序 是 否 能 在 “合理 的 "时 间 总 量 内 运行 ， 且 所 使 用 的 存储 量 或 内 存量 不 超过 
“合理 的 (或 允许 的 ) 存 储量 或 内 存量 ， 一 个 程序 所 需要 的 时 间或 存储 依赖 于 输入 ， 为 了 衡量 一 
个 程序 的 运行 成 本 ,我 们 尝试 计算 一 个 成 本 函数 (cost function) 或 复杂 度 函 数 (complexity 
function)， 这 是 一 个 根据 所 需要 的 时 间或 所 需要 的 存储 量 衡量 成 本 的 函数 f， 是 作为 输入 问题 
尺度 ”的 函数 ， 例 如 ， 我 们 也 许 要 问 处 理 两 个 ” 行 、” 列 方 阵 的 乘积 需要 多 少 个 操作 ， 这 个 操 
作 数 量 就 是 f(n). 

通常 ， 在 一 台 特定 的 机 器 上 运行 一 个 特定 的 计算 机 程序 的 成 本 将 随 着 程序 员 的 技巧 和 机 器 
的 特性 而 发 生变 化 ， 因 此 ， 现 代 计算 机 科学 更 加 强调 算法 的 比较 而 不 是 程序 的 比较 ， 强 调 算法 的 
复杂 度 f(n) 的 估算 ,估算 与 所 实现 算法 的 特定 程序 及 机 器 无 关 ， 计 算 算法 复杂 度 的 愿望 是 组 合 
数学 技术 发 展 的 一 个 主要 推动 力 . 


【 例 2. 10 卖 货 郎 问题 】 一 名 卖 货 郎 希望 遍 访 "个 不 同 的 城市 ， 在 第 一 座 城市 开始 并 结束 他 
的 工作 旅程 。 他 不 关心 到 访 城市 的 顺序 ， 关心 的 是 最 小 化 旅程 的 总 成 本 ， 假 设 从 城市 i 到 城市 j 
的 旅程 成 本 为 ci， 问题 是 要 寻找 一 个 计算 最 便宜 路 程 的 算法 ， 其 中 一 条 路 线 的 成 本 是 该 路 线 中 
的 连结 成 本 cy 的 和 ， 这 是 一 个 典型 的 组 合 优化 问题 . 

对 于 卖 货 郎 问题 ， 我 们 将 牵涉 到 枚 举 算法 : 枚 举 所 有 可 能 的 路 线 并 计算 每 一 条 路 线 的 成 本 . 
我 们 将 尝试 计算 这 一 算法 的 复杂 度 ， 其 中 是 输入 的 大 小 ， 即 城市 的 数量 ， 假 设 对 每 一 条 路 线 ， 
识别 该 路 线 及 计算 其 成 本 都 是 可 比较 的 ， 且 要 花费 一 个 时 间 单 位 . 

现在 ， 开 始 且 结束 于 城市 1 的 任意 路 线 对 应 于 余下 的 n 一 1 个 城市 的 一 个 排列 因此， 存在 
Cn 一 D)! 条 这 样 的 路 线 ， 所 以 f= anD, 个 时 间 单位 ， 我 们 已 证 明 这 个 数字 非常 大 ， 当 n= 
26，n 一 1 二 25 时 ， 我 们 已 证 明 f(m) 非 常 大 以 至 于 通过 计算 机 执行 这 一 算法 都 是 不 可 能 的 我 们 
将 在 11. 5 节 再 次 回 到 卖 货 郎 问题 . a 

有 趣 的 是 ， 很 多 猜测 问题 中 都 出 现 卖 货 郎 问题 ， 例 2. 11 到 例 2. 16 给 出 实际 应 用 中 这 一 问题 
的 若干 变形 . 

【 例 2. 11 自动 取款 机 (ATM) 问题】 银行 有 很 多 ATM 每 一 天 ， 信 使 都 会 一 台 机 器 一 台 机 
器 地 收集 汇总 计算 机 信息 等 ， 为 了 最 小 化 所 花费 的 时 间 ， 以 什么 样 的 顺序 遍历 这 些 机 器 呢 ? 在 实 
际 中 很 多 银行 都 会 发 生 这 一 问题 ATM 的 初期 ， 第 一 批 使 用 卖 货 郎 算法 解决 这 一 问题 的 一 家 银 


行 是 波士顿 的 Shawmut Bank®. m 
【 例 2. 12 电话 亭 问题 】 SAA HANERE, KREG. XTi 


化 所 花费 的 时 间 ， 应 该 以 什么 样 的 顺序 遍历 呢 ? a 


后 ”这 个 例子 来 自 于 Margaret Cozzenx( 私 人 通信 ). 
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【 例 2. 13 自动 货 栈 中 的 机 器 人 问题 】 将 来 的 自动 货 栈 将 由 机 器 人 来 取 货 ， 想 象 一 个 药物 货 
栈 ， 其 中 堆 满 按 行 和 列 排列 的 货架 ， 有 一 份 订货 单 需要 10 箱 阿 斯 匹 林 、6 箱 清洗 剂 、8 箱 邦 迪 等 
等 .每 一 种 药物 都 按照 行 、 列 和 高 度 定位 ， 为 了 最 小 化 所 需要 的 时 间 ， 机 器 人 按 什么 样 的 顺序 取 
货 ? 我 们 需要 程序 化 这 个 机 器 人 以 便 解 决 这 一 卖 货 郎 问题 . (参见 Elsayed[1981]、Elsayed 和 
Stern[1983]. ) a 


【 例 2. 14 X 射线 结晶 学 问题 】 在 X 射线 结晶 学 中 ， 我们 必须 以 一 系列 指定 的 角度 移动 入 射 
仪 ， 一 个 接 一 个 这 样 做 需要 以 时 间 和 设置 为 成 本 .我 们 如 何 才 能 最 小 化 这 一 成 本 呢 ? (参见 
Bland 和 Shallcross{ 1989]. ) n 


【 例 2.15 制造 业 】 很 多 工厂 必须 做 很 多 工作 或 必须 运行 很 多 工序 ， 运 行 工序 ;之 后 ， 在 我 
们 运行 工序 7 之 前 可 能 存在 某 种 设置 成 本 ， 即 为 下 一 工序 做 准备 所 需要 的 时 间或 金钱 或 劳动 力 方 
面 的 成 本 ， 有 时 候 ， 这 一 成 本 很 小 (例如 ， 简 单 地 做 一 些小 的 调整 )， 而 有 时 候 它 又 比较 显著 ( 例 
如 ， 设 备 的 完全 清理 或 新 设备 的 安装 )、 为 了 最 小 化 总 成 本 ， 各 工序 应 以 什么 样 的 顺序 运行 ? (对 
此 的 更 多 运用 ， 参 见 例 11.5 和 11.6.34.) a 


【 例 2.16 电路 板 中 的 孔 】 在 1993 4, Applegate, Bixby, Chvátal 和 Cook( $ http://www. 
cs. rutgers. edu/~chvatal/pcb3038. htmj) 发 现 了 当时 得 以 解决 的 最 大 TSPLIBO 卖 货 郎 问题 的 解 . 
该 问题 有 3038 个 城市 ， 来 自 于 实际 中 为 了 制造 一 块 有 3038 个 孔 的 电路 板 所 涉及 的 最 高 效 的 钻 孔 
顺序 问题 (这 是 卖 货 郎 问题 的 另外 一 个 应 用 )， 对 此 的 更 多 信息 ， 可 参见 Zimmer[1993]. 纪 a 

卖 货 郎 问题 是 激发 研究 人 员 赋 出 努力 寻找 “好 ”算法 的 一 个 例子 ， 的 确 ， 这 一 问题 属于 著名 的 
NP 完全 问题 (NP-complete) 或 NP 难题 (NP-hard problem) ， 对 于 这 一 类 问题 ， 严 格 来 讲 不 存在 好 
的 算法 ， 我 们 将 在 2.18 节 讨论 该 问题 ， 在 那里 我 们 将 简要 地 定义 NP 完全 问题 ， 而 且 我 们 定义 
一 个 算法 是 “好 的 "， 如 果 这 一 算法 的 复杂 度 函 数 f(n) 被 的 多 项 式 界 定 ， 这 样 的 算法 称 为 多 项 
式 算 法 (polynomial algorithm) ， 更 精确 地 ， 称 为 多 项 式 时 间 算法 . 

【 例 2. 17 调度 计算 机 系统 SS】 一 个 计算 机 中 心 需要 运行 ”个 程序 ， 每 一 个 程序 需要 一 定 的 
资源 ， 例 如 编译 器 、 一 组 处 理 器 且 每 一 个 处 理 器 需要 一 定量 的 内 存 ， 我 们 通常 把 所 需 的 资源 称 为 
对 应 于 这 一 程序 的 配置 (configuration)。 系 统 从 第 i 个 配置 到 第 j 个 配置 的 转换 会 发 生 与 其 相关 
的 成 本 cy， 例如 ， 如 果 两 个 程序 需要 类 似 的 配置 ， 那 么 相继 运行 它们 是 有 利 的 ， 计 算 机 中 心 希 
望 最 小 化 对 应 于 运行 的 ”个 程序 的 总 成 本 ， 运 行 每 个 程序 的 固定 成 本 不 随 程序 的 运行 顺序 的 不 同 
而 发 生变 化 .唯一 发 生变 化 的 是 转换 成 本 cj 因此， 计算机 中 心 希 望 寻找 一 种 运行 程序 的 顺序 ， 
使 得 总 的 转换 成 本 达到 最 小 ， 在 运筹 学 中 有 很 多 类 似 的 调度 问题 .我 们 将 在 11. 5 节 和 11. 6 节 进 
一 步 讨论 它们 ， 与 卖 货 郎 问题 一 样 ， 枚 举 程序 运行 的 所 有 可 能 顺序 的 算法 是 不 可 行 的 ， 因 为 显然 
它 有 一 个 n! 的 计算 复杂 度 . (为 什么 是 nt! 而 不 是 (n 一 1)! 呢 ?) 的 确 ， 从 形式 的 角度 看 ， 这 一 问 
题 和 卖 货 郎 问题 几乎 是 等 价 的 ， 只 需 简单 地 把 城市 替换 成 配置 就 可 以 了 .求解 其 中 的 一 个 问题 的 


© TSPLIBChutp://www. iwr. uni-heidelberg. de/iwr/comopt/ software/TSPLIB95/) J 3 1 BB 5] BE 110 个 实例 的 数 
RE. 

© 3B) 1998 4, Applegate, Bixby, Chvátal 和 Cook 已 经 解决 了 更 大 的 TSPLIB 实例 ， 例 如 ， 关 于 人 口 不 少 于 500 
人 的 13 509 个 美国 城市 的 最 优 旅行 问题 。 (参见 http: // www. cs rutgers edu/ 一 chvatal/usa13509. html, ) 本 书 
完成 之 际 ，TSPLIB 中 还 有 四 个 问题 没有 解决 ， 其 中 有 14 051、18 512、33 810 和 85 900 个 城市 ， 对 于 卖 货 郎 问 
题 的 计算 方面 的 研究 ， 可 以 参见 Applegate 等 [1998]， 也 可 以 参见 卖 货 郎 问题 的 主页 (http://www，math. 
princeton, edu/tsp/index. html). 

© 这 个 例子 得 自 于 Stanat 和 McAllister 1977]. 
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任意 算法 很 容易 转换 成 求解 另 一 问题 的 算法 这 是 使 用 数学 技术 解决 实际 问题 的 一 个 主要 动机 ， 
即 我 们 可 以 先 解决 一 个 问题 ， 于 是 很 快 就 会 有 适用 于 其 他 大 部 分 问题 的 技术 ， 而 这 些 问题 在 表面 
上 看 完全 不 同 . E 


【 例 2. 18 在 文件 中 搜索 】 在 确定 计算 复杂 度 的 过 程 中 ， 我 们 不 是 总 能 精确 地 知道 计算 要 花 
多 长 时 间 ， 例 如 ， 考 虑 搜索 "个 键 ( 识 别 数字 ) 的 列表 来 寻找 某 个 人 的 键 以 便 存 取 该 人 的 文件 ， 现 
在 ， 有 可 能 出 现 的 情况 是 该 人 的 键 可 能 处 于 列表 中 的 第 一 个 位 置 ， 然 而 最 坏 的 情况 是 ， 这 个 键 是 
列表 中 的 最 后 一 个 ， 处 理 最 坏 可 能 性 的 成 本 有 时 用 来 度量 计算 复杂 度 ， 称 为 最 坏 情况 复杂 度 
Gwrost-case complexity)， 这 里 ，7(m) 应 该 与 成 正比 ， 另 一 方面 ， 计 算 复杂 度 的 另 一 个 合适 的 
度量 是 处 理 一 种 情况 的 平均 (average) 成 本 ， 即 平均 情况 复杂 度 (average case complexity). (Bit 
所 有 情况 都 是 平等 的 ， 那 么 计算 处 理 每 一 种 情况 的 成 本 ， 再 把 这 些 成 本 加 起 来 ， 然 后 除 以 情况 总 
数 就 可 以 计算 得 到 平均 成 本 ， 在 我 们 的 例子 中 ， 平 均 情况 复杂 度 与 (x 十 1)/2 成 正比 ， 假 设 作为 
搜索 对 象 所 有 键 是 平等 的 ， 对 于 处 理 ”个 情况 的 成 本 的 和 为 1 十 2 二 3 十 … 十 由 因此 ， 使 用 这 一 
和 的 标准 公式 我 们 可 以 得 到 
Inat) at 


sleipt 一 
f(D=1+2+ z a 


在 3.6 节 ， 我 们 将 讨论 存储 文件 的 二 叉 搜 索 树 的 使 用 ， 并 证 明 通过 使 用 二 叉 搜 索 树 可 以 大 幅 
度 减 小 寻找 给 定 键 的 文件 的 计算 复杂 度 . 
本 节 练习 
1. 如 果 一 台 计算 机 一 秒 钟 可 以 处 理 10 亿 个 顺序 ， 如果 "一 25， 那 么 通过 枚 举 法 它 需 要 花 多 少年 解决 例 
2. 17 的 计算 配置 问 题 ? 
2. 如 果 一 台 计算 机 一 秒 钟 可 以 处 理 1000 亿 个 顺序 而 不 是 10 亿 个 顺序 ， 如 果 ”一 26， 那 么 通过 枚 举 法 它 要 
花 多 少年 解决 卖 货 郎 问题 ? (计算 机 速度 上 的 改进 能 给 18 页 上 的 基于 脚注 昌 的 结论 带 来 很 大 的 不 同 吗 ?) 
3. 考虑 "个 立法 委员 会 有 序 参 加 ” 个 连续 时 间 间 隔 的 会 议 的 调度 问题 ， 每 一 个 委员 会 主席 都 声明 哪 一 个 时 
间 间 隔 是 他 的 首选 ， 我 们 设法 安排 这 些 会 议 使 得 得 到 首选 会 议 时 间 的 委员 会 主席 的 数量 尽 可 能 多 .假设 
我 们 通过 枚 举 所 有 可 能 的 安排 来 解决 这 一 问题 ， 且 对 于 每 一 个 安排 我 们 将 计算 得 到 首选 会 议 时 间 的 委员 
会 主席 的 数量 ， 这 一 过 程 的 计算 复杂 度 是 什么 ?〈 对 计算 得 到 首选 的 委员 会 主席 数量 的 步骤 做 一 个 
假设 . > 
4. 假设 在 一 个 地 区 有 n 个 电话 享 ， 且 我 们 希望 遍历 它们 ， 每 个 电话 部 访问 两 次 ， 但 不 能 连续 访问 ， 讨 论 寻 
找 最 小 化 总 人 遍历 时 间 的 遍历 顺序 的 朴素 算法 的 计算 复杂 度 . 
,通过 枚 举 法 解决 卖 货 郎 问题 ， 其 中 "一 4， 而 且 成 本 cy 是 由 下 面 的 方 阵 给 出 的 ， 
misga 
lis 一 3 6 
49-0 
Ls 3 2 一 
6. 解决 例 2. 17 的 计算 机 系统 调度 问题 。 其 中 二 3， 且 从 第 i 个 配置 到 第 j 个 配置 的 转换 成 本 由 下 面 的 方 阵 
1 


给 出 : 
la) = E al 
3 = 


7. 假设 检查 一 个 列表 中 的 每 一 个 键 所 花 的 时 间 为 3X10“. 如 果 存 在 ”个 键 ， 且 我 们 依次 搜索 它们 直到 发 
现 正确 的 键 ， 求 : 
(a) 最 坏 情况 复杂 度 《b) 平 均 情况 复杂 度 


(eg) = 


ta | æ 


Bp 
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8. 假设 检查 每 一 个 键 所 花 的 时 间 为 3X10-" ， 重 复 练习 7. 

9. (Hoperoft[1981]) 假 设 二 是 长 度 为 m 的 位 虽 的 一 个 集合 ， 假 设 A 是 确定 给 定 长 度 为 的 位 串 是 否 在 L 中 
的 算法 ， 假 设 A 总 是 需要 花 2° 秒 给 出 答案 。 那么 A 有 相等 的 最 坏 情况 复杂 度 和 平均 情况 复杂 度 2"， 候 
设 L 是 由 形 如 

cee ee oe 


的 所 有 位 串 组 成 的 ， 其 中 rr ELH. HAMM, MIR L=(00, 10}, AB&L={0000, 1010). se F 


面 确定 给 定 长 度 为 2 HER y= yi ys 是 否 在 [中 的 算法 B， 首先 ， 确定 y 的 形式 是 否 是 
Tite LyX Ley 这 很 容易 检查 ， 出 于 讨论 的 缘故 ， 假 设 回答 此 问题 所 花 的 时 间 为 0 秒 ， 如 果 y 的 形 
式 不 正确 ， 则 停止 并 回答 y 不 在 L 中 ， 如 果 y 的 形式 正确 ， 则 检查 y 的 前 n 个 数字 是 否 构 成 上 中 的 位 串 . 
(a) 计 算 算法 B 的 最 坏 情况 复杂 度 . 

(b) 计 算 算法 B 的 平均 情况 复杂 度 . 

《c) 你 的 答案 表明 平均 复杂 度 可 能 不 是 一 个 好 的 度量 吗 ? 为 什么 ? 


2.5 排列 


给 定 一 个 集合 ， 假 设 我 们 想 要 挑选 出 ~ 个 元 素 ， 并 依次 排列 它们 .这样 的 一 个 排列 称 为 这 个 
n 集 合 的 一 个 排列 (r-permutation of the n-set)。、P(n，7) 将 计数 nn 集合 的 排列 的 数量 ， 例 如 ， 计 
算 没 有 重复 字母 的 3 字母 单词 的 数量 ， 可 以 从 26 个 字母 中 选 3 个 不 同 字 母 且 依次 排列 它们 完成 ; 
因此 ， 我 们 有 PC26, 3). 类似 地 ， 如 果 一 个 学 生 要 完成 4 个 实验 且 在 10 个 学 时 中 完成 这 些 实验 
(每 一 个 实验 需要 一 个 学 时 )， 那 么 该 学 生 为 自己 所 能 安排 的 不 同 的 调度 数量 为 P(10，4)， 注 意 ， 
如 果 <r Ml PCr, =O: 在 这 种 情况 下 不 存在 ”集合 的 排列， 在 下 文中 ,通常 理解 为 "~ 
为 了 弄 清 如 何 计算 P(n，r)， 注 意 到 在 3 字母 单词 的 情况 下 ,第 一 个 字母 存在 26 种 选择 ， 对 
于 其 中 的 每 一 种 选择 ， 第 二 个 字母 存在 25 种 选择 ;对 其 中 的 每 一 种 选择 ， 第 三 个 字母 存在 24 种 
选择 ， 因 此 ， 根 据 乘法 规则 有 
P(26, 3)=26X 25X24, 
在 实验 调度 的 例子 中 ， 第 一 个 实验 有 10 种 选择 ,第 二 个 实验 有 9 种 选择 ， 第 三 个 实验 有 8 种 选 
择 ， 第 四 个 实验 有 7 种 选择 ， 所 以 给 出 
PCO, 4)=10X9X8X7. 
根据 同样 的 理由 ， 如 果 n>, 则 
Pin, =X (Cn 一 D)X(n 一 2)X…X(n 一 r 十 ]). 
如 果 ">>~， 则 上 面 的 公式 可 以 简化 成 如 下 形式 ， 


Pin = BX (n=) Xe X (n= rt) X [inr X (n= r= DX XT] 
4 =n X @a=r=D) Xs X1 . 


因此 ， 我 们 可 以 得 到 如 下 结果 : 


et 
Pln,r) = Gor 


我 们 在 nr 的 假设 下 ， 得 到 (2. 1) 式 ， 显 然 对 于 ”一 -也 成 立 (为 什么 ). 

【 例 2. 19 CD 播放 器 】 我 们 新 买 一 台 有 很 多 好 功能 的 CD 播放 器 .特别 地 ， 这 人 台 播放 器 有 标 
记 为 1~5 的 5 个 CD 槽 ,可 按 此 顺序 播放 CD， 如 果 我 们 的 藏品 中 有 24 张 CD， 那 么 为 了 视听 娱乐， 
有 多 少 种 放 人 播放 器 模 的 不 同方 法 ? 对 于 第 一 个 覃 有 24 种 选择 ,第 二 个 模 有 23 种 选择 ,第 三 个 村 


(2.1) 


日 这 一 公式 甚至 对 n<r 也 成 立 。 为 什么 ? 
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有 22 种 选择 ,第 四 个 模 有 21 种 选择 ， 第 五 个 模 有 20 种 选择 ， 所 以 给 出 如 下 结果 : 
P(24, 5)=24X23X22X21X20. 


另外 ,使 用 等 式 (2. 1)， 我 们 再 一 次 看 到 
24! 2 


P(24,5) = Gy = 24 X 23 X 22 X 21 X 20. E 
本 节 练 习 
1. 计算 : 
WPB, 2) WPD (OPB, 5) (DPA, 3) 
2. HA=(1, 5, 9, 11, 15, 23). 


(a) 求 由 A 的 元 率 构 成 的 长 度 为 3 的 序列 的 个 数 . 
Cb) REE A 的 每 个 元 素 都 不 使 用 两 次 ， 重 复 (a). 
《ec) 假 设 序列 的 第 一 个 元 素 是 5， 重 复 (a). 
《d) 假 设 序列 的 第 一 个 元 素 是 5 A A 中 的 元 京都 不 使 用 两 次 ,重复 (a). 
. 设 A={a, by cy dy es fe gs h). 
(a) 求 由 A 的 元 素 构成 的 长 度 为 4 的 序列 的 个 数 . 
(b) 假 设 没有 重复 字母 ， 重 复 (a). 
《c) 假 设 序列 的 第 一 个 字母 是 4， 重 复 (a). 
《d) 假 设 序列 的 第 一 个 字母 是 46， 最 后 一 个 字母 是 4， 且 没有 重复 字母 ， 重 复 (a). 
如 果 我 们 需要 安排 20 名 工作 申请 人 面试 ， 那 么 我 们 有 多 少 种 不 同 的 顺序 安排 前 五 个 人 的 面试 . 
如果 一 个 校园 的 电话 分 机 有 4 个 数字 ， 如 果 不 重复 使 用 数字 ,那么 有 多 少 部 分 机 : 
(a) 如 果 第 一 个 数字 不 能 是 0? 
(b) 如 果 第 一 个 数字 不 能 是 0 且 第 二 个 数字 不 能 是 1? 
6, 一 种 常用 的 组 合 锁 (密码 锁 ) 或 组 合 挂 锁 在 刻度 航 上 有 40 个 数字 ， 范 围 从 0 到 39， 通 过 顺 时 针 、 逆 时 针 
再 顺 时 针 转动 刻度 盘 ， 并 每 次 在 特定 数字 停止 以 打开 锁 ， 一 个 公司 能 够 制造 多 少 种 不 同 的 密码 挂 锁 ? 


2.6 子 集 


【 例 2. 20 比萨 问题 】 一 个 比萨 店 做 广告 ， 说 它 可 提供 500 多 种 比萨 ， 当 地 消费 者 保护 署 对 

此 表示 怀疑 ， 在 这 家 比萨 店 ， 下 面 浇 头 ( 馅 料 ) 的 任意 组 合 都 有 可 能 成 为 一 种 比萨 ， 
BAAR, BG, HU, HO, Fh. RUE. BCMA, PER. RA. 

这 家 比萨 店 在 它 的 广告 中 说 实话 了 吗 ? 通过 简单 地 运用 乘法 规则 我 们 可 以 回答 这 一 问题 . 图 

为 了 回答 例 2. 20 中 的 问题 ， 考 虑 集合 {a，6，<c}， 我 们 问 这 个 集合 有 多 少 个 子 集 ? 通过 枚 举 
法 可 以 得 到 答案 ， 我 们 发 现存 在 8 个 这 样 的 子 集 : 

Ds la}, (b), {chy {ay b}, as chy {by chy lay by ch 
使 用 乘法 规则 也 可 以 得 到 答案 ， 我 们 考虑 按 步 构 建 子 集 ， 首先， 考虑 包含 或 不 包含 元 素 a 的 情 
况 ， 这 存在 两 种 选择 然后， 考虑 包含 或 不 包含 6 的 情况 .这 也 存在 两 种 选择 最后， 是 包含 c 
或 不 包含 c 的 情况 . 仍 有 两 种 选择 、 根 据 乘法 规则 ， 构 建 子 集 的 总 的 方法 数量 为 
2X2X2 一 23 一 8. 


类 似 地 ，4 集合 的 子 集 的 数量 是 
2X2X2X2 一 24 一 16， 
An 集合 的 子 集 数 量 是 


日 在 2.7 节 ， 我 们 将 看 到 词组 合 "对 挂 镇 并 不 合适 :“r 排 列 "是 正确 的 . 


(33) 


34 
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2X2X…X2=2". 
次 
这 些 考虑 对 比萨 问题 有 帮助 吗 ? 我 们 可 以 把 一 个 特定 比萨 考虑 成 比萨 浇 头 集合 的 一 个 子 集 ， 另 
外 ， 对 于 每 一 种 浇 头 ， 我 们 可 以 考虑 包含 它 或 不 包含 它 ， 总之， 我 们 看 到 存在 23 一 512 种 可 能 的 
比萨 ， 因 此 ， 这 家 比萨 店 没有 做 虚假 广告 . 
本 节 练习 
1. BERA la, b, c, dit 16 个 子 集 . 
2 一 个 杂志 订阅 服务 经 营 35 种 杂志 . 一 位 订户 可 以 订阅 其 中 任意 多 种 杂志 .这 一 杂志 订阅 服务 尝试 用 计 
算 机 处 理 它 的 付款 过 程 ， 并 希望 给 两 名 不 同 的 人 指定 不 同 的 计算 机 键 (标识 成 员 )， 除 非 他 们 订阅 的 杂志 
完全 相同 ， 这 需要 多 大 存储 量 ， 即 需要 多 少 种 不 同 的 代码 数 ? 
,如 果 例 2. 20 的 比萨 店 决定 在 它 的 比萨 上 总 是 放 上 洋葱 和 荐 菇 ， 那 么 现在 这 家 比萨 店 可 以 提供 多 少 种 不 
同 的 比萨 ? 
- 假设 例 2. 20 的 比萨 店 增加 一 种 新 的 浇 头 ， 沙 丁 鱼 ， 但 是 强调 说 每 一 种 比萨 或 者 有 沙丁鱼 或 者 有 风 尾 鱼 . 
现在 这 家 比萨 店 可 以 提供 多 少 种 可 能 的 比萨 ? 
5. 如 果 A 是 一 个 10 元 素 集合 ，A 有 多 少 非 空子 集 ? 
6. 如 果 人 是 一 个 8 元素 集合 ，A 有 多 少 元 素 个 数 大 于 1 的 子 集 ? 
7. 集合 4 上 的 值 函数 (value function) 把 0 或 者 1 指定 给 A 的 每 一 个 子 集 . 
(a) 当 信 有 3 个 元 素 时 ，A 上 有 多 少 个 不 同 的 值 函数 ? 
(b) 当 A 有 nn 个 元 素 时 情况 如 何 ? 

8. 在 一 个 简单 游戏 (参见 2. 15 节 ) 中 ， 玩 家 的 每 一 个 子 集 被 定义 为 赢 或 者 输 . 
《a) 如 果 对 这 一 定义 没有 限制 ， 对 于 3 位 玩家 有 多 少 种 不 同 的 简单 游戏 ? 
《b) 对 于 nn 位 玩家 情况 又 如 何 ? 


2.7 组合 


nn 集 合 的 一 个 r $8 & (Cr combination of an mset) 是 从 这 个 集合 中 取出 ~ 个 元 素 的 一 种 选择 ， 这 
意味 着 与 顺序 无 关 ， 因 此 ， 一 个 ~ 组 合 是 一 个 ~ 元 素 子 集 ， Con, HRA nn 集合 的 + 组 合 的 数 
量 ， 例 如 ， 从 4 个 人 中 选 出 3 个 人 组 成 一 个 委员 会 的 方法 数 记 为 C(4，3)， 如果 这 4 个 人 是 
Dewey, Evans, Grange 和 Howe， 那 么 可 能 的 委员 会 是 

(Dewey, Evans, Grange}, (Howe, Evans, Grange}, 


(Dewey, Howe, Grange), (Dewey, Evans, Howe}. 
Fk, C4, 3)=4. 我们 将 证 明 有 关 Con, YAS. EE, MR mn<r 则 Cln, N=0, 
在 这 种 情况 下 ， 不 存在 集合 的 组合， 因此， 通常 认为 "这 ~ 本 节 中 所 有 定理 都 假设 nr. 
定理 2.1 
P(nyr) = COar) X 已 Cr, 站. 
EA 个 对 象 中 的 7r 个 对 象 的 有 序 排列 可 以 通过 下 面 的 方式 得 到 : 首先 选 出 ~ 个 对 象 ( 可 以 
用 Cln, 7) 种 方法 完成 )， 然 后 再 排列 它们 (这 有 PG. N=rl 种 方法 )， 于 是 根据 乘法 规则 上 述 
定理 成 立 . a 
推论 2.1.1 


pee) as 
Cann = a. (2.2) 


证 明 


n} 
s a 


Aant 
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推论 2.1.2 
Cour) = Consn— r). 
证 明 
n! nt n! 
Aa- a a-la- nn e 
对 另 一 种 “组 合 "证 明 ， 参 见 练习 20. 
注意 数 
=a. 

rian! 

通常 记 为 


(7): 

r 

并 称 为 二 项 式 系数 (binomial coefficient). 正如 我 们 将 看 到 的 那样 ， 这 是 因为 这 个 数 出 现 
在 二 项 式 展 开 中 (参见 2. 14 节 )。 推论 2. 1. 2 说 明 如 下 结果 : 


在 下 文中 ， 我 们 将 交 蔡 使 用 Cn, 和”). 
定理 2.2 
Cnr) = Cn—1,r—1)+Cn— 1,7). 
证 明 将 个 对 象 中 的 一 个 用 * 标记 ， 选 取 的 -个 对 象 或 者 包含 对 象 * 或 者 不 包含 对 象 ，. 
对 于 前 者 有 Cn 一 1，r 一 1) 种 方法 ， 因 为 这 相当 于 从 n 一 1 个 非 * 对 象 中 选择 "一 1 个 对 象 ， 对 于 
后 者 有 Cn 一 1，r) 种 方法 ， 因 为 这 相当 于 从 n 一 1 个 非 * 对 象 中 取 ~ 个 对 象 ， 因 此 ， 根 据 加 法 规 


则 得 到 这 一 定理 . a 
注意 ”这 一 证 明 也 可 以 陈述 成 “组 合 "证 明 ， 即 依赖 于 计数 论证 ， 这 一 定理 也 可 以 通过 使 
用 公式 (2. 2) 进 行 代数 处 理 而 得 到 证 明 . 下 面 是 一 个 “代数 "证 明 . B 
定理 2. 2 的 第 二 种 证 明 
Ca—1,r=D+Ca—1,r)= at fast 


G-Dla-D- 0D] rT 
= @=D! p GD! 
r=DIn—nD! rin—r—D! 


r(n—1)! , (n—r)(n—1)! 


SHG Dl" AG=n! 
_ rm 一 DI+C 一 Do 一 DI 
rir! 
_ = DI[r+n—7] 
rant 


oo. aunt 
ria—n!t 
=Car). a 
下 面 给 出 这 些 新 公式 及 到 目前 为 止 的 基本 规则 的 简单 应 用 . 
1. 在 比萨 问题 ( 例 2. 20) 中 ,正好 有 3 种 不 同 浇 头 的 比萨 的 数量 为 


C09,3) = SL = 84. 
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2. 根据 加 法 规则 ， 至 多 带 有 3 种 不 同 浇 头 的 比萨 数量 为 
C(9,0) + C(9,1) 十 C(9,2) + C(9,3) = 130. 
3. 在 一 个 实验 中 ， 如 果 我 们 有 6 种 药物 需要 测试 ， 且 我 们 想 要 从 中 选 出 2 种 给 特定 的 对 象 ， 
完成 这 一 工作 的 方法 数量 是 


数量 是 
C(7,3) = dhe 35. 
3441 
5. 从 9 个 人 中 选 出 5 人 组 成 委员 会 的 数量 是 
C(9,5) = 126. 
6. 从 美国 参议 院 中 选 出 7 个 成 员 组 成 委员 会 的 数量 是 
CCG100,7). 
7. 由 2 名 参议 员 和 2 名 众 议 员 组 成 的 总 统 代表 团 的 数量 是 
C0100,2) X C(435,2). 
8. 带 有 5 个 1 和 4 个 0 的 9 个 数字 位 串 的 数量 是 
(9,5) = C(9,4). 
为 了 弄 清 为 什么 ， 考 虑 有 9 个 未 知 数字 ， 从 中 选择 5 个 设 为 1( 或 从 中 选择 4 个 为 0). 


计算 数 CC(n，) 的 一 个 便利 的 方法 是 使 用 图 2.4 mo 
FRKA. KC, OBREB ni, BrE ，。 a = 
角 线 上 .给 定位 置 上 的 每 个 元 素 可 以 通过 把 该 位 置 ” 4 


7 m2 
的 上 一 行 中 左边 和 右边 的 两 个 元 素 相 加 得 到 例 “ ot 


3 


如 ，C(5，2) 可 以 通过 把 图 2. 4 中 画 圈 的 两 个 数 4 “> ii or 
和 6 相 加 得 到 ， 图 2. 4 的 数组 被 称 为 帕斯卡 三 角形 “ pera aa 
(Pascal’s triangle) ， 以 法 国 著名 的 哲学 家 和 数学 家 ““ OO 
Blaise Pascal 命名 ， 帕 斯 卡 是 概率 论 的 创始 人 之 一 ，“ 1 5 "5 
他 还 发 现 了 很 多 有 趣 的 组 合 数学 技术 . ee ee Be Bled 

为 什么 帕斯卡 三 角形 正确 ? 答案 是 它 依赖 于 下 图 2.4 帕斯卡 三 角形 ， 圆 图 中 的 
面 的 关系 数 相 加 给 出 C(5，2) 

Clnsr) = Cn—1,r—l)+Cn—1,n). (2.3) 


这 正好 是 我 们 在 定理 2. 2 中 已 证 明 的 关系 。 关系 式 (2. 3) 是 递 推 关系 (recurrence relation) 的 一 个 
例子 .我们 将 在 本 书 以 后 的 章节 中 多 次 看 到 这 样 的 关系 式 ， 特 别 在 第 6 章 . 第 6 章 通 篇 讨论 这 一 
论题 ， 得 到 这 样 的 关系 式 使 我 们 可 以 把 复杂 的 数值 计算 归 约 到 早 前 的 步 又， 因此 使 得 这 些 数值 
的 计算 得 以 分 步 进行 . 
本 节 练 习 
1. 从 有 10 名 队员 的 篮球 队 里 选 出 5 名 首发 队员 (与 位 置 无 关 )， 有 多 少 种 选择 方法 ? 
2. 从 有 50 名 提名 者 中 选 出 7 名 优胜 者 ， 有 多 少 种 选择 方法 ? 
3. 计算 : 

WCD (IC, 4) (CG, DCW, 4) 
4. HR C, D. 
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. 计算 C(5，2) 并 使 用 枚 举 法 检查 你 的 答案 - 
. 计算 C(6，2) 并 使 用 枚 举 法 检查 你 的 答案 . [38] 
7. 通过 计算 检查 下 式 : 
《(a)C(7，2) 一 C(7，5) (byC(6，4) 一 C(6，2)7 
8. 通过 加 入 新 的 一 行 来 扩展 图 2. 4. 
9. 计算 CC5，3)，C(4，2) 和 C(4，3) 并 验证 公式 (2. DRI. 
10. 对 C(7，5)，C(6，4) 和 C(6，5) 重 复 练习 9. 
11. (a) 如 果 有 8 种 血样 ， 分 成 两 组 且 每 组 有 4 种 血样 送 往 不 同 的 实验 室 检测 ， 那 么 有 多 少 种 分 法 ? 假设 实 
验 室 是 可 区 分 的 . 
(b) 如 果 有 8 种 血样 ， 分 成 两 组 且 每 组 4 种 血样 送 往 不 同 的 实验 室 检测 ， 那 么 有 多 少 种 分 法 ?假设 实 
验 室 是 不 可 区 分 的 . 
(c) 如 果 有 8 种 血样 ， 分 成 两 组 且 在 每 一 组 中 至 少 有 一 种 血样 ， 那 么 有 多 少 种 分 法 ? 假设 实验 富 是 可 区 
分 的 . 
. 一 家 公司 正在 考虑 6 种 可 能 的 新 计算 机 系统 ， 且 它 的 系统 管理 员 希 望 至 多 测试 其 中 的 3 个 系统 ， 系 统 
管理 员 有 多 少 种 方法 选择 测试 系统 ? 
. (DFE 10 种 食物 分 成 两 组 ， 且 每 组 有 5 种 食物 送 往 不 同 的 实验 室 检查 其 品质 ， 有 多 少 种 分 法 ? 
(b) 把 10 种 食物 分 成 两 组 且 每 一 组 至 少 有 一 种 食物 ， 有 多 少 种 分 法 ? 
.使 用 字母 表 中 的 26 个 字母 构成 8 字母 单词 ， 且 没有 重复 字母 ， 如 果 每 个 单词 含有 3、4 或 5 个 元 音 ， 那 
么 能 够 构成 多 少 个 这 样 的 单词 ? 
，1000 到 9999 之 间 有 多 少 个 每 位 数字 不 同 的 奇数 ? 
e 一 个 车 队 是 从 7 辆 不 同 品牌 的 外 国 车 和 4 辆 不 同 品牌 的 国产 车 的 集合 中 选 出 的 ， 对 于 下 面 的 要 求 ， 计 
算 车 队 的 组 合 方法 数量 . 
(a) 这 个 车 队 有 5 辆 车 ， 其 中 有 3 辆 外 国 车 和 2 辆 国产 车 . 39 
《b) 这 个 车 队 的 大 小 是 随意 的 (但 不 能 没有 车 )， 但 是 其 中 的 外 国 车 和 国产 车 的 数量 必须 相等 . 
《c) 这 个 车 队 有 4 辆 车 而 且 其 中 一 辆 必须 是 雪佛兰 汽车 . 
(d) 这 个 车 队 有 4 辆 车 ， 外 国 车 和 国产 车 各 有 2 辆 车 ,而 且 雪 佛 兰 和 本 田 不 能 都 在 其 中 . 
17.(a) 一 个 计算 机 中 心 有 9 个 不 同 的 程序 要 运行 ， 其 中 的 4 个 程序 使 用 C++ 语 言 而 5 个 程序 使 用 JAVA 语言 . 
CH+ 程 序 之 间 没 有 区 别 ，JAVA 语言 也 没有 区 别 。 对 于 下 面 的 条 件 ， 确 定 程序 运行 的 可 能 顺序 数量 
i 没有 限制 . 
让 C++ 程序 必须 相继 运行 . 
这 C++ 程序 必须 相继 运行 且 JAVA 程序 也 必须 相继 运行 . 
iv, 这 些 语言 必须 交替 . 

《b) 假 设 从 C++ 配置 切换 到 JAVA 配置 的 成 本 为 10 个 单位 ， 从 JAVA 配置 切换 到 C++ 配置 的 成 本 是 5 
个 单位 ， 从 C++ 到 CHIRA JAVA 到 JAVA 的 切换 成 本 为 0， 运行 这 些 程序 的 最 高 效 (最 小 成 本 ) 顺 
序 是 什么 ? 

(OMR C++ 程序 之 间 是 可 区 分 的 ， 且 JAVA 的 程序 之 间 也 是 可 区 分 的 ， 重 复 (a). 

18. 某 个 公司 有 30 名 女性 雇员 ,其 中 有 3 名 属于 管理 层 ， 并 有 150 名 男 雇员 ， 其 中 有 12 名 属于 管理 层 ， 选 

出 一 个 由 3 名 女性 和 3 名 男性 组 成 的 委员 会 .对 于 下 面 的 条 件 ， 有 多 少 种 组 成 这 样 的 委员 会 的 方法 . 

(a) 每 种 性 别 至 少 有 1 名 管理 层 人 员 . 

DEDA 1 名 管理 层 人 员 . 

19. 考虑 下 面 的 恒等式 


p 


p 


WEO @) Ga 


(a) 使 用 “代数 "证 明 形式 证 明 这 一 恒等式 . 


(40) 
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20. 
21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


(b) 使 用 “组 合 "证 明 形式 证 明 这 一 恒等式 . 
通过 使 用 C(n，7) 的 定义 给 出 推论 2. 1. 2 的 另 一 种 “组 合 ”证 明 . 


如 何 从 帕斯卡 三 角形 求 (”) 十 (”) 十 ( 弛 ) 十 … 十 (”)? 当 =2，3，4 时 求 这 个 和 ， 推 测 一 般 结果 . 
证 明 
CT en C= (FT). 
GEDA FSA. BARA SR AI ALAR Vandermonde’s identity)( 尽 量 使 用 “组 合 "证 明 方法 ). 
Cim- (0) P+) GE (2) (at +0) (0) 
根据 Cohen[1978], 定义 "> 为 ("1 )， 证明 
-1 
so gt ED 
(@) 使 用 代数 证 明 方法 《b) 使 用 组 合 证 明 方法 
设 《”》 的 定义 如 练习 24 所 示 ， 证 明 ; 


=F 


数 的 序列 a。，al ，az ，…，au PRAHA (unimodal). WIR FIT BM ¢ AT ao Sa, Sa, Aa, > 
qrt1 宇 … 之 a,。( 注 意 ， 帕 斯 卡 三 角形 的 任意 行 上 的 项 先 递 增 然后 再 递 碱 ， 所 以 形成 一 个 单 峰 序 列 . ) 
人 a) 证明 ， 如果 aos ais azs s a, 为 单 峰 的 ， 那 么 :不 一 定 是 唯一 的 . 


(DER: 如果 a>>0， 那 么 序列 (") ，( 1 ) ，( 2 ) ae G) ame. 


(证明 (b) 中 的 序列 的 最 大 项 是 (| ,|) ， 其 州 对 是 小 于 或 等 于 的 最 大 整数 . 


2.8 概率 


组 合 数学 的 历史 与 概率 论 的 历史 几乎 是 缠绕 在 一 起 的 ， 不 确定 事件 的 研究 发 展 了 概率 论 ， 


即 这些 事 件 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 ， 特 别 地 ， 这 一 理论 是 由 帕斯卡 、 费 马 和 拉 普 拉 斯 以 及 其 他 人 
通过 对 某 些 博弈 结果 的 研究 而 发 展 起 来 的 ， 在 拉 普 拉 斯 于 1812 年 出 版 的 (概率 的 理论 分 析 ) 一 书 


中 ， 


他 如 下 定义 了 概率 : 一 个 事件 的 概率 (probability) 是 表明 该 事件 发 生 的 可 能 结果 的 数量 除 以 


可 能 结果 的 总 数 ， 例 如 ， 假 设 我 们 考虑 随机 选 出 一 个 2 数字 位 串 ， 这样 的 位 中 有 4 种 : 00，01， 
10 和 11， 有 0 的 位 串 的 概率 是 多 少 呢 ? eee. 因为 表明 问题 中 的 事件 发 生 的 可 能 结果 的 数 


量 是 3， 即 有 0 的 位 串 的 数量 ， 而 且 总 共有 4 种 可 能 的 结果 .正如 我 们 很 快 就 会 看 到 的 那样 ， 拉 
普 拉 斯 的 定义 只 适合 于 所 有 可 能 的 结果 均等 时 的 情况 . 


我 们 来 把 问题 阐述 得 更 精确 一 些 ， 通过 考虑 产生 多 个 可 能 结果 中 的 一 个 结果 的 实验 来 尝试 


公式 化 概率 的 概念 .可 能 结果 的 集合 称 为 样本 空间 (sample space). 一 个 事件 (event) 对 应 于 结果 
集合 的 一 个 子 集 ， 即 样本 空间 的 一 个 子 集 ， 它 对 应 于 表明 这 一 事件 已 经 发 生 的 那些 结果 ， 一 个 事 
件 的 补 (complement) 对 应 于 表明 这 一 事件 还 没有 发 生 的 那些 结果 . 拉 普 拉 斯 的 定义 表明 ， 如 果 E 
是 样本 空间 S 的 一 个 事件 且 ERE 的 补 ， 那 么 


_ a(E) _ HD—nB_ |_aE) 
的 概率 一 ,cS) HE 的 概率 nS) 1s)" 
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HP n EE E PHARA, (OF S 中 的 结果 数量 .注意 ， 由 上 式 可 知 ， 巨 的 概率 是 0 和 1 
之 间 的 一 个 数 . 

下 面 将 这 一 定义 应 用 于 博弈 .我 们 撕 一 个 休 子 ， 这 是 我 们 的 实验 .要 计算 结果 是 偶数 的 概 
率 ， 样 本 空间 是 可 能 结果 的 集合 {1，2，3，4，5，6}。 问题 中 的 事件 是 偶数 所 组 成 的 结果 集合 ， 
即 集合 {2，4，6)}。 那 么 我 们 有 


= n({2,4,6)) _3_1 
偶数 的 概率 = ToT 2, 56) 6 2° 


注意 ， 只 有 在 样本 空间 中 的 所 有 结果 都 是 均等 时 这 一 结果 才 成 立 ， 如 果 我 们 有 一 个 经 过 加 重 、 总 
出 现 ARF. 那么 得 到 偶数 的 概率 不 是 1/2 而 是 Of. 

考虑 有 两 个 孩子 的 家 庭 。， 这 个 家 庭 至 少 有 一 个 男孩 的 概率 是 多 少 ? 组 建 这 样 的 有 两 个 孩子 的 
家 庭 有 3 种 可 能 : 有 两 个 男孩 ， 两 个 女孩 或 者 一 个 女孩 和 一 个 男孩 ， 取 这 三 种 可 能 情况 作为 我 们 
的 样本 空间 ， 第 一 和 第 三 个 结果 构成 事件 “至 少 有 一 个 男孩 "， 因 此 ， 根 据 拉 普 拉 斯 的 定义 有 


至 少 有 一 个 男孩 的 概率 一 人. 
这 一 结果 真 的 是 正确 的 吗 ” 不 如 果 我 们 观察 有 两 个 孩子 的 家 庭 ， 至 少 有 一 个 男孩 的 概率 大 于 
也 .这 是 因为 有 4 种 方法 组 建 有 两 个 孩子 的 家 庭 : 我 们 可 以 先 有 一 个 男孩 ,然后 有 另外 一 个 男 


孩 、 先 有 一 个 女孩 ， 然 后 再 有 另外 一 个 女孩 、 先 有 一 个 男孩 然后 再 有 另外 一 个 女孩 ， 或 者 先 有 一 
个 女孩 然后 再 有 一 个 男孩 因此， 有 一 个 男孩 和 一 个 女孩 的 情况 多 于 有 两 个 男孩 的 情况 ， 所 以 我 
们 的 样本 空间 中 的 结果 不 是 均等 的 ， 然 而 ， 使 用 简洁 的 缩写 形式 表示 ， 结 果 BB, GG, BG 和 GB 
是 均等 的 8 ， 所 以 我 们 取 这 四 个 结果 作为 我 们 的 样本 空间 ， 现 在 “至 少 有 一 个 男孩 ”的 事件 在 我 们 
的 4 个 结果 中 有 3 个 ， 所 以 我 们 有 


至 少 有 一 个 男孩 的 概率 = 立 
在 本 书 ， 我 们 将 局 限于 样本 空间 中 结果 均等 情况 的 概率 计算 ， 注 意 ， 我 们 的 概率 定义 只 适用 
于 样本 空间 有 限 的 情况 ， 对 于 样本 空间 无 限 的 情况 ， 很 显然 拉 普 拉 斯 的 定义 需要 修改 ， 对 于 不 均 


等 的 情况 和 无 限 的 情况 ， 读 者 可 以 参见 任何 一 本 关于 概率 论 的 教科 书 ， 例 如 Feller[1968]、 
Parzen[1992] 和 Ross[1997]. 


让 我 们 继续 给 出 几 个 概率 定义 的 应 用 ， 假 设 已 知 一 个 家 庭 有 4 个 孩子 ， 其 中 一 半 是 男孩 的 概 
率 是 多 少 ? SREB. 为 了 得 到 答案 ， 我 们 观察 到 这 一 样本 空间 是 长 度 为 4 的 所 有 B 和 G 的 


序列 ， 一 个 典型 的 这 样 的 序列 是 BGGB， 正 好 有 两 个 B 的 序列 有 多 少 个 呢 ? 有 4 种 位 置 ， 而 且 其 
中 两 个 必须 选择 B， 因 此， 存在 C(4，2) 这 样 的 序列 ， 这 样 的 序列 总 共有 多 少 个 呢 ? 根据 乘法 规 
则 ， 这 样 的 序列 有 24 个 因此， 

CU, 2)_ 6 


一 半 是 男孩 的 概率 一 人 
读者 可 以 尝试 写 出 所 有 16 种 可 能 的 结果 ， 且 注意 到 表示 正好 有 2 个 男孩 的 事件 数 为 6. 


3 
a 


O “可 以 证 明 我 们 给 出 的 这 一 概率 的 定义 是 “循环 定义 "， 因 为 它 依赖 于 事件 "均等 "的 概念 ， 而 这 表明 我 们 已 经 知道 
如 何 估计 概率 ， 这 非常 微妙 ， 然 而 ， 我 们 可 以 在 不 能 估计 事物 的 情况 下 比较 它们 ， 例 如 ， 可 以 说 这 个 人 和 那个 
人 好 像 一 样 高 .开始 于 这 种 比较 的 概率 估计 理论 在 Fine[1973] 和 Roberts[1976，1979] 的 著作 中 都 有 所 描述 . 

O 即使 是 这 一 陈述 也 并 不 完全 精确 ， 因 为 似乎 生男 孩 的 可 能 性 略 大 于 生 女 孩 的 可 能 性 (参见 Cummings[1997]). 
因此 ， 我 们 所 选择 的 四 个 事件 也 不 是 完全 均等 的 、 特 别 地 ，BB 的 可 能 性 大 于 GG 的 可 能 性 ， 然 而 ， 这 一 推断 是 
一 个 良好 的 有 效 近似 . 
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接 下 来 ， 假 设 我 们 投掷 5 次 硬币 .至 少 存在 两 次 正面 的 概率 是 多 少 ? 样本 空间 是 由 长 度 为 5 
的 正面 和 反面 的 所 有 可 能 的 序列 组 成 的 ， 用 简洁 的 缩写 形式 表示 即 它 是 由 HHHTH 这 样 的 序列 
组 成 的 ， 至 少 有 两 次 是 正面 的 这 样 的 序列 有 多 少 ? 答案 是 存在 C(5，2) 个 这 样 的 序列 正好 有 两 个 
正面 ，C(5，3) 个 这 样 的 序列 正好 有 3 个 正面 ， 以 此 类 推 . 因此 ， 至 少 有 两 次 正面 的 序列 的 数量 
由 下 式 给 出 : 

CS, 2)+C(5, 3)+C(5, 4)+C(5, 5)=26. 
可 能 的 序列 总 数 为 3 一 32， 因 此 
26_13 


至 少 有 两 次 正面 的 概率 一 32 一 车 


【 例 2. 21 系统 的 可 靠 性 〗 想象 一 个 系统 有 ?个 组 成 部 分 ， 其 中 每 一 个 组 成 部 分 或 者 运转 或 
BRR. MR i 个 组 成 部 分 运转 则 令 zx; 为 1， 如 果 第 ;个 组 成 部 分 失效 则 令 zi 为 0， 我 们 用 位 
P zlzz…zm 描述 这 一 系统 ， 因 此 ， 位 串 0011 描述 一 个 有 4 个 组 成 部 分 的 系统 ， 且 前 两 个 失效 ， 
而 第 三 个 和 第 四 是 运转 的 。 因 为 很 多 系统 有 固有 的 元 余 ， 所 以 即使 有 一 些 组 成 部 分 失效 ， 这 一 系 
统 总 体 仍 可 以 运转 ， 如 果 由 rrea 描述 的 这 一 系统 运转 ， 则 令 F(zizz…zn) 为 1， 和 否则 令 
F(zix2"…zn) 为 0 这 时 ,下 是 一 个 从 长 度 为 n 的 位 串 到 {0，1) 的 函数 ， 即 下 是 一 个 n 变量 开关 
函数 ( 例 2.4)， 例 如 ， 假 设 我 人 有 一 个 带 有 三 个 相同 组 成 部 分 的 高 元 余 系 统 ， 且 这 一 系统 运转 ， 
当 且 仅 当 至少 有 两 个 组 成 部 分 运转 ， 那 么 下 就 是 由 表 2. 4 所 给 出 的 函数 ， 我 们 将 在 3. 2.4 节 、 练 
习 22 和 13. 3 节 中 研究 函数 下 的 其 他 特殊 例子 ， 假 设 一 个 系统 中 的 组 成 部 分 运转 和 失效 是 均等 
的 9， 那么 任意 两 个 位 串 同样 都 可 能 是 描述 这 一 系统 的 位 串 zizz…<zw。 现在 我 们 可 以 问 ， 这 一 
系统 运转 的 概率 是 多 少 ， 即 Fornar) =l 的 概率 是 多 少 ? 这 就 是 这 一 系统 的 可 靠 性 (reliability) 
的 度量 ， 在 我 们 的 例子 中 ，8 个 位 串 中 的 4 个 位 串 111，110，101 和 011 是 表明 F(zizezs) 一 1 的 


事件 ， 因 为 所 有 位 串 都 是 均等 的 ， 所 以 系统 工作 的 概率 是 专 一 二. 关于 更 多 系统 可 靠 性 的 计算 法 
可 以 参见 Karp 和 Luby[1983]、Barlow 和 Proschan[1975]. 


表 2.4 开关 函数 F: 当 且 仅 当 一 个 系统 的 两 个 或 三 个 组 成 部 分 运转 时 其 值 为 1 
LT2T3 111 110 101 100 011 010 001 000 
F(x)2233) | 1 1 1 0 1 o 0 0 | 


系统 可 车 性 理论 因 各 种 网 络 而 得 到 广泛 的 研究 : 电网 、 计 算 机 网 络 、 通 信 网 络 和 运输 线路 网 
络 ， 关于 网 络 可 靠 性 的 更 全 面 的 参考 可 参见 Hwang，Monma 和 Roberts[1991], Ball, Colbourn 
和 Provan[1995]. a 
在 结束 本 节 之 前 ， 对 应 于 相关 子 集 上 的 运算 ， 我 们 注意 到 关于 事件 概率 的 一 些 通用 陈述 : 
事件 巨 不 发 生 的 概率 是 Eo 的 概率 . 
BEM PF 发 生 的 概率 是 巨 U FF 的 概率 . 
事件 EE 和 下 发 生 的 概率 是 E 门下 的 概率 . 
同样 ， 从 概率 的 定义 容易 看 出 
E 的 概率 = 1 一 玉 的 概率 . (2.4) 
如 果 巨 和 下 是 不 相交 的 ， 那 么 
EU 下 的 概率 = EE 的 概率 十 下 的 概率 . (2.5) 
更 一 般 地 ， 


O 在 更 一 般 的 分 析 中 ， 我 们 将 首先 评估 第 ;个 组 成 部 分 运转 的 概率 户 . 
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E UF 的 概率 = 巨 的 概率 十 下 的 概率 一 E 门下 的 概率 . (2.6) 
为 了 弄 清 为 什么 等 式 (2. 6) 为 真 ， 考 虑 图 2. 5 中 的 维 轧 图， 注意 ， 当 我 们 把 E HERH F 的 概率 
相 加 时 ， 我 们 把 E M F 的 交 的 概率 相 加 了 两 次 .通过 把 EMP 的 交 的 概率 从 它们 的 概率 的 和 中 
减 去 ， 就 可 以 得 到 等 式 (2. 6). 
为 了 说 明 这 些 观察 结果 ， 考 虑 投掷 仙 子 的 实验 .没有 得 到 一 个 


3 的 概率 是 1 减 去 得 到 一 个 3 的 概率 ; 即 1 一 十 一 号 ， 得 到 一 个 3 或 p F 
一 个 偶数 的 概率 是 多 少 呢 ? 因为 E= (3) M1 F=(2, 4, 6) RH, 

(2.5) 式 表明 它 是 EE 的 概率 加 上 下 的 概率 ， 即 二 十 立 一 二 ， 最 后 ， 图 2. 5 与 等 式 (2.6) 相 关 的 
得 到 一 个 大 于 4 的 数 或 一 个 偶数 的 概率 是 多 少 ? 问题 中 的 事件 集合 708 

F2, 4, 5, 6), TREE SG HERAT 4 的 数 的 概率 与 偶数 的 概率 之 和 ， 色 二 


告 = 号 ， 这 是 因为 E=-15，6} 和 下 = {2，4，6) 是 相交 的 ，EmF= 6)， 运 用 (2.6) 式 ,我 们 有 


EUF 的 概率 一 二 十 中 一直 一 二 ， 这 与 我 们 的 第 一 个 计算 一 致 

【 例 2. 22 食物 过 敏 (再 探 例 2. 5)】 在 例 2. 5 中 ， 我 们 研究 了 与 土豆 、 巧 克 力 、 玉 米 和 花生 这 
四 种 食物 的 某 种 组 合 引发 食物 过 敏 相关 的 开关 函数 ， 我 们 已 看 到 总 共存 在 16 种 可 能 的 食物 组 合 
我 们 考虑 了 在 食物 中 有 土豆 或 在 食物 中 有 玉米 和 花生 时 产生 过 敏 反 应 的 情况 ， 没 有 这 样 的 过 敏 
反应 的 概率 是 多 少 ? 

为 了 找到 所 求 的 概率 ， 我 们 首先 计算 产生 过 敏 反应 的 概率 ， 注 意 ， 如 果 食物 被 表示 成 位 申 
(1，y，z，w) 或 位 串 (z+，y，1，1)， 则 产生 过 敏 反 应 ， 其 中 z，y，z，w 是 (二 进 制 )0 一 1 值 变 
量 ， 因 为 在 第 一 种 类 型 中 存在 三 个 二 进 制 变量 ,而 在 第 二 种 类 型 中 存在 两 个 二 进 制 变量 ， 所 以 第 
一 种 类 型 有 23 一 8 种 不 同 的 位 串 ， 而 第 二 种 类 型 有 2? 一 4 种 不 同 的 位 申 ， 如 果 两 种 类 型 之 间 没 有 
重 登 ， 那 么 (2. 5) 式 允许 我 们 把 概率 相 加 即 可 ， 然 而 ， 当 z，z 和 w 都 是 1 时 ， 发 生 重 得 ， 在 这 
种 情况 下 ，y 可 以 是 0 或 1， 因 此 ， 根 据 (2. 6) 式 ， 产 生 过 敏 反应 的 概率 是 

814_ 2-10-5 
16 16 1 
根据 (2 4) 式 ， 不 产生 过 敏 反应 的 概率 是 1-3 = 3 n 

在 例 2. 22 中 ， 枚 举 出 可 能 的 食物 组 合 是 解决 问题 的 一 种 有 效 技术 ， 然 而 ， 如 果 需 要 考虑 的 
食物 至 少 有 10 种 ， 那 么 枚 举 出 所 有 可 能 组 合 的 方法 将 显得 很 笨拙 ， 因 此 ， 在 本 节 所 开发 和 使 用 
的 技术 本 质 上 要 名 免 枚 举 法 . 

本 节 练习 

L 下 列 实验 中 的 结果 是 均等 的 吗 ? 

(a) 随机 选 出 一 位 加 利 福 尼 亚 市 民 并 记录 他 的 居住 城镇 . 

《b) 把 两 个 药丸 和 三 个 糖 球 放 在 一 个 容器 内 ， 随 机 取出 一 个 并 记录 它 的 类 型 . 
《c) 随 机 拾 起 一 片 雪花 并 记录 它 的 形状 . 

《d) 掷 两 个 般 子 并 记录 出 现 的 数字 的 和 . 

《〈e) 随 机 选取 长 度 为 3 的 位 串 ， 并 观察 它 的 数字 和 . 

HRS. HF ERA. 
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(a) 一 个 奇数 《b) 一 个 小 于 或 等 于 2 的 数 
(ec) 一 个 被 3 整除 的 数 

3. 对 于 一 个 有 3 个 孩子 的 家 庭 ， 计 算 下 面 各 结果 的 概率 : 
(a) 正 好 有 2 个 男孩 (b) 至 少 有 2 个 男孩 


OEELA 1 个 男孩 且 至 少 有 1 个 女孩 
4 如 果 黑 发 、 棕 色 发 和 金发 是 均等 的 (而 且 不 会 出 现 其 他 颜色 的 头发 )， 一 个 有 3 个 孩子 的 家 庭 至 少 有 两 个 
孩子 是 金发 的 概率 是 多 少 ? 
5. 投掷 一 枚 硬币 四 次 计算 至 多 有 三 次 正面 的 概率 是 多 少 ? 
6. 随机 选取 一 个 长 度 为 5 的 DNA 链 ,计算 它 至 少 有 四 个 A 的 概率 是 多 少 ? 
T. 从 一 副 52 张 的 纸牌 中 随机 抽取 一 张 牌 ， 这 张 牌 是 一 张 K 或 一 张 Q 的 概率 是 多 少 ? 
8. 从 一 副 52 张 的 纸牌 中 随机 抽取 一 张 牌 ， 这 张 牌 插 回 去 后 再 随机 抽取 另外 一 张 牌 ， 得 到 两 张 K 的 概率 是 多 少 ? 
9. 随机 选取 一 个 长 度 为 4 的 位 串 ， 至 少 有 三 个 1 的 概率 是 多 少 ? 
10, 随机 选取 一 个 长 度 为 3 的 位 串 ， 没 有 两 个 连续 0 的 概率 是 多 少 ? 
11. 假设 一 个 系统 有 4 个 独立 的 组 成 部 分 ， 每 一 个 组 成 部 分 运转 和 失效 的 可 能 性 都 是 均等 的 ， 假 设 当 且 仅 
EDA 3 个 组 成 部 分 运转 时 ， 这 个 系统 才 运转 ， 这 个 系统 运转 的 概率 是 多 少 ? 
12. 如 果 这 个 系统 运转 ， 当 且 仅 当 第 四 个 组 成 部 分 运转 且 其 他 组 成 部 分 中 至 少 有 两 个 运转 ， 重 做 练习 11. 
13. 一 个 医学 实验 室 能 够 运作 的 最 低 条 件 是 有 一 名 有 执照 的 -射线 技师 和 一 名 验 血 师 ， 现 有 3 名 有 执照 的 
并 射线 技师 和 两 名 验 血 师 ， 且 每 一 名 工作 人 员 在 指定 日 子 是 上 班 或 呆 在 家 里 的 可 能 性 都 是 均等 的 ， 假 
设 每 一 名 工作 人 员 都 可 独立 决定 是 否 来 上 班 ， 这 个 实验 室 可 以 运作 的 概率 是 多 少 ? 
14. 假设 我 们 有 10 双 不 同 的 手套 .从 20 支 手 赛 中 随机 选 出 4 支 ， 至 少 得 到 一 双手 套 的 概率 是 多 少 ? 
15. 使 用 规则 (2. 4) 一 (2. 6) 计 算 将 一 枚 硬币 掷 6 次 得 到 下 面 结果 的 概率 : 
(a) 两 次 正面 或 三 次 正面 
(b) 两 次 正面 或 两 次 反面 
《ce) 两 次 正面 或 在 第 一 次 投掷 时 是 正面 
《〈d) 偶 数 个 正面 或 至 少 9 个 正面 
《e) 偶 数 个 正面 或 第 一 次 投掷 时 是 正面 
16. 使 用 概率 的 定义 证 明 规则 ， 
《a)(2. 4) (b) (2.5) (© (2.6) 
17. 假设 只 在 下 面 的 食谱 中 产生 过 敏 反应 ， 重 复 例 2. 22 中 的 问题 : 
(a) 或 者 包含 土豆 和 玉米 或 者 包含 巧克力 和 花生 
《b) 或 者 包含 土豆 或 者 包含 所 有 其 他 三 种 食物 


2.9 放 回 取样 


在 美国 国家 曲棍球 联合 会 (NHL) 中 ， 一 个 队 在 每 次 比赛 中 有 赢 、 输 和 平局 三 种 结果 ， 在 一 
个 有 82 场 比赛 的 日 程 表 中 ， 每 个 队 可 以 有 和 多少 种 不 同 的 赛季 战况 9? 根据 乘法 规则 ， 答 案 是 
38， 对 于 这 82 场 比赛 的 每 一 场 ， 都 存在 3 种 可 能 性 : 赢 、 输 或 平局 ， 我 们 说 我 们 正在 放 回 取样 
(sampling with replacement)。 我 们 在 选择 一 个 3 集合 { 赢 ， 输 ， 平 局 } 的 82 排列 ， 且 当 集 合 中 的 
元 素 被 抽出 后 再 把 这 些 元 素 放 回 集合 .等 价 地 ， 我 们 允许 重复 ， 设 PRm, 7) 是 一 个 m 集 合 的 + 
排列 的 数量 ， 人 允许 放 回 或 重复 ， 那 么 由 乘法 规则 得 到 如 下 的 结果 : 

PR(m,r) = mw. (2.7) 
如 果 我 们 不 能 放 回 取样 或 重复 取样 ， 那 么 数 PCm，7) 计 数 一 个 mn 集合 的 r 排列 的 数量 
对 于 ~ 组 合 的 情况 我 们 可 以 做 类 似 的 区 分 . 设 CR (m，7) 是 放 回 取 样 或 重复 取样 时 一 个 m 集 


O 不 要 把 “赛季 战况 "与 "记录 " 混 清 记录 指 的 是 赢 、 输 和 平局 的 最 终 总 和 ， 而 赛季 是 计数 得 到 每 一 种 记录 的 不 同 
方法 的 数量 
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合 的 -组 合 的 数量 ， 例如， 在 允许 放 回 取样 的 情况 下 ，2 集合 {fae， 全 的 4 组合 可 以 得 到 下 面 的 
结果 : 
{a, a, a, a}, {a, a, a, b}, {as a, b, b}, {ay by b, b}, {by by by b}. 
Bt. C2, 4) =5. FHA CROm, NAA. 
定理 2.3 
CRCmvr) = Cm+r— lr). 
我 们 将 在 本 节 末 证 明定 理 2. 3， 现 在 用 一 些 例子 来 说 明 它 . 


【 例 2. 23 巧克力 店 】 假设 一 家 巧克力 店 有 3 种 巧克力 糖 : 樱桃 (<c) ,桔子 (0) 和 香草 (w)， 这 

家 商店 允许 顾客 选 出 一 打 巧 克 力 装 一 个 巧克力 盒 ， 有 多 少 种 不 同 的 巧克力 盒 ? 我 们 可 以 认为 有 
一 个 3 集合 {c，o，v}， 并 从 中 选 出 一 个 12 组 合 ， 可 放 回 取样 。 因此， 巧克力 盒 的 数量 是 

CR(3，12) 一 C(3 十 12 一 1，12) 一 C(14，12) 一 91. a 


【 例 2.24 DNA 串 : 伽 莫 夫 编码 】〗 在 2. 1 节 中 ， 我 们 研究 了 字母 表 {A，C，G，T} 上 的 DNA 
串 ， 及 为 了 编码 一 个 氨基 酸 所 需要 的 这 样 的 串 的 最 小 长 度 ， 我 们 注意 到 有 20 种 不 同 的 氨基 酸 ， 
如 2. 1 节 所 示 的 那样 ， 仅 存在 16 种 长 度 为 2 的 DNA 串 ， 所 以 需要 长 度 至 少 为 3 的 串 ， 但 是 存在 
43 一 64 种 不 同 的 长 度 为 3 的 位 串 ， 伽 莫 夫 [1954a，b] 指 出 ， 氨 基 酸 与 DNA 有 性 结构 中 由 基 形 成 
的 呈现 菱形 的 “ 洞 "之 间 存 在 联系 ， 每 一 个 菱形 (参见 图 2. 6) 由 4 个 
基 组 成 ， 每 一 个 基 位 于 这 个 菱形 的 一 角 . 我 们 将 使 用 从 这 一 姜 形 
的 顶点 开始 且 按 顺 时 针 绕 该 菱形 放置 的 4 基 序 列 zyzw 区 分 每 一 个 
菱形 ， 例 如 ， 图 2. 6 中 的 菱形 可 以 写成 GTTA. 由 于 在 DNA 中 基 A T 
是 成 对 出 现 的 ， 所 以 序列 中 的 第 四 个 基 w 总 是 由 这 个 序列 中 的 第 
二 个 基 y 来 决定 的 ， 如 果 第 二 个 基 是 T， 那 么 第 四 个 基 就 是 A( 反 
之 亦 然 )， 或 者 如 果 第 二 个 基 是 G， 那 么 第 四 基 是 C( 反 之 亦 然 ). 

MARM, BOE zyxw 编码 的 氨基 酸 与 (a) zwzy 和 (b)zyzw 图 2.6 一 个 Ta DNASE 
编码 的 氨基 酸 相同 ， 因 此 ，GTTA、GATT、TTGA 和 TAGT 都 可 编码 相同 的 氨基 酸 ， 如 果 伽 
莫 夫 的 意见 是 正确 的 ， 那 么 使 用 4 DNA 菱形 可 以 编码 多 少 种 氨基 酸 呢 ? 在 4 基 序列 zyzw 中 
对 于 yw 对 只 存在 2 种 选择 ，A-T( 或 同样 的 T-A) 和 G-C( 或 同样 的 C-G)， 挑 选 出 其 他 两 个 基 是 
定理 2. 3 的 应 用 .我 们 有 m= 二 4 个 对 象 ， 希 望 可 挑选 出 r 一 2 个 对 象 ， 可 放 回 取样 ， 且 与 顺序 无 
关 ， 可 按 下 式 计算 ， 

Cim+r~—1, N=CG, 2)=10, 
即 有 10 种 不 同 的 组 合 ， 因此， 使 用 伽 莫 夫 4 基 DNA 姜 形 正好 可 以 编码 2X10 一 20 种 不 同 的 氨基 
酸 ， 遗憾 的 是 ， 后 来 发 现 这 不 是 编码 工作 的 方式 ,参见 Golomb[1962] 的 讨论 ， 也 可 参见 
Griffiths 等 [1996]. ry 
表 2.5 概括 了 我 们 讨论 的 放 回 取样 和 无 放 回 取样. 


表 2.5 Mm TERRA PRE r 个 元 素 的 取样 


BE SMEAR 是 否 允 许 重复 取样 名 称 选择 取样 的 方法 数 参考 
否 a rae 推论 2. 1.1 
是 否 r 排 列 式 (2.1) 
否 是 r 放 回 给 合 定理 2.3 
是 是 r 放 回 排列 RD 


48 


(49) 


50 
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【 例 2. 25 投票 方法 】 在 美国 的 大 多 数 选举 中 ,若干 候选 人 竞选 一 个 公职 ， 而 且 每 一 个 已 登 
记 的 投票 人 为 他 选择 的 候选 人 投票 .选举 的 胜利 者 是 拥有 最 高 投票 总 数 的 候选 人 (在 选票 相等 的 
情况 下 ， 可 能 有 多 名 胜利 者 ， 然 后 进行 平局 决赛 )， 这 一 投票 方法 称 为 相对 多 教 投票 法 (plurality 
voting)， 假 设 3 名 学 生 竞选 一 个 有 400 名 学 生 班 级 的 学 生 班级 主席 ， 如 果 每 一 个 人 都 投票 ， 有 多 
少 种 不 同 的 可 能 结果 ? 由 于 “不 同 的 结果 ”， 我 们 要 提 到 这 3 名 候选 人 得 到 的 选票 总 数 的 不 同 “ 模 
式 ” 的 数量 ， 一 个 模式 (pattern) 是 一 个 序列 (a1，az，u3), 其 中 ai(i 二 1，2，3) 是 候选 者 i 所 得 到 
的 票数 ， 因 此 ，(6，55，339) 与 (55，339，6) 是 不 同 的 结果 ， 且 (6，55. 338) 是 不 可 能 的 .[ 我 
们 不 区 分 每 一 名 投票 人 (例如 ， 谁 投了 谁 的 票 )， 对 于 每 一 名 候选 人 只 以 投票 总 数 区 分 . ] 这 又 是 定 
理 2.3 的 一 个 应 用 .我 人 有 m=3 个 对 象 ， 且 我 们 希望 选 出 "一 400 个 对 象 ，( 显 然 ) 可 以 放 回 取 
样 。 通 过 下 面 的 计算 ,我们 可 以 得 到 完成 这 一 任务 的 方法 数量 : 
Comtr—1, r)=C(402 400)=80 601. 
这 一 答案 假设 每 个 投票 人 都 投票 ， 练 习 10 提出 了 当 并 非 所 有 投票 人 都 必须 投票 时 的 投票 总 数 问 题 . 
另 一 种 投票 方法 称 为 累积 投票 法 (cumulative voting)， 它 可 以 用 于 需要 选 出 的 候选 人 大 于 1 
的 情况 ， 这 就 是 许多 市 议会 、 董 事 会 和 教育 委员 会 的 选举 情况 (累积 投票 被 用 于 从 1870 年 到 
1980 年 的 伊利 诺 伊 州 的 立法 委员 会 选举 )， 使 用 累积 投票 法 ， 投 票 人 的 投票 数 与 要 填充 的 公开 席 
位 的 数量 一 样 多 ， 而 且 不 限制 他 们 把 所 有 选票 投 给 一 名 候选 人 ， 相 反 ， 他 们 可 以 对 一 名 或 多 名 候 
选 人 投 复数 票 ， 在 有 p 名 候选 人 、g 个 公开 席位 和 名 投票 人 这 样 的 选举 中 ， 总 共有 gr 可 能 投票 
总 数 ， 类 似 于 相对 多 数 投票 的 情况 ， 胜 利 者 是 9 名 有 最 大 投票 总 数 的 候选 人 ， 再 一 次 考虑 3 名 候 
选 人 和 400 名 投票 人 的 例子 ， 然 而 ， 现 在 假设 学 生 不 是 在 选举 一 名 班级 主席 而 是 选 出 两 名 副 主 
席 ， 根 据 累积 投票 方法 ， 可 能 有 多 少 种 不 同 的 投票 总 数 ? 正如 上 面 的 相对 多 数 投票 的 例子 一 样 ， 
如 果 要 求 每 一 名 投票 人 至 少 投票 一 名 候选 人 .那么 至 少 有 400 次 投票 且 应 该 至 多 投 出 2X400 一 
800 张 票 ， 考 虑 有 j 张 投票 的 情况 ， 其 中 400<j<800, 根据 定理 2. 3， 有 
ea p= r) 
种 不 同 的 投票 总 数 ， 因 为 ; 的 范围 是 从 400 到 800， 利 用 加 法 规则 ， 有 
十 4 十 
人 +400) 4. (2 AOL) pt pm 
种 不 同 的 投票 总 数 。 可 不 投票 的 累积 投票 法 和 其 他 的 投票 方法 将 在 练习 中 给 出 。 对 于 投票 方法 以 及 相 
关 数学 的 一 般 介绍 可 以 参见 Aumann 和 Hart[1998]、Brams[1994]、Brams 和 Fishburn[1983]、 
Farquharson[1969] 或 Kelly[1987]. R a 
定理 2.3 的 证 明 S ”假设 m 集 合 有 元 素 a. az ，…，am， 那 么 这 些 对 象 的 ~ 个 任意 样本 可 以 
描述 为 其 中 wm 有 多 少 个 ，az 有 多 少 个 等 例如， 如 果 ~ 一 7， 代表 性 的 样本 是 
ajaiazazarayas Ñl araiaiazarasas. 我们 也 可 以 通过 在 最 后 的 a;， i 二 1，2,，…，m 一 1 之 后 画 一 条 
竖 线 表示 这 些 样 本 。 这 样 ， 上 面 的 两 个 样本 可 以 写成 ga | a2 | as | aa | as Maaa | az | as | 
asus， 其 中 ， 因 为 在 第 二 种 情况 中 没有 a3， 我 们 画 了 两 条 连续 的 竖 线 ， 现 在， 如 果 我 们 使 用 这 一 
记 法 描述 ~ 个 对 象 的 样本 ， 那 么 我 们 可 以 省 去 下 标 . 例如 ，aa | aa ||| aaa WRK aiar | azaz ||| 
asa5a5。 于 是 ~ 个 对 象 的 样本 数量 恰好 等 于 ~ 个 字母 < 和 m 一 1 条 竖 线 的 不 同 排列 数量 这样 的 排 
列 有 mm 十 一 1 个 元 素 ， 而 且 我 们 通过 为 选择 ~ 个 位 置 来 确定 这 个 排列 ， 因 此 有 Contrl, NAH 
这 样 的 排列 . a 


)=75 228 001 


© 此 证 明 可 以 跳 过 . 
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本 节 练 习 

1. 如 果 人 允许 放 回 取样 ， 计 算 : 
(a)2 集合 的 4 排列 (b)3 集合 的 2 排列 
(c)2 集合 的 4 组 合 (d)3 集合 的 2 组 合 


2, 通过 使 用 等 式 (2. 7) 或 定理 2. 3 检查 练习 1 的 答案 . 

如果 人 允许 放 回 取样 ， 计 算 ; 
(a)3 集 合 的 7 排列 (b)4 集合 的 7 排列 

. 如 果 有 4 场 音乐 会 ， 有 多 少 种 方法 可 以 选择 8 张 门票 ? 

.如果 有 5 种 不 同 的 糕点 ， 有 和 多少 种 方法 可 以 从 中 选 出 12 块 糕点 ? 

.假设 一 个 长 度 为 8 的 代码 字 是 申 字母 A，B，C 或 数字 0，1 组 成 的 ， 且 不 以 1 开始 ， 有 多 少 个 这 样 的 代 
码 字 ? 

7. 假设 一 个 DNA 链 至 少 包含 每 一 个 基 T，C，A 和 G， 长度 为 6 的 DNA 链 有 多 少 ? 根据 下 面 的 假设 回答 
这 一 问题 . 
(a) 只 考虑 给 定 类 型 的 基 的 数量 . 
《〈b) 考 虑 顺序 . 

. 在 一 个 有 82 场 比赛 的 NHL 的 赛季 中 ， 有 多 少 种 可 能 的 不 同 最 终 记录 S? 
(a) 如 果 每 一 场 比赛 一 支 球 队 或 者 赢 或 者 输 或 者 平局 . 
(b) 如 果 不 能 平局 . 

9. 美国 的 职业 体 协 足球 中 ， 点 球 取胜 和 非 点 球 取胜 之 间 是 有 区 别 的 ， 所 以 有 取胜 、 点 球 取胜 、 平 局 或 输 . 
有 多 少 种 可 能 的 12 场 比赛 赛季 ? 

10. 有 普 名 候选 人 , 名 投票 人 ， 每 一 名 投票 人 不 必 一 定投 票 ， 使 用 相对 多 数 投票 法 (参见 例 2. 25) 计 算 不 

同 投票 总 数 的 数量 
LL. Aim BARRA, n 名 投票 人 ,i 个 公开 席位 ， 每 一 名 投票 人 不 必 一 定投 票 ， 使 用 累积 投票 法 (参见 例 
2. 25) 计 算 不 同 投票 总 数 的 数量 . 


2. 10 分 装 问题 
2. 10. 1 分 装 问题 的 类 型 

在 组 合 数学 和 概率 论 的 发 展 历史 中 ， 把 球 放 入 爹 于 或 小 红 里 的 问题 起 着 非常 重要 的 作用 
这 样 的 问题 称 为 分 装 问题 (occupancy problems)。 分 装 问题 有 着 广泛 的 应 用 ， 根 据 偶然 事件 在 一 
周 内 发 生 的 日 期 分 类 这 些 偶然 事件 时 ， 球 是 偶然 事件 的 类 型 而 盒子 是 这 一 周 的 各 天 ， 在 宇宙 射 
线 的 实验 中 ， 球 是 到 达 盖 格 计数 器 的 粒子 ， 而 盒子 是 计数 器 ， 在 编码 理论 中 ， 可 以 通过 对 以 代码 
字 为 全 子 ， 以 误差 为 球 的 研究 ， 得 到 个 代码 字 上 的 传输 误差 的 可 能 分 布 ， 在 图 书 出 版 中 ,页 
上 误 印 的 可 能 分 布 可 以 通过 对 以 页 码 为 盒子 ， 以 球 作为 误 印 的 研究 而 得 到 .在 生物 学 的 照射 研 
究 中 ,撞击 视网膜 的 光 粒子 对 应 于 小 球 ， 视 网 膜 的 细胞 对 应 于 盒子 ， 在 礼券 收集 中 ， 小 球 对 应 于 
特定 的 礼券 ， 而 盒子 对 应 于 礼券 的 类 型 ， 我 们 将 在 本 书 的 不 同 地 方 回答 这 些 应 用 ， 对 于 其 他 应 用 
可 以 参见 Feller[ 1968, pp. 10-11]. 

在 分 装 问题 中 ， 是 否认 为 两 个 小 球 是 可 区 分 的 ， 以 及 是 否认 为 两 个 盒子 是 可 区 分 的 将 会 产 
生 很 大 的 不 同 ， 例 如 ， 假 设 我 们 有 两 个 可 区 分 的 小 球 < 和 5， 以 及 三 个 可 区 分 的 盒子 1，2 和 3. 
那么 小 球 对 盒子 的 可 能 分 配 如 表 2. 6 所 示 。 有 9 种 不 同 的 分 配 ， 然 而 ， 假 设 有 两 个 不 可 区 分 的 
球 。 我 们 可 以 把 它们 都 标 为 a。 那么 对 3 个 可 区 分 的 盒子 的 可 能 分 配 如 表 2.7 所 示 ， 正 好 存在 


的 


2 


日 参见 32 页 的 脚注 
O 为 了 快速 阅读 本 节 ， 阅 读 2. 10.1 节 就 足够 了 - 


SL 
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6 种 分 配 。 类 似 地 ， 如 果 盒子 是 不 可 区 分 的 ,但 是 球 是 可 区 分 的 ， 表 2. 6 的 1 一 3 的 分 配 可 以 认 
为 是 相同 的 : 两 个 球 在 一 个 盒子 内 ， 其 他 盒子 里 没有 球 ， 类 似 地 ，4 一 9 的 分 配 可 以 认为 是 相同 
的 ; 两 个 盒子 各 放 一 个 球 ， 另 外 一 个 盒子 没有 球 . 因 此， 只 有 两 种 不 同 的 分 配 ， 最 后 ， 如 果 球 和 
盒子 都 是 不 可 区 分 的 ， 那 么 表 2.7 中 1 一 3 的 分 配 可 以 认为 是 相同 的 ， 而 4 一 6 的 分 配 也 是 相同 
的 ， 所 以 存在 两 种 不 同 的 分 配 . 

根据 是 否 允 许 盒子 为 空 来 区 分 分 装 问题 也 很 常见 。 例 如 ， 如 果 我 们 有 两 个 可 区 分 的 球 和 两 
个 可 区 分 的 盒子 ， 那么 可 能 的 分 配 如 表 2.8 所 示 . 存在 4 种 不 同 的 分 配 ， 然而， 如 果 没 有 盒子 是 
空 的 ， 那 么 只 存在 2 种 不 同 分 配 ， 即 表 2. 8 中 的 分 配 3 和 4. 


表 2.6 把 两 个 可 区 分 小 球 表 2.7 把 两 个 不 可 区 分 小 球 RLS 把 两 个 可 区 分 小 球 
分 配 到 三 个 可 区 分 分 配 到 三 个 可 区 分 分 配 到 两 个 可 区 分 
盒子 时 的 情况 盒子 时 的 情况 盒子 时 的 情况 

分 配 分 配 分 配 


123456789 12345 E 
1 [ab aa bb 1 [aa aa 1 [ab a b 
a 


MF 2 ab b 


3 aa u u 


表 2. 9 概括 了 分 装 问题 的 可 能 情况 ， 第 四 列 中 的 某 些 记 法 和 术语 现在 还 没有 定义 ， 我 们 将 在 
下 面 给 出 定义 ， 下 面 将 讨论 各 种 情况 . 


表 2.9 分 装 问题 分 类 
是 否 可 区 分 球 是 否 可 区 分 盒子 AFERZE ”把 个 球 放 和 个 盒子 的 方法 数 


情况 1 
la 是 是 是 如 
lb 是 是 & k! Stn, k) 
情况 2 
2a 再 是 是 Ck+n=1, n) 
2b B 是 否 Co 一 1，k 一 1D) 
情况 3 
3a 是 否 是 Sin, 1)+SCn, 2)+*+SCn, k) 
3b 是 F 香 Stn, k) 
情况 4 
4a 香 a 是 把 ”划分 成 或 更 少 个 部 分 的 划分 数 
4b 香 香 理 把 ”刚好 划分 成 上 个 部 分 的 划分 数 


2. 10.2 情况 1: 可 区 分 球 和 可 区 分 盒子 


情况 la 适合 乘法 规则 : 每 个 球 可 以 选择 种 盒子 ， 如 果 kt 一 3 H n=2, 我们 得 到 如 二 9， 这 
就 是 表 2. 6 所 示 的 分 配 数量 .我 们 在 2. 10. 4 节 讨论 情况 1b. 


2.10.3 情况 2: 不 可 区 分 球 和 可 区 分 盒子 9 
由 于 下 面 的 结果 ， 人 情况 2a 遵循 定理 2. 3. 


O 2.10 节 其 余部 分 可 以 省 略 - 
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定理 2.4 个 不 可 区 分 的 球 放 到 大 个 可 分 区 金子 的 分 配方 法 数量 是 C(A 十 ma 一 1，m. 

证 明 “假设 盒子 被 标 上 标签 Cl ，Cz，…，Ct。 可 以 通过 列 出 每 一 个 球 到 它 所 进入 的 盒子 ， 来 
总 结 球 放 人 到 盒子 的 分 配 ， 这 时 ， 一 个 分 配对 应 于 允许 重复 的 = 个 盒子 的 集合 (元 多 重 集合 )， 例 
如 , 在 表 2.7 中 ,分 配 1 对 应 于 集合 {C CO) 分配 5 对 应 于 集合 {C1 ，C3}。 如 果 有 4 个 球 ,集合 
{Cl，Cz，CG3，G3} 对 应 于 把 一 个 球 放 和 人 到 Ci ， 把 一 个 球 放 入 到 Cz， 把 两 个 球 放 入 到 Cs 的 分 配 . 
因为 一 个 分 配对 应 于 一 个 集合 {Ci ，Ci, ，…，C, )， 所 以 球 放 到 盒子 的 分 配方 法 与 8 集合 {Ci， 
Cz，…,C) 允 许 重复 的 组 合 数量 相同 。 于 是 ， 由 定理 2. 3， 其 结果 是 CCk+n 一 1，n). a 

用 表 2.7 解释 定理 2. 4， 我 们 有 R=3, n=2, 且 CC(k+n 一 1, n=C4, 2)=6. 情况 2b 的 
结果 是 从 情况 2a 的 结果 得 到 的 ， 给 定 个 不 可 区 分 球 和 上 个 可 区 分 盒子 ,我 们 首先 在 每 一 个 盒 
子 里 放 一 个 球 ， 有 一 种 方法 完成 这 一 工作 ， 还 剩 下 n 一 k 个 不 可 区 分 的 球 ， 我 们 希望 把 这 些 球 
放 入 到 & 个 可 分 区 的 盒子 里 ， 且 没有 盒子 非 空 的 限制 ， 根 据 定理 2.4， 完 成 这 一 工作 的 方法 
数 是 

CC 十 Cn 一 站 一 lm 一 月 = Cn—1,k— 1). 

现在 我 们 使 用 乘法 规则 得 到 表 2. 9 中 情况 2b 的 结果 注意， 如果 n<k 则 C(n 一 1，k 一 1) 为 0， 
不 存在 把 ”个 球 放 人 到 个 盒子 内 且 每 一 个 盒子 至 少 有 一 个 球 方法 . 
2. 10.4 情况 3: 可 区 分 球 和 不 可 区 分 盒子 

接 下 来 考虑 情况 3b. BE S(n，k) 被 定义 为 把 个 可 区 分 球 分 配 到 k 个 不 可 区 分 盒子 里 ， 且 没 
有 空 盒子 的 方法 的 数量 ， 数 S(n,k) 被 称 为 第 二 类 斯 特 林 数 (Stirling number of the second 
kind)©, 46 5. 5. 3 节 中 我 们 将 给 出 下 面 的 公式 ， 

Saw = KDED (Aaa. (2.8) 


为 了 说 明 这 一 结果 ， 考 虑 情况 n=2, k= 2. BAR 
S(n,k) = S(2,2) = pie 2.12+0]=1. 


把 两 个 可 区 分 球 a Ab 分 配 到 两 个 不 可 区 分 盒子 中 ， 且 每 个 盒子 至 少 有 一 个 球 的 方法 只 有 一 种 : 
每 个 盒子 中 有 一 个 球 . 

根据 加 法 规则 ， 现 在 从 情况 Sb 的 结果 可 得 到 情况 3a 的 结果 ， 为 了 把 "个 可 区 分 球 分 配 到 个 
不 可 区 分 盒子 中 且 没 有 盒子 是 空 的 ， 或 者 一 个 盒子 不 是 空 的 ， 或 者 两 个 盒子 不 是 空 的 或 者 …… 
现在 ， 情 况 lb 的 结果 也 成 立 ， 因 为 把 个 可 区 分 球 分 配 到 k 个 可 区 分 盒子 中 且 没 有 空 盒子 可 以 
这 样 实现 先 把 ”个 可 区 分 的 球 放 人 个 不 可 区 分 盒子 是 没有 空 盒子 [可 以 用 S(n, ) 种 方法 实 
现 ]， 然 后 再 为 这 些 盒子 加 标签 (可 以 用 种 方法 实现 )， 例 如 ， 如 果 = 一" 一 2， 那 么 根据 我 们 前 
面 的 计算 ，S(2，2) 一 1， 因此， 把 两 个 可 区 分 球 放 和 人 到 两 个 可 区 分 的 盒子 且 没 有 空 盒子 的 方法 
数 是 2! S(2，2) 一 2， 这 就 是 早 前 我 们 从 表 2. 8 观察 到 的 结果 . 
2. 10.5 情况 4: 不 可 区 分 球 和 不 可 区 分 盒子 

为 了 处 理 情况 4a 和 4b， 我 们 把 一 个 正 整数 nn 的 划分 (partition) 定 义 为 和 等 于 nn 的 正 整数 的 集 
合 . 例如 ， 整 数 5 有 如 下 划分 : 

th A 于 3} (Ly 4}, (5). 

注意 ， 我 们 认为 {3，2) 与 {2，3} 相 同 .我 们 所 感 兴趣 的 是 在 集合 中 有 什么 整数 ， 而 不 关心 它们 在 
集合 中 的 顺序 . ”个 不 可 区 分 球 分 配 到 A 个 不 可 区 分 盒子 中 的 方法 数 显然 与 把 整数 ”划分 成 至 少 


日 “第 一 类 斯 特 林 数 存在 并 被 用 于 其 他 研究 中 .参见 3. 4 节 的 练习 25. 
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个 部 分 的 方法 数 相同 ， 这 就 给 出 表 2. 9 中 情况 4a 的 结果 例如， 如 果 "一 5，A 一 3， 那 么 存在 5 
种 可 能 的 划分 ， 即 上 面 列 出 的 后 5 种 划分 .如果 n=2 且 &k=3， 那 么 存在 两 种 可 能 的 划分 {1，1》 
和 {2}， 这 一 结果 对 应 于 表 2. 7 中 的 两 个 不 同 分 配 : 两 个 盒子 中 各 有 一 个 球 ， 或 一 个 盒子 中 有 两 
个 球 ， 表 2. 9 中 情况 4b 的 结果 也 与 此 类 似 : 把 个 不 可 区 分 球 分 配 到 kk 个 不 可 区 分 盒子 中 且 没 
有 空 盒子 的 方法 数 ， 显 然 与 把 整数 n 正好 划分 成 k 个 部 分 的 方法 数 相 同 、 为 了 解释 这 一 结果 ， 如 
Rn=2 H k=3 WBA DEMS n. 

我 们 将 在 练习 中 研究 整数 划分 ， 并 在 5. 3 节 和 5. 4 节 的 练习 中 重新 讨论 它们 ， 在 那里 我 们 将 
使 用 生成 函数 的 方法 处 理 它们 . 对 于 划分 的 更 详细 讨论 ， 可 以 参阅 大 多 数 数论 书籍 ， 例 如 ， 
Niven[1991] 或 Hardy 和 Wright[1980]， 也 可 参阅 Berge[1971] 或 Riordan[1980]. 
2.10.6 例子 

现在 ， 我 们 给 出 几 个 运用 表 2. 9 的 结果 的 例子 ， 读 者 应 该 注意 到 球 或 盒子 是 否 可 区 分 通常 是 
判断 的 关键 ， 这 依赖 于 我 们 对 问题 的 解释 和 关注 的 内 容 . 


【 例 2. 26 ERD) 假设 一 家 医院 9 月 份 有 80 名 婴儿 出 生 ， 并 记录 了 每 个 婴儿 的 出 生日 
期 ， 这 一 事件 可 能 发 生 的 方式 有 多 少 种 ? 婴儿 视 为 球 而 日 期 视 为 盒子 ， 如 果 在 两 个 婴儿 之 间 不 做 
区 分 但 对 日 子 要 做 区 分 ,那么 处 于 情况 2， 其 中 n= 80, 人 一 30， 这 时 ， 上 述 问题 的 答案 由 
C(109，80) 给 出 ， 如 果 只 计数 每 天 至 少 有 一 个 婴儿 出 生 这 一 事件 发 生 的 方法 数 ， 其 结果 可 以 由 
CL79，29) 给 出 ， 如 果 只 关心 有 两 个 婴儿 出 生 、 有 三 个 婴儿 出 生 的 天 数 等 ， 而 不 关心 具体 的 日 
FP. 我 们 处 于 情况 4， 而 且 需 要 考虑 把 整数 80 划分 成 30 或 更 少 部 分 . w 


【 例 2.27 编码 理论 】 在 编码 理论 中 ， 首 先 把 信息 编码 成 已 编码 信息 ， 然 后 通过 传输 通道 发 
送 ， 传 输 通道 可 能 是 电话 线 ， 也 可 能 是 无 线 电 波 ， 由 于 曲 声 或 弱 信 号 的 缘故 ， 在 接收 的 代码 字 中 
可 能 发 生 错 误 ， 于 是 ， 接 收 的 代码 字 必 须 被 解码 成 原来 的 信息 .( 第 10 章 将 介绍 强调 编码 理论 的 
密 公 技术 . ) 

在 监测 传输 通道 的 可 靠 性 过 程 中 ,假设 我 们 保留 发 生 错 误 的 记录 ， 假 设 通过 一 条 传输 通道 
传输 了 100 个 已 编码 信息 ， 且 发 生 了 30 处 错误 .这 一 事件 发 生 的 方法 有 多 少 种 ? 错误 是 球 而 代 
码 字 是 盒子 ， 似 乎 应 该 忽视 错误 之 间 的 差异 而 集中 精力 关注 在 传输 的 某 个 时 间 段 (由 于 外 部 因素 
或 一 个 较 高 的 负荷 期 ) 是 否 有 更 多 的 错误 发 生 ， 于 是 ， 代 码 字 被 区 分 开 来 因此， 我 们 处 于 情况 
2， 且 答案 由 C(129，30) 给 出 . a 


【 例 2.28 性 别 分 布 】 假设 我 们 记录 得 到 计算 机 科学 学 位 的 前 1000 个 人 的 性 别 ， 人 对 应 于 
球 ， 而 两 种 性 别 对 应 于 盒子 ， 我 们 一 定 要 区 分 盒子 ， 如 果 我 们 区 分 人 ， 即 如 果 区 分 诸如 第 1 个 人 
是 男性 、 第 2 个 人 是 男性 等 ， 那 么 我 们 处 于 情况 1， 然 而 ， 如 果 我 们 只 对 每 一 种 性 别 的 人 的 个 数 
感 兴趣 ， 那 么 我 们 处 于 情况 2， 对 于 前 面 的 情况 ， 可 能 的 分 布 数量 是 210"， 对 于 后 面 的 情况 ， 可 
能 的 分 布 数量 由 C1001, 1000)=1001 给 出 . i | 


【 例 2. 29 试 演 】 导演 为 一 次 个 人 百老汇 演出 的 8 家 不 同 的 旅游 公司 召集 了 24 名 演员 (在 需 
要 替换 演员 的 情况 下 要 为 旅游 公司 选 出 多 个 演员 )。 这 些 演员 对 应 于 球 而 旅游 公司 对 应 于 盒子 . 
如 果 我 们 感 兴趣 的 是 在 同一 个 旅游 公司 的 演员 ， 那 么 我 们 可 以 考虑 可 区 分 球 和 不 可 区 分 盒子 . 
因为 每 一 家 旅游 公司 至 少 需 要 一 名 演员 ， 没 有 盒子 是 空 的 。 因 此 ， 我们 处 于 情况 3， 可 能 的 分 配 
数量 由 S(24，8) 给 出 . a 
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【 例 2. 30 统计 力学 】 在 统计 力学 中 ， 假 设 我 们 有 一 个 :个 粒子 的 系统 . BOA p 个 不 同 的 
状态 或 等 级 (例如 ， 能 量 等 级 ) ， 每 一 个 粒子 都 在 其 中 一 个 等 级 中 ， 我 们 可 以 通过 给 出 粒子 到 等 级 
的 分 布 来 描述 这 一 系统 的 状态 总之， 如果 粒子 是 可 区 分 的 ， 那 么 有 p 种 可 能 的 分 布 ， 例 如 ， 
如 果 我 们 有 4 个 粒子 和 3 个 等 级 ， 那 么 有 34 一 81 种 不 同 的 分 布 ， 其 中 的 一 种 分 布 是 粒子 1 在 等 
级 1 上 ,粒子 2 在 等 级 3 上 ， 和 粒子 3 在 等 级 2 上 ， 粒子 4 在 等 级 3 上 、 另 一 种 分 布 是 粒子 1 在 等 
级 2， 粒 子 2 在 等 级 1, 粒子 3 和 4 在 等 级 3 上 ， 如 果 我 们 认为 粒子 到 等 级 的 任意 分 布 的 几率 是 
均等 的 ， 那么 任意 给 定 排列 的 概率 是 1/p:。 在 这 样 的 情况 下 ， 我 们 说 粒子 遵循 麦克 斯 书 - 玻 尔 效 
Yt (Maxwell-Boltzmann statistics). AEE, MPRA E mh Te ET H-n A 
统计 ; pr 种 不 同 的 分 布 不 是 均等 的 ， 事 实 上 ， 对 于 很 多 不 同 粒子 ， 在 特殊 的 光子 和 核子 中 ， 改 
变 一 个 相对 简单 的 假设 可 以 产生 一 个 实验 上 的 精确 模型 ， 即 假设 我 们 认为 这 些 粒 子 是 不 可 区 分 
的 。 那 么 我 们 处 于 情况 2， 粒 子 到 各 等 级 的 两 种 分 布 被 认为 是 相同 的 ， 如 果 相 同 的 粒子 数 被 分 布 
到 相同 的 等 级 上 ， 因 此 ， 上 述 的 两 种 分 布 被 认为 是 相同 的 ， 因 为 每 一 种 分 布 都 是 把 一 个 粒子 分 布 
到 等 级 1， 一 个 粒子 分 布 到 等 级 2， 两 个 粒子 分 布 到 等 级 3， 根 据 定理 2. 4， 分 布 :个 粒子 到 户 个 
等 级 的 可 区 分 方法 的 数量 由 CCp 十 :一 1 给 出 ， 如 果 我 们 认为 粒子 到 等 级 的 任意 分 布 是 均等 
的 ， 那么 任意 一 个 排列 的 概率 是 

ape 
在 这 一 情况 下 ， 我 们 说 这 些 粒 子 满足 博 泽 - 爱 因 斯 坦 统计 (Bose Einstein statistics)，、 如 果 我 们 认 
为 粒子 是 不 可 区 分 的 并 假设 在 一 个 给 定 等 级 没有 多 于 两 个 粒子 存在 ， 那 么 就 得 到 统计 力学 中 的 
第 三 个 模型 ， 于 是 ， 我 们 得 到 费 米 - 狄 拉克 统计 (Fermi-Dirac statistics) (参见 练习 21)， 对 于 我 们 
所 描述 的 所 有 情况 的 更 详细 讨论 ， 可 以 参阅 Feller[1968] 或 Parzen[1992]. a 
AGRA 

提醒 读者 注意 ， 当 不 清楚 球 或 盒子 是 否 可 区 分 时 ， 你 应 该 陈述 你 的 解释 ， 给 出 其 理由 ， 然 后 继续 你 的 
工作 
1. 写 出 下 面 各 种 情况 的 所 有 分 配 ， 

(a) 把 3 个 可 区 分 球 a， b, c 分 配 到 2 PUK ART 1. 2. 
(b) 把 4 个 可 区 分 球 a， b, cy d 分 配 到 2 个 可 区 分 盒子 1，2. 
《ec) 把 2 个 可 区 分 球 <，6 分 配 到 4 个 可 区 分 盒子 1，2，3，4. 
(dd) 把 3 个 不 可 区 分 球 a，a，a 分 配 到 2 个 可 区 分 盒 了 1, 2. 
(e) 把 4 个 不 可 区 分 球 a, a, a, a 分 配 到 2 个 可 区 分 盒子 1，2. 
(DIB 2 个 不 可 区 分 球 ae，a PRAY KART 1. 2, 3. 4, 
. 在 练习 1 中 ， 如 果 盒子 是 不 可 区 分 的 ， 那 么 哪些 分 配 是 不 同 的 ? 
, 使 用 表 2. 9 的 结果 ， 计 算 练习 1 中 每 一 种 情况 的 分 配 数量 ， 并 通过 比较 得 出 的 结果 ， 检 查 你 的 答案 . 
,如 果 盒 子 是 不 可 区 分 的 ， 重 复 练习 3. 
n 使 用 表 2. 9 的 结果 ， 计 算 练习 1 的 每 一 种 情况 中 没有 空 盒子 的 分 配 数量 ， 并 通过 比较 得 出 的 结果 ， 检 查 
你 的 答案 - 
6. 如 果 盒 子 是 不 可 区 分 的 ,重复 练习 5. 
7. 求 下 面 整数 的 所 有 划分 : 
(a4 (b)5 (8 
8. 求 下 面 各 种 情况 的 划分 : 
(a) 把 9 分 成 4 个 或 更 少 部 分 《b) 把 11 分 成 3 个 或 更 少 部 分 
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9. 计算 : 

Sin, 0) DS, D (Sin, 2) (SCn, nD Sin, n) 

10. 在 检查 校对 者 的 工作 时 ， 我 们 要 查看 一 篇 文稿 中 的 5 种 误 印 ， 有 多 少 种 方法 可 以 找到 12 个 误 印 ? 

11. 在 练习 10 中 ， 假 设 我 们 不 区 分 误 印 的 类 型 ， 但 是 要 记录 误 印 出 现 的 页 码 ， 我们 可 以 用 多 少 种 不 同 的 方 
法 找到 出 现 于 75 页 文稿 中 的 25 个 误 印 ? 

12. 在 例 2. 27 中 ， 假 设 我 们 查 明 30 种 错误 而 且 要 查 明 这 些 错误 是 否 倾向 于 出 现在 一 起 ， 但 不 关心 它们 一 
起 出 现在 娜 个 代码 字 中 .如 果 已 知 每 一 种 错误 只 在 某 一 代码 字 中 出 现 一 次 ， 有 多 少 种 方法 找到 100 个 
代码 字 中 的 30 种 错误 ? 

13. 有 9 名 乘客 的 电梯 在 5 个 不 同 层 上 停留 .如果 我 们 只 对 一 起 离开 的 乘客 感 兴趣 ， 有 多 少 种 可 能 的 分 布 
方法 ? 

14. 让 激光 瞄准 5 个 肿瘤 ， 用 10 东 激 光 去 撞击 ， 有 多 少 种 方法 (不 必 假 设 每 束 激光 挤 击 一 个 肿瘤 )? 

15. 盖 格 计数 器 记录 一 个 时 间 周期 内 6 种 不 同 放射 性 粒子 的 碰撞 ， 要 得 到 30 个 计数 有 多 少 种 不 同 的 方法 ? 

16. 把 10 名 顾客 分 配给 7 名 推销 员 ， 使 得 每 一 名 推销 员 至 少 得 到 一 名 顾客 的 分 配方 法 有 多 少 种 ? 

17. 把 10 名 学 生成 对 分 在 实验 室 工 作 ， 有 多 少 种 不 同 的 分 配方 法 ? 

18. 把 6 项 工作 指定 给 4 名 工人 ， 使 得 每 一 项 工作 都 有 一 个 工人 ， 且 每 一 个 工人 至 少 得 到 一 项 工作 的 分 配 
方法 有 多 少 种 ? 

19. 把 一 个 有 20 个 元 素 的 集合 恰好 分 成 4 个 子 集 ， 有 多 少 种 划分 方法 ? 

20. 在 例 2. 30 中 ,假设 有 8 个 光子 和 4 个 能 量 等 级 ， 且 在 每 一 个 能 最 等 级 上 有 2 个 光子 ， 在 粒子 不 可 区 分 
的 假设 下 ( 博 泽 - 爱 因 斯 坦 统计 )， 这 一 情况 出 现 的 概率 是 多 少 ? 

21. 证 明 在 例 2. 30 中 ， 如 果 粒 子 是 不 可 区 分 的 ， 但 没有 两 个 粒子 能 在 同一 等 级 上 ， 那 么 存在 C(p，5) 种 把 + 
个 粒子 安排 到 p 个 等 级 上 的 可 能 排列 (假设 <p). 

22，(a) 根 据 组 合 的 论点 证 明 : 

SCmk) = kS(n— 1,k) 十 So 一 1 一 1). 
(b) 使 用 (a) 的 结果 描述 如 何 通 过 类 似 于 帕斯卡 三 角形 的 方法 ， 计 算 第 二 类 斯 特 林 数 . 
《c) 运 用 (b) 的 结果 计算 S(6，3). 

23. 根据 组 合 的 论点 证 明 ， 

SO 十 lvA) = C6n,0)SOk= 1) + CO, DSC R= 1) H+ Cnn) SCnsk — 1). 

24，(a) 如 果 在 划分 中 考虑 顺序 ， 那 么 3，2} 不 同 于 {2，3}、 在 考虑 顺序 的 情况 下 ， 求 5 的 划分 数量 . 
《〈b) 在 考虑 顺序 的 情况 下 ， 求 把 5 正好 划分 成 2 部 分 的 划分 数量 
《c) 在 考虑 顺序 的 情况 下 ， 证 明 把 n 正好 划分 成 上 部 分 的 划分 数量 由 Cn 一 1，A 一 1) 给 出 . 

25. 贝尔 数 (Beil number)B, 是 把 ”元素 集合 划分 成 非 空 、 不 可 区 分 盒子 的 划分 数量 ， 注意， 

B, = S(1,0) + Sm) + + SC), 
证 明 


a (aTa (I)e 


2.11 多 项 式 系数 
2.11.1 带 有 特殊 分 配 的 分 装 问题 
本 节 考 虑 把 n 个 可 区 分 球 分 配 到 k 个 可 区 分 盒子 的 分 装 问题 。 特 别 地 ， 我 们 考虑 把 m 个 球 
分 配 到 第 一 个 盒子 ， 把 nz 个 球 分 配 到 第 二 个 盒子 ， 把 ww 个 球 分 配 到 第 个 盒子 . 设 
Cnsmn se me) 


表示 完成 这 一 工作 的 方法 数量 .本 节 集中 研究 数 Cn; n, n, =, m), PAHS TE 
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(isa om 
711 9 MZ 977" onk i, 


并 称 为 多 项 式 系数 (multinomial coefficient). 


【 例 2. 31 学 校注 册 〗】 大 学 教务 处 有 这 样 一 个 问题 。 它 要 把 11 名 新 生 都 安排 到 一 个 人 门 课程 
的 4 个 组 里 : 3 名 学 生 安 排 到 第 一 组 ， 第 二 组 和 第 三 组 要 分 别 有 4 名 学 生 ，0 名 学 后 在 第 四 组 (这 
一 组 已 经 满员 )， 有 多 少 方法 可 能 实现 这 一 安排 ? 答案 是 C(11; 3, 4, 4, 0). ME, 第 一 组 有 C 
(11，3) 种 选择 ， 对 于 其 中 的 每 一 种 选择 ， 第 二 组 有 C(8，4) 种 选择 ; 对 于 其 中 每 一 种 选择 ， 第 
三 组 有 C(4，4) 种 选择 ;对 于 其 中 的 每 一 种 选择 ， 第 四 组 有 C(0，0) 种 选择 ， 因 此 ， 根 据 乘法 规 
则 ， 对 应 各 组 的 人 数 分 配 的 方法 数量 是 

C(1;3,4,4,0)= C(11,3) X C(8,4) X C(4,4) X C(0,0) 
we Alby Bt eat Olt 
31814417 ator“ 0101 314141 


因为 0! 一 1. 当然 C(0, 0) 总 是 等 于 1, 所 以 这 一 答案 等 于 C(11; 3, 4, 4). HH, 
C(4，4) 一 1, 所 以 答案 也 等 于 C(11，3)XC(8，4)， 因 为 一 旦 有 3 个 学 生 选 择 了 第 一 组 且 有 4 个 
学 生 已 经 选择 了 第 二 组 ， 那 么 对 第 三 组 选择 剩余 的 4 个 学 生 是 唯一 的 方法 . 

注意 如 果 11 名 学 生 的 分 组 是 随机 的 ， 那 么 存在 40 种 可 能 的 安排 ， 对 于 每 一 名 学 生 ， 有 4 个 
组 选择 ， 因 此 ，3 名 学 生 在 第 一 组 、4 名 学 生 在 第 二 组 和 第 三 组 、0 名 学 生 在 第 四 组 的 概率 由 下 
式 给 出 : 


C11:3,4,4,0) 
本 ` 
一 般 地 ， 假 设 Pr(n; m, n, =, n) RAR n 个 球 被 随机 分 配 到 k 个 盒子 里 的 概率 ， 那 么 在 盒子 i 
中 将 存在 ni DR, i=l, 2, es k FE 
Cnm omg ees) 


PrOngm snesen) = a 


(为 什么 ?) 注 意 当 计算 多 项 式 系数 时 ， 空 盒子 的 存在 并 不 影响 计算 .这 是 因为 
Cnsm sma se yj 604052440) = COnsm ane se). 
然而 ， 多 项 式 分 配 的 概率 要 受到 空 盒子 的 影响 ， 因 为 分 母 基于 盒子 的 总 数量 ， 它 是 空 盒子 和 非 空 
RF HBA, 
继续 我 们 的 例子 ， 假 设 突然 第 四 组 有 了 空 额 。 现 在 教务 处 希望 在 第 一 组 、 第 二 组 、 第 三 组 都 
安排 3 个人， 而 第 四 组 安排 2 个 人 ， 有 多 少 种 方法 可 以 实现 ? 11 名 学 生 中 ，3 名 学 生 必须 选择 第 
一 组 ; 剩余 的 8 名 学 生 中 ，3 名 学 生 必 须 选 择 第 二 组 ;剩余 的 5 名 学 生 中 ，3 名 学 生 必 须 选 择 第 
三 组 ; 最 后 ， 剩 余 的 2 名 学 生 必须 被 安置 到 第 四 组 .这 样 的 安排 方法 的 总 数 是 
C(11;3,3,3,2)= C(11,3) X C(8,3) X C(5,3) X C(2,2) 


lv sty 2) ay 
= 3181% 3151% 3121 “2101 一 31313j2T m 


FEF C m, m, = me BYASR. WEA 2. 31 所 使 用 的 类 似 推理 ， 得 到 
Cnsm sn s+ sn) = Cnm) X Cin — m snz) X CCn— m — nz n3) X = 


X COn— m — nz — +++ — m on) 


_ al (am)! (n=m —=n2)! 
mla—m)! mam — m1 ma nm — m2 — m)! 
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oom bee 
AN mtmt--+m=n, AAO! 
定理 2.5 


,我 们 有 下 面 的 结果 . 


Comm smn) = — 
mt |e 
现在 我 们 给 出 这 一 定理 的 几 点 说 明和 几 个 应 用 . 
1. 由 三 个 1 和 一 个 0 组 成 的 4 数字 位 串 的 数量 是 CU; 3, D: 从 四 个 位 置 中 ， 我 们 选 三 个 
位 置 放置 数字 1， 一 个 位 置 放置 数字 0、 因 此 ， 这 样 的 位 串 的 数量 由 下 式 给 出 : 
C(4;3,1) = 


四 个 这 样 的 位 串 是 1110，1101，1011，0111. 
2. 由 两 个 2， 两 个 3 和 一 个 1 组 成 的 5 数字 数 的 数量 是 


5 aail 
C(532,2,1) = ZIZI 


3. 注意 Cln; m，me) 二 Cl(n，m )， 为 什么 这 是 正确 的 ? 
4. 一 个 NHL 赛季 由 82 场 曲棍球 比赛 组 成 ， 这 一 赛季 以 胜 41 场 ， 输 27 场 和 平局 14 场 结束 
的 方式 数量 是 


一 30. 


1 

5. RNA 是 由 DNA 定义 其 链接 的 信使 分 子 ，RNA 链 在 每 一 个 链接 处 有 四 个 基 之 一 ， 除 基 尿 
喀 啶 (U) 取 代 了 基 胸 腺 喀 啶 (T) 之 外 ， 可 能 的 基 与 DNA 中 的 可 能 基 相 同 ( 例 2. 2)， 由 3 个 胞 核 喀 
Bie CC) Al 3 个 腺 味 叭 (A) 组 成 的 长 度 为 6 的 可 能 RNA 链 有 多 少 种 ? 为 了 回答 这 一 问题 ， 我 们 考虑 
链 中 的 6 个 位 置 ， 把 这 些 位 置 分 成 四 个 集合 ，3 个 位 置 进入 C 集合 ，3 个 位 置 进入 ARE, OF 
位 置 进入 工 和 G 集合 .实现 这 一 分 配 的 方法 数量 由 下 式 给 出 : 

C(6;3,3,0,0) = C(6;3,3) = 20. 

6. 长 度 为 6 的 可 能 RNA 链 有 4° 种 、 如 果 RNA 链 是 随机 产生 的 (例如 ， 所 有 可 能 性 都 是 均 

等 的 )， 那 么 得 到 一 个 有 3 个 C 和 3 个 A 的 概率 是 


C(653.3.0.0) _ C(633.3) _ _20 
48 


C(82;41,27,14) = 


= 5 ~ 
48 4096 一 1024 ~ ® 005. 


Pr(6;3,3,0,0) = 
注意 结果 不 是 Pr(6; 3, 3). 
7. 由 3 个 A, 25C, 2 个 U 和 3 个 G 组 成 的 10 链接 RNA 链 的 数量 是 
C(1053,2,2,3) = 25 200. 
8. 在 上 面 例子 中 所 描述 的 RNA 链 以 AAG 结束 的 数量 是 
C07;1,2,2,2) = 630, 
因为 现在 只 有 前 7 个 位 置 需要 填充 ，2 个 A 和 1 个 G 已 经 用 尽 . 注意 ， 知 道 一 个 链 的 结尾 情况 可 
以 大 幅度 减少 可 能 链 的 数量 .在 下 一 节 ， 我 们 将 看 到 通过 明智 地 使 用 分 解 RNA 链 的 各 种 酶 ， 如 
何 进一步 限制 可 能 链 的 数量 ， 再 通过 一 定 的 探测 性 工作 ， 我 们 就 可 以 揭示 原来 的 RNA 链 且 不 必 
实际 对 它 进行 观察 . 
2.11.2 ” 带 有 不 可 区 分 对 象 类 的 排列 
应 用 1、2 和 5~8 给 出 下 面 的 一 般 概 念 : 假设 有 nn 个 对 象 ， 类 型 1 及 个 ,类 型 2 有 芭 个 ,，…， 
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类 型 上 A 有 mh, Amtmttman 假设 相同 类 型 的 对 象 是 不 可 区 分 的 ， 这些 对 象 的 可 区 分 排列 
的 数量 记 为 Po; m ，me，…， 芭 )， 我 们 在 这 里 使 用 “可 区 分 ”一 词 ， 是 因为 我 们 假设 相同 类 型 的 对 
象 是 不 可 区 分 的 .例如 ,假设 w=3， 且 有 两 个 类 型 1 的 对 象 a 和 a， 一 个 类 型 2 HAR b. WA 
存在 三 个 对 象 的 3! =6 种 排列 ， 其 中 有 几 个 是 不 可 区 分 的 、 例如， 两 个 a 中 的 第 一 个 a 在 第 二 个 
a 的 位 置 上 的 baa 与 两 个 a 中 的 第 二 个 a 在 第 二 个 a 的 位 置 上 的 baa 是 不 可 区 分 的 ， 只 有 三 种 可 
区 分 的 排列 baa, aba 和 aab. 

定理 2.6 


Plnsm nase = COnsn sna setong). 


证 明 ”在 这 一 排列 中 我 们 有 n 个 位 置 或 地 方 需要 填充 ， 我们 把 其 中 的 m 个 位 置 指定 给 类 型 


1 的 对 象 ， 把 其 中 的 n 个 位 置 指定 给 类 型 2 的 对 象 ， 以 此 类 推 . a 
在 2，13 节 我 们 讨论 带 有 不 可 区 分 对 象 类 的 排列 . 
本 节 练习 
1. 计算 : 
WCT; 2, 2, 2, D 《blC(9; 3, 3, 3) OCB; 1, 2, 2, 2, D 
(d)Pr(65 2, 2, 2) (e)Pr(10; 2, 1, 1, 2, 4) (DPr(8; 4, 2, 2, 0, 0) 
(8)P(9 6, 1, 2) (WPC; 3, 1, 3) @PG; 1, 1, D 
2 计算 Clns 1，1，1，…，1). 
3. 计算 : 
(a)P(ns 1，n 一 1) (b)Prins 1，n 一 D) (o)Pr(ny 1, n—1, 0) 


|) 一 个 代码 是 使 用 5 种 符号 十 ，# ，[xd ，V 和 @ 书 写 的 . 
(a) 每 一 种 符号 正好 使 用 2 次 ， 有 多 少 个 10 位 代码 字 ? 
(b) 如 果 随机 选取 一 个 10 位 代码 字 ， 每 个 符号 正好 使 用 两 次 的 概率 是 多 少 ? 
5. 在 一 个 空间 陕 小 的 狗 屋 ，12 条 狗 必须 放 人 3 个 笼子 ，4 条 狗 放 入 笼子 1，5 条 狗 放 入 笼子 2，3 条 狗 放 人 
笼子 3， 实 现 这 一 安排 有 多 少 种 方法 ? 
6. 使 用 三 个 符号 a，b，c 书写 一 个 代码 . 
(a) 恰 好 使 用 4 个 a。,，1 个 5 和 2 个 < 书写 的 7 位 代码 字 有 多 少 ? 
(《b) 如 果 随机 选取 一 个 7 位 代码 字 ， 正 好 使 用 4 个 as，1 个 4 和 2 个 的 概率 是 多 少 ? 
7. 使 用 五 个 数字 1，2，3，4，5 书写 一 个 代码 . 
(a) 每 一 个 数字 正好 使 用 3 次 的 15 位 代码 字 有 多 少 ? 
《b) 如 果 随机 选取 一 个 15 位 代码 字 ， 每 一 个 数字 正好 使 用 3 次 的 概率 是 多 少 ? 
. 与 如 下 链 有 相同 基 组 成 的 RNA 链 有 多 少 ? 
UGCCAUCCGAC? 
9. a) 使 用 单词 excellent 中 的 所 有 字母 构成 的 不 同 “ 字 "有 多 少 种 ? 
(b) 如 果 随机 选取 一 个 9 字母 的 “ 字 ”， 那 么 它 使 用 单词 excellent 的 所 有 字母 的 概率 是 多 少 ? 
10. 从 4 个 a,4 个 b, 4 个 c 和 4 个 d 中 选择 字母 形成 一 个 10 字母 序列 ， 如果 每 一 个 字母 至 少 出 现 两 次 ， 
有 多 少 种 方法 形成 这 样 的 序列 ? 
11. 如 果 没有 两 个 a 是 相 邻 的 ， 那 么 字母 a, a, a, a, as b,c，d，e 的 可 区 分 排列 有 和 多少 个 ? 
12. 在 粒子 是 可 区 分 的 假设 下 (麦克 斯 韦 - 玻 尔 效 曼 情况 ) 重 复 2. 10 节 的 练习 20. 
13. a) 假设 我 们 可 以 区 分 撞击 到 视网膜 上 的 5 个 不 同 的 光 粒 子 。 把 这 些 光 粒 子 分 配给 三 个 细胞 ， 且 有 三 个 
粒子 撞击 到 第 一 个 细胞 ， 有 一 个 粒子 撞击 到 其 余 的 每 一 个 细胞 ， 这 样 的 分 配方 法 有 多 少 种 ? 
《b) 如 果 我 们 已 知 分 配给 三 个 细胞 的 5 个 不 同 的 光 粒子 ， 它 们 以 (a) 情 况 分 配 的 概率 是 多 少 ? 
14. 假设 有 35 个 放射 性 粒子 撞击 一 个 有 50 个 计数 器 的 盖 格 计数 器 ， 除 第 35 个 粒子 之 外 的 全 部 粒子 以 多 少 
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种 不 同方 式 撞击 第 一 个 计数 器 ? 
15. 假设 有 6 个 人 接受 工作 面试 . 
(a) 有 多 少 种 不 同 的 方法 使 其 中 有 2 个 人 在 星期 一 、2 个 人 在 星期 三 、2 个 人 在 星期 六 面试 ? 
(b) 给 定 6 次 面试 ， 如果 6 个 人 的 面试 日 期 是 随机 指定 的 ， 那么 (a) 中 面试 的 安排 的 概率 是 多 少 ? 
(c) 如 果 面 试 被 安排 在 3 天 进行 ， 每 天 面试 2 个人， 实现 这 一 安排 有 多 少 种 方法 ? 
16. 假设 我 们 有 4 个 元 素 ， 有 多 少 种 方法 把 这 些 元 素 分 配 到 4 个 可 区 分 集合 ， 且 每 个 集合 分 配 一 个 元 素 ? 
假设 这 些 元 素 分 别 是 
(ada, by cs d (ba, b, b, b (oda, a, b, b (da, b, by c 


2.12 ” 酶 的 完全 分 解 8 


考虑 不 用 实际 观察 给 定 RNA 链 本 身 ， 就 可 以 发 现 其 样子 的 问题 (2. 11 节 介绍 了 RNA 链 ). 
有 一 些 酶 在 每 一 个 G 链接 后 面 把 RNA 链 分 解 成 片段 ， 而 另 一 些 酶 则 在 每 一 个 C 或 U 链接 后 面 
把 这 个 链 分 解 成 片段 ， 例 如 ,假设 我 们 有 链 
CCGGUCCGAAAG. 
使 用 G 酶 把 这 个 链 分 解 成 如 下 的 片段 : 
GB: CCG, G, UCCG, AAAG. 
于 是 我 们 知道 有 这 些 片段 ， 但 是 不 知道 它们 出 现 的 顺序 ， 这 四 个 片段 组 成 多 少 可 能 的 链 呢 ? 答案 是 
41 24 条 链 : 对 应 于 这 些 片段 的 每 一 个 不 同 排列 都 有 一 条 链 ， 一 条 这 样 的 链 (不 同 于 原来 的 链 ) 是 
UCCGGCCGAAAG, 
假设 我 们 接 下 来 使 用 U、C 酶 ， 它 在 每 个 C 链接 或 U 链接 后 面 把 一 条 链 分 解 成 片段 ， 我 们 得 到 
下 面 的 片段 : 
U, CHB: C, C, GGU, C, C, GAAAG. 
同样 ， 我 们 知道 有 这 些 片段 ， 但 是 我 们 不 知道 它们 出 现 的 顺序 .这些 片段 可 组 成 多 少 条 链 ? 有 人 
想 说 有 6! 条 这 样 的 链 ， 但 是 这 不 正确 ， 例 如 ， 如 果 片 段 是 
， GCC 人 
使 用 这 些 片段 就 不 存在 6! 条 链 ， 而 是 仅 存在 一 条 链 ， 这 条 链 是 
CCCCCC. 
这 是 因为 有 些 片段 是 不 可 区 分 的 ， 为 了 计数 由 给 定 的 片段 所 形成 的 可 区 分 链 的 数量 ， 我 们 注意 
到 存在 六 个 片段 ， 其 中 有 四 个 是 C 片段 ， 一 个 是 GGU, 一 个 是 GAAAG. 因此， 根据 定理 2. 6， 
由 这 些 片段 组 成 的 可 能 链 的 数量 是 


P(6;4,1,1) = C(6;4,1,1) = 30. 


mni 
实际 上 ， 这 一 计算 还 没有 结束 ， 注 意 在 U、C 片段 中 ,片段 GAAAG 不 可 能 出 现 ， 除 非 做 为 终止 
片段 ,因为 GAAAG 不 结束 于 品 或 C， 因 此 ， 我 们 知道 这 条 链 结束 于 


GAAAG. 
WAHT U, CHEE: C, C, C, CAIGGU. 由 这 些 片段 组 成 的 链 的 数量 是 
CG; 4，1) 一 5. 
把 GAAAG 加 到 以 这 5 条 链 之 一 作为 开始 的 链 上 得 到 可 能 的 链 ， 可 能 的 链 是 
CCCCGGUGAAAG， 


O 本 节 可 以 跳 过 去 而 不 失 连 续 性 .这 一 部 分 的 内 容 直 到 11. 4 节 才 会 再 过 到 . 然而， 本 节 包 含 一 个 实用 话题 的 详 
细 讨 论 ， 且 我 们 总 是 把 这 一 话题 置 于 我 们 的 课程 中 - 
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CCCGGUCGAAAG, 
CCGGUCCGAAAG, 
CGGUCCCGAAAG, 
GGUCCCCGAAAG. 

我 们 还 是 没有 把 关于 G 片段 和 U、C 片段 的 知识 都 结合 起 来 .使 用 我 们 的 知识 能 够 知道 原来 
链 的 所 有 信息 吗 ? 我 们 所 列 出 的 5 个 链 中 哪 一 个 有 正确 的 G 片段 ? 第 一 条 链 不 是 正确 的 ， 因 为 
它 有 一 个 G 片 段 CCCCG， 这 不 可 能 出 现在 以 G 作 酶 的 片段 中 ， 类 似 的 分 析 表 明 只 有 第 三 个 链 

CCGGUCCGAAAG 
有 正确 的 G 片段 集合 ， 因此， 我 们 从 那些 给 定 的 U、C 片段 中 恢复 了 初始 链 . 

这 就 是 从 给 定 的 完全 酶 分 解 (complete enzyme digest) 恢 复 RNA 链 的 例子 ， 即 : 在 每 个 G 链 
接 后 有 一 个 分 解 ， 在 每 一 个 U 或 C 链接 后 有 另 一 个 分 解 . 值得 注意 的 是 ， 通 过 考虑 片段 的 两 个 
集合 ， 我 们 已 经 能 够 把 片段 的 任意 集合 的 巨大 数量 的 可 能 链 限 制 到 仅 一 个 可 能 链 ， 如 果 我 们 考 
虚 尝 试 推测 仅 知道 链 的 基 ， 但 不 知道 基 的 顺序 的 链 ， 那 么 结果 更 令 人 注目 ， 这 时 ， 我 们 有 

CA2; 4, 4, 3, 1)=138 600 条 可 能 的 链 ! 
考虑 另 一 个 例子 ， 假 设 我 们 知道 一 个 RNA 链 在 完全 酶 分 解 后 生成 下 面 的 G 和 U, CHB: 
G 片 段 ,UG,ACG,AC， 
U.C H Bt: U,GAC.GAC, 
我 们 能 够 发 现 原来 的 RNA 链 吗 ? 首先 ， 我 们 再 一 次 问 U、C 片段 能 否 告诉 我 们 这 个 链 的 哪 部 分 
应 当 出 现在 最 后 ? 在 这 种 情况 下 ， 答 案 是 不 能 ， 然 而 ，G 片段 能 : 作为 G 片段 ，AC 只 能 出 现在 
最 后 ， 因 此 ， 剩余 的 两 个 G 片段 可 以 按 任意 顺序 排列 ， 且 具有 给 定 G 片段 的 可 能 链 是 
UGACGAC 和 ACGUGAC. 
现在 ， 上 面 的 两 个 链 的 后 者 生成 的 AC 为 U、C 片段 之 一 . 因此， 前 者 一 定 是 正确 的 链 . 

知道 G 片段 和 U、C 片段 也 不 总 能 完全 恢复 原来 的 RNA 链 ， 有 时 候 ， 这 两 个 酶 的 完全 分 解 
在 下 面 的 意义 下 是 不 明确 的 : 存在 带 有 相同 的 G 片段 集合 和 相同 的 U、C 片段 集合 的 两 个 RNA 
链 ， 我 们 要 求 读 者 作为 练习 证 明 这 一 点 (练习 8). 

本 节 所 描述 的 “分 段 策略 "是 R. W. Holley 和 他 在 Cornell 大 学 的 工作 伙伴 用 来 (Holley 等 
[1965]) 确 定 第 一 个 核酸 序列 时 所 使 用 的 。 这 一 方法 已 不 再 使 用 ， 事 实 上 ， 在 其 他 更 有 效 的 方法 
引入 之 前 它 只 使 用 了 不 长 的 一 段 时 间 . 然而 ， 它 却 有 着 重大 的 历史 意义 ， 展 示 了 数学 方法 在 生物 
学 中 的 重要 作用 . 今天， 通过 使 用 放射 性 标记 和 高 速 计算 机 分 析 ， 更 快 地 排列 长 RNA 链 已 成 为 
可 能 . 

关于 完全 酶 分 解 的 更 详细 内 容 ， 有 兴趣 的 读者 请 参见 Hutchinson[ 1969]、Mosimann[1968]、 
Mosimann 等 [1966]， 我 们 将 在 11. 4. 4 节 再 次 讨论 这 一 问题 . 

本 节 练 习 
L 经 过 完全 分 解 后 ， 一 条 RNA 链 有 下 面 的 G 片段 和 U、C 片段 ， 
G 片 段 :CUG,CAAG,G,UC， 
U,C 片段 :C,C,U,AAGC,GGU. 

(a) 有 多 少 条 RNA 链 有 这 些 G 片段? 

(b) 有 多 少 条 RNA 链 有 这 些 U、C 片段 ? 

(c) 确 定 所 有 具有 这 些 G 片段 和 U、C 片段 的 RNA $. 
.对 于 练习 1， 确 定 与 给 定 的 G 片段 所 组 成 的 链 有 相同 基 的 RNA 链 的 数量 . 
.对 于 下 面 的 G 片段 和 U、C 片段， 重复 练习 1: 


ee 
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G 片 段 :G,UCG,G,G,UU 
UC 片段 :GGGU,U,GU,C 
4. 在 练习 3 中 ， 确 定 与 给 定 的 G 片段 所 组 成 的 链 有 相同 基 的 RNA 链 的 数量 . 
5. 对 于 下 面 的 G 片段 和 U、C 片段 重复 练习 1: 
G 片 段 :G,G,CC,CUG,G， 
U.C 片 段 :GGGC,U,C,GC. 
6. 在 练习 5 中 ， 确 定 与 给 定 的 G 片段 所 组 成 的 链 有 相同 基 的 RNA 链 的 数量 . 
, 一 个 位 申 在 每 一 个 1 和 每 一 个 0 之 后 被 断 开 ， 结 果 片 段 如 下 所 示 ( 不 一 定 按 正 确 的 顺序 排列 ) : 
在 1 之 后 断 开 :0,001,01,01， 
在 0 之 后 断 开 :0,10,0,10,10. 
(a) 在 1 之 后 断 开 的 具有 这 些 片段 的 位 串 有 多 少 个 ? 
《b) 在 0 之 后 断 开 的 具有 这 些 片 段 的 位 串 有 多 少 个 ? 
《ce) 确 定 有 上 述 两 种 片段 集合 的 所 有 位 串 . 
8. 寻找 一 条 在 下 面 意义 下 不 明确 的 RNA 链 : 存在 另 一 条 带 有 相同 G 片段 和 U、C 片段 的 链 ，( 你 能 找到 带 
有 六 个 或 较 少 链接 的 链 吗 ?) 
9, 在 练习 8 的 意义 下 不 明确 的 最 短 的 可 能 RNA 链 是 什么 ? 
10. 如 果 一 个 位 串 如 练习 7 那样 被 断 开 ， 那么 它 是 不 明确 的 吗 ? 为 什么 ? 


2.13 ”再 论 带 有 不 可 区 分 对 象 类 的 排列 


在 2.11 节 和 2.12 节 中 ， 我们 过 到 计数 一 个 对 象 集 的 排列 数量 的 问题 ， 且 其 中 一 些 对 象 是 不 
可 区 分 的 ， 本 节 我 们 要 开发 计数 这 一 状况 的 另 一 种 方法 . 


【 例 2.32“ 热 手 效应 "】 一 名 篮球 队员 发 现在 一 次 早 前 的 比赛 中 ， 他 的 10 次 投篮 有 4 次 命 

中 ，6 次 失 球 ， 然 而 ， 所 有 的 4 次 命中 都 在 前 面 ， 这 名 篮球 队员 的 观察 可 以 缩写 成 如 下 形式 : 
XXXXOOOOOO， 
其 中 X 表示 命中 ， 而 O RARER. 这 一 观察 是 一 次 偶然 事件 吗 ? 或 表明 这 名 队员 有 一 个 “ 热 手 效 
应 (hot hand)" 呢 ? 热 手 效应 假设 一 旦 一 名 队员 命中 一 球 ， 那 么 他 下 一 球 命中 的 几率 就 会 高 于 平 
均 几 率 (对 于 热 手 效应 现象 的 详细 分 析 参 见 Tversky 和 Gilovich[1989])， 为 了 回答 这 一 问题 ， 假 
设 没 有 诸如 热 手 这 样 的 情况 ， 即 在 一 个 球 命中 (或 失 球 ) 之 后 ， 下 一 个 球 并 不 会 有 更 多 (或 更 少 ) 的 
可 能 命中 ， 因 此 ， 假 设 命中 的 发 生 是 随机 的 ， 而 且 每 一 次 投球 命中 的 概率 相同 ， 与 其 他 投球 的 发 
生 状 况 无 关 ， 即 4 个 进 球 和 6 个 失 球 的 所 有 可 能 的 顺序 是 均等 的 .日 这 样 的 顺序 有 多 少 种 呢 ? 使 
用 2.11 节 的 记 法 ， 这 一 答案 是 
10! 


P(10;6.4) = C(10;6,4) = 4461 一 210. 


为 了 直接 得 到 这 一 结果 ， 注 意 这 里 有 10 个 位 置 ， 而 且 我 们 希望 把 其 中 的 4 个 指定 给 X， 其 中 的 6 
个 指定 给 0， 因 此 ， 这 样 的 顺序 数量 是 C(10; 6，4) 二 210。 如 果 所 有 这 样 的 顺序 是 均等 的 ， 那 
么 看 到 特殊 排列 


XXXXOOOOOO 
的 概率 是 1/210， 当 然 ， 这 是 看 到 任意 一 个 给 定 排列 的 概率 .更 有 趣 的 是 计算 10 个 投球 中 正好 
有 4 个 命中 ， 且 它们 是 连 在 一 起 的 概率 .在 10 个 投球 中 有 4 个 进 球 、6 个 失 球 ，4 个 进 球 连 在 一 
这 并 不 预示 10 个 进 球 和 失 球 的 所 有 排列 是 均等 的 ， 例 如 ， 即 使 投 进 一 个 球 是 天 机 发 生 的 ， 如 果 投 进 一 个 球 几 
平 不 可 能 ， 那 么 序列 0000000000 比 序列 XXXXXXXXXX 更 有 可 能 
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起 的 排列 有 多 少 种 ? 为 了 回答 这 一 问题 ， 考 虑 把 4 个 进 球 作为 一 个 单位 X* .于 是 我 们 希望 只 考 
虑 计算 1 个 X* 和 6 个 O 的 顺序 的 数量 .于 是 


~ A ee 
C7;1,6) = mai 7 


种 这 样 的 顺序 ， 这 些 对 应 于 下 面 的 顺序 : 
XXXXOOOOOO ( 即 X* 000000), 
OXXXX00000 (E OX* 00000), 
OOXXXXOOOO (EI OOX* 0000), 
OOOXXXXOOO (E OOOX* 000), 
OOOOXXXXOO (EI OOOOX* 00), 
OOOOOXXXXO (E OOOOOX* 0), 
OOOOOOXXXX (Bil 000000X* >. 


给 定 4 个 进 球 和 6 个 失 球 ， 看 到 4 个 进 球 和 6 个 失 球 且 所 有 进 球 连 在 一 起 的 概率 是 7/210， a. 


这 一 概率 相当 小 ， 因 此 ， 看 到 所 有 进 球 都 连 在 一 起 很 不 寻常 ， 我 们 期 望 这 不 是 随机 出 现 的 ， 因 此 
有 了 热 手 效应 这 样 的 事情 (我 们 在 练习 6. 8 讨论 热 手 效应 的 问题 ). 

在 结束 这 一 例子 之 前 ， 我 们 重复 一 下 4 个 进 球 和 6 个 失 球 的 排列 方式 的 数量 计算 .假设 我 们 
为 这 些 投球 加 标签 使 得 它们 是 可 区 分 的 ， 

Xa s Xb s Xe Xa Oa Ob -Oc Oa Ov Or. 
这 10 个 标签 的 排列 数 是 10!， 对 于 每 一 个 这 样 的 排列 ， 我 们 可 以 随意 重 排列 4 个 X; 这 样 就 有 
41 个 重 排列 ， 就 我 们 的 讨论 而 言 ， 每 个 重 排列 产生 一 个 排列 ， 可 以 认为 是 相同 的 ， 类 似 地 ， 我 
们 也 可 以 用 6! 种 方法 重 排列 6 个 O， 因 此 ， 有 4! <6! 个 排列 是 相同 的 ， 而 且 每 一 个 排列 都 对 应 
于 41! X6! 个 类 似 排列 ， 不 可 区 分 排列 数 是 
101 


arer Ê 

扩展 例 2. 32 的 推理 给 出 了 Pons n, n, =, m)=CCn; m, m, =, me) GER 2.6) 的 另 
一 个 证 明 . 
本 节 练 习 


1. 假设 一 个 研究 人 员 发 现 12 个 陪 替 氏 (petri) 培 养 四 中 。 有 4 个 已 生长 而 有 8 个 没有 生长 ， 已 生长 的 这 4 个 
培养 中 彼此 相 邻 ， 假 设 12 个 培养 髓 中 有 4 个 已 生长 ， 且 这 些 培养 四 的 所 有 排序 都 是 均等 的 ，4 个 已 生长 
的 培养 四 彼此 相 邻 的 概率 是 多 少 ? 

2. 一 位 市 场 调查 员 发 现 一 个 拍卖 台 上 的 11 辆 汽车 中 ，4 辆 是 进口 车 ，7 辆 是 国产 车 ，4 辆 进口 车 彼此 相 邻 . 
假设 11 辆 汽车 中 4 辆 是 进口 车 ， 且 这 11 辆 车 的 所 有 排序 都 是 均等 的 ， 那 么 这 4 辆 进口 车 彼此 相 邻 的 概 
率 是 多 少 ? 

3. 假设 一 名 林 务 官 发 现 有 一 些 树 生病 了 (5S) 而 有 一 些 树 很 好 (W)， 他 发 现 一 行 13 棵 树 中 ,前 5 棵 是 S， 后 
8 BLE W. 

〈a) 假 设 疾病 的 发 生 是 随机 的 ， 而 且 所 有 树 生病 的 概率 都 相同 ， 且 与 其 他 树 的 状况 无 关 ， 观 察 到 给 定 顺 
序 的 概率 是 多 少 ? 
(b)13 棵 树 中 有 5 棵 生病 ，8 棵 是 好 的 ， 且 5 棵 生病 的 树 连 在 一 起 的 概率 是 多 少 ? 

4. 假设 一 名 林 务 官 发 现 有 一 些 树 生病 (S)， 有 一 树 很 好 (W)， 且 有 一 些 树 有 疑问 (Q)、 假 设 有 30 TRB. 
10 棵 有 病 或 有 疑问 ， 这 10 标 树 连续 出 现 的 概率 是 多 少 ? 假设 有 病 的 、 好 的 及 10 棍 怀 疑 有 病 的 树 的 所 有 
序列 都 是 均等 的 . 


[68] 


[69] 
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5. 假设 在 一 个 街区 有 11 座 房 子 排列 在 一 起 ， 有 6 座 受 到 白蚁 的 侵扰 . 
《a) 这 6 座 房子 相 邻 的 方式 有 多 少 种 ? 
(b) 这 6 座 房子 都 互 不 相 邻 的 方式 有 多 少 种 ? 
(中 有 多 少 种 方法 设计 一 个 访问 顺序 ， 使 得 走访 其 中 的 两 座 房子 且 这 两 座 房子 没有 白蚁 ? 
(d) 有 多 少 种 方法 设计 一 个 访问 顺序 ， 使 得 走访 其 中 的 两 座 房 子 且 至 少 有 一 座 房子 没有 白蚁 ? 
6. 一 对 夫妇 生 9 个 孩子 且 有 5 个 男孩 ， 有 多 少 种 不 同 的 顺序 使 得 首先 生 一 个 男孩 且 所 有 4 个 女孩 是 连续 出 
生 的 ? 
7. 在 一 个 圆桌 边 围 座 坐 8 个 人 ， 有 多 少 种 不 同 的 就 座 方法 ? (理解 “不 同 "在 这 里 的 意义 ) 
8. 随机 选取 一 个 长 度 为 4 的 RNA 链 ， 这 一 RNA 链 有 下 列 情况 的 概率 是 多 少 ? 
(4) 至 少 有 三 个 连续 的 C。 (b) 至 少 有 两 个 连续 的 C. 
(中 有 一 个 连续 的 AG. (d) 一 个 连续 AUC. 
9. 长 度 为 21 的 位 串 ， 每 一 个 1 后 面 跟着 0 且 有 十 七 个 0 和 四 个 1， 这 样 的 位 串 有 多 少 种 ? 
10. 长 度 为 20 的 RNA 链 ,， 有 5 个 A, 4 个 U, 5 个 C 和 6 个 G, 且 每 个 C 后 面 跟着 G， 这 样 的 RNA 链 有 
多 少 条 ? 
11. 有 20 个 人 ,他 们 的 记录 被 有 序 地 存储 在 一 个 文件 里 ， 我 们 想 要 随机 地 选 出 其 中 的 4 个 人 进行 调查 ， 并 
保证 不 选取 连续 的 两 个 人 ， 有 多 少 种 方法 实现 ? [提示 : 或 选取 最 后 一 位 ,或 者 不 . ] 
2.14 二 项 式 展开 
假设 6 位 牌照 是 这 样 做 成 的 这 六 位 中 的 每 一 位 或 者 是 一 个 数 或 者 是 一 个 字母 ， 回想 一 下 加 
法 和 乘法 规则 ， 有 
(10 + 26)8 = 2 176 782 336 
种 可 能 的 牌照 ， 扩 展 这 一 情况 ， 假 设 牌照 需要 n 位 且 每 一 位 或 者 是 a 个 事物 中 一 个 ， 或 者 是 5 个 
事物 中 的 一 个 ， 那么 有 
a+b)" 
种 牌照 。 作 为 本 章 所 考 虚 的 这 一 想法 的 一 个 运用 ， 我 们 开发 一 个 关于 (a 十 b)" 的 有 用 公式 . 
定理 2.7( 二 项 式 展开 ) 对 于 "0， 
ato" = DIC,katbnt = È (pawr 4, 
证 明 S Hë: 
(a+b)" = (atb)atb)(a+b). 
?次 
在 各 项 相 乘 过 程 中 ， 我 们 从 每 一 个 因子 (a 十 中 挑 出 一 项 ， 因 此 ， 我 们 仅 得 到 形 如 atp" 一 的 项 . 
为 了 求 出 atb"“* 项 的 系数 ， 注 意 到 ,为 了 得 到 atb"* 我 们 需要 从 个 (a 十 b) 中 选 出 上 个 a， 这 一 
选取 方法 有 (有 ) 种 . m 
特别 地 ， 我 们 有 
(a+b)? 一 Gje + (2)w+ Gje =a? + 2ab +h 


(a+6)3 = (3)a+ (j)a2o+ (2)a2+(3)2 = aè +3a?b+ 3ab? +63 


O ”对 于 另 一 种 证 明 ， 和 参见 练习 12. 
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ator = (Sat + (f)ato+ (S) are + (3) + (4)ot 
= at +4a3b+ 6026? + 4ab3 +H, 
读者 可 以 把 这 里 的 二 项 式 系数 与 帕斯卡 三 角形 (图 2. 4) 中 出 现 的 数 相 比较 ， 你 注意 到 相似 之 处 了 吗 ? 
不 难 把 定理 2. 7 的 二 项 式 展开 扩展 到 (a 十 b 十 c)" 的 展开 ， 而 且 更 一 般 地 有 
(al 十 az +e Har)” 
的 展开 .我 们 把 这 一 扩展 留 给 读者 (练习 5 和 8). 
下 面 给 出 若干 二 项 式 展开 的 应 用 ， 通 过 在 定理 2. 7 中 取 a=1，b 一 zx， 可 求 出 (1 十 z)30 在 展开 
中 za 的 系数 ， 我 们 求 的 是 lioz2 的 系数 ， 即 为 CC30，10). 
定理 2.8 对 于 n>0， 有 


证 明 注意 : 
2" = (1+1), 
因此 ， 根 据 一 0 一 1 时 的 二 项 式 展开 ， 有 


a= È (pera. 图 
还 可 以 按 如 下 观点 考虑 定理 2. 8， 数 2" 计数 ”集合 的 子 集 的 数目 ， 定 理 2. 8 的 左 侧 计数 ” 集 
合 的 0 元 素 子 集 数目 ， 加 上 1 元 素 子 集 数目 ， 加 上 2 元 素 子 集 数目 ， 一 直 加 上 ”元素 子 集 的 数 
目 ， 用 这 种 方法 每 一 个 子 集 刚 好 计数 一 次 . 
定理 2.9 对 于 n>0,， 有 


CCE) em) 
证 明 
o= a= = i+ = BCD [ 
推论 2.9.1 对 于 n>0， 有 
(oj+ (aH = (D+ (3) 


这 一 推论 可 以 解释 为 ， 从 nn 个 对 象 中 选取 偶数 个 对 象 的 方法 数 等 于 选取 奇数 个 对 象 的 方法 数 . 


本 节 练习 
1 写 出 : 

laty) (b) (a +26) (© 2u+3v)" 
2. 确定 下 列 式 子 的 展开 式 中 zx" 的 系数 : 

WAH)" 《b)(2 十 zi 《GD(2z 十 43) 


3. +2)" (1 十 z) 的 展开 式 中 之 的 系数 是 什么 ? 
4 (1 十 z) (1 十 z)* 的 展开 式 中 t 的 系数 是 什么 ? 
5. 确定 (a 十 5 十 c)" 的 展开 公式 . 

6. METIH 的 展开 式 中 PRO 的 系数 . 

7. 确定 (x 十 y 十 x) 的 展开 式 中 rye" 的 系数 . 

8. 确定 (ai Hatta)" 的 展开 公式 . 

9. (atb 十 c)* 的 展开 式 中 abe 的 系数 是 什么 ? 


?71 
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10.(z 十 y 十 z 十 2w)* 的 展开 式 中 ry ow 的 系数 是 什么 ? 
11. (a+ 56+ 2c 十 2d)8 的 展开 式 中 oF cd! 的 系数 是 什么 ? 
12. 通过 对 n 做 归纳 证 明定 理 2. 7. 
12), (12) 4 (12), (12), (12), (12), (12 
ws 3R(9)+ (2) +E) + (8 +08) + Gio) + (49) 8 
14. 证 明 一 个 二 集合 的 偶数 子 集 的 个 数 等 于 2 一 . 


15. 一 个 位 串 具 有 偶数 奇偶 性 (even parity)， 如 果 它 有 偶数 个 1 长度 为 上 的 位 串 中 有 多 少 个 位 串 有 偶数 奇偶 性 ? 
16. OR: 


人) wde (z) 
3 n < n 
wD (7) ce ace (7) 
《Ce e(R) RR C+ D 的 展开 式 求 微分 ,并 设 z = 1.1 
17. WE: 
wS) m = 4) cw Date = 03") 


2.15 简单 游戏 中 的 势力 
2.15.1 简单 游戏 的 例子 

本 节 把 前 面 所 描述 的 某 些 计数 规则 应 用 于 多 人 游戏 的 分 析 中 ， 在 现代 应 用 数学 中 ， 游 戏 不 
仅仅 意味 着 榴 断 游戏 、 国 际 象棋 或 纸牌 游戏 ， 它 可 以 是 一 组 玩家 为 各 种 奖励 或 报酬 而 竞争 的 任 
意 情况 ， 在 这 种 意义 下 ， 政 治 也 是 一 种 游戏 ， 经 济 市 场 也 是 一 种 游戏 ， 国 际 贸易 也 是 一 种 游戏 
等 ， 在 这 里 我 们 将 采用 这 种 更 广泛 的 游戏 意义 . 

把 一 个 游戏 考虑 成 有 个 玩家 的 集合 7。 我 们 感 兴趣 的 是 各 玩家 间 的 可 能 合作 ， 并 相应 地 研 
究 玩家 的 联合 (coalition) ， 它 对 应 于 集合 1 的 子 集 ， 我 们 集中 讨论 简单 游戏 (simple game), FH 
的 每 一 联合 或 者 是 赢 或 者 是 给， 我 们 可 以 通过 给 定 一 个 值 函数 v 来 定义 一 个 简单 游戏 ， 该 值 函 数 
把 数字 0 或 1 指定 给 每 个 联合 SSI, AY S 是 一 个 输 联 合 时 v(S) 等 于 0， 而 当 S 是 一 个 赢 联合 
时 uw(S) 等 于 1， 在 游戏 理论 中 ， 通 常 假设 输 联合 的 子 集 不 能 是 赢 联合 ， 我 们 将 做 这 一 假设 ， 通 党 
还 假设 对 于 所 有 的 S， 或 者 S 或 者 1 一 S 是 输 联合 ， 我 们 将 做 这 种 假设 . 

简单 游戏 的 非常 重要 的 例子 是 加 权 多 数 游戏 ， 在 一 局 加 权 多 数 游戏 (weighted majority game, 
又 译 为 加 权 强 对 策 ) 中 ， 有 "个 玩家 ， 玩 家 有 张 投票 ， 一 个 联合 是 赢 的 ， 当 且 仅 当 它 至 少 有 
4 张 投票 ， 我 们 把 这 一 游戏 记 为 

[qose swm]. 

或 者 S 或 者 1 一 S 是 输 联合 的 假设 对 允许 的 g，wi，w，…，ww 给 出 了 限制 ， 例 如 ，[3; 4，4] 不 
满足 这 一 要 求 ， 加 权 多 数 游戏 发 生 在 公司 ， 在 那里 玩家 是 股东 ， 而 且 一 名 股东 对 拥有 的 每 一 股 都 
有 一 张 投票 。 大 多 数 立法 机 构 都 是 形 如 [g; 1，1，…， 菇 的 加 权 多 数 游戏 ， 其 中 每 一 个 玩家 有 一 
张 投票 ， 然 而 ， 有 一 些 立法 机 构 给 立法 者 的 投票 数量 对 应 于 他 的 管区 的 人 口 。 例 如，1964 年 的 
纽约 纳 苏 郡 的 郡 议 会 就 是 加 权 多 数 游戏 [59; 31，31，21，28，2，2](Banzhaf[1965])， 另 一 个 
例子 是 欧洲 联盟 部 长 理事 会 ， 这 一 组 织 由 15 个 成 员 国 组 成 ， 为 联盟 立法 ， 在 大 多 数 情况 下 ， 这 
个 理事 会 通过 由 如 下 所 示 加 权 成 员 国 进行 “资格 多 数 "投票 来 决策 : 


O ”这 一 节 可 以 跳 过 而 不 失 连 续 性 阅读 本 节 要 求 2. 1 节 一 2. 8 节 的 知识 . 
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德国 ， 法 国 ， 意 大 利 ,英国 各 10 票 
西班牙 sR 
EHN, BBE, OS, DUF 各 5 票 
奥地利 ， 瑞 典 各 4 票 
BRS, AR, 芬兰 各 3 票 
卢森堡 2m 
总 计 87 票 


资格 多 数 至 少 要 求 有 62 票 ， 因 此 ， 这 一 加 权 多 数 游戏 是 
[62;10,10,10,10.8,5,5,5,5,4,4,3,3,3,2]. 

(关于 这 一 标准 加 权 多 数 游戏 的 一 个 有 趣 的 修改 是 : 在 某 些 情况 下 ， 资 格 多 数 投票 还 是 62 票 ， 但 
是 这 些 票 必须 由 至 少 10 个 成 员 国 投票 ， 我 们 将 不 考虑 这 种 情况 . ) 

也 许 大 多 数 初 等 加 权 多 数 游戏 是 [2; 1, 1, 1]. 在 这 一 游戏 中 有 三 个 玩家 ， 每 一 个 玩家 都 有 
一 张 投票 ， 且 玩家 的 简单 多 数 形成 一 个 赢 联合 ， 因 此 ， 这 个 赢 联合 是 集合 

{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3). 

简单 游戏 的 另 一 个 例子 是 联合 国安 理会 。 这 里 有 15 个 玩家 : 5 个 常任 理事 和 10 个 非常 任 理 
事 ， 对 于 有 关 实 质 事项 的 决定 ， 一 个 联合 是 赢 联合 ， 当 有 生 仅 当 它 含有 所 有 5 个 常任 理事 成 员 ， 因 
为 他 们 有 一 票 否 决 权 S ， 而 且 至 少 有 10 个 非常 任 理事 成 员 中 的 4 个 成 员 ( 对 于 程序 性 事项 ， 决 策 
的 通过 至 少 需要 15 个 成 员 中 的 9 个 成 员 的 赞成 票 )、 有 趣 的 是 ， 对 于 实质 决策 ， 可 以 把 安理会 看 
成 一 个 加 权 多 数 游戏 ， 因 为 可 以 把 这 一 游戏 考虑 成 

[805 7) 7) 7% 7% 7% Us ds dy dy de ds 1, le dy Uy 

其 中 前 五 名 玩家 对 应 于 常任 理事 ， 易 见 ， 这 一 游戏 的 赢 联合 恰好 与 安理会 的 常任 理事 相同 ， 因 
此 ， 即 使 在 安理会 中 非 显 式 地 指定 加 权 投票 ， 这 个 游戏 还 是 可 以 认为 是 加 权 多 数 游戏 . (请 读者 
考虑 如 何 得 到 这 些 数 ， 如 39，7 和 1， 从 而 把 一 个 简单 游戏 变 成 加 权 多 数 游戏 . ) 

澳大利亚 政府 也 出 现 类 似 的 情况 ， 在 做 国家 决策 时 ，6 个 州 和 联邦 政府 都 起 作用 ， 事 实 上 ， 
一 项 措施 通过 ， 当 上 且 仅 当 它 至 少 有 5 个 州 或 至 少 2 个 州 和 联邦 政府 的 支持 ， 易 见 ， 这 一 简单 游戏 
《在 有 相同 赢 联合 的 意义 下 ) 对 应 于 游戏 [5; 1，1，1，1，1，1，3]， 其 中 第 七 个 玩家 是 联邦 
政府 ， 

并 非 每 一 个 简单 游戏 都 是 加 权 多 数 游戏 ， 两 院 立法 委员 会 就 是 一 个 例子 (参见 练习 5). 
2. 15.2 ”Shapley-Shubik 势力 指数 

我 们 将 讨论 简单 游戏 中 玩家 的 势力 (power) 的 度量 问题 : 他 操纵 赢 联合 的 能 力 ， 首 先 注意 势 
力 不 一 定 与 玩家 拥有 的 投票 数 成 比例 .例如 ， 比 较 两 个 游戏 [2; 1，1，1] 和 [51，49，48，3]. 
两 个 游戏 都 有 3 个 玩家 ， 而 且 2 个 或 更 多 玩家 的 任意 联合 都 是 赢 联合 ， 因 此 ， 在 这 两 个 游戏 中 ， 
玩家 3 是 在 同样 的 赢 联合 中 ， 因 此 实质 上 拥有 相同 的 势力 这 两 个 游戏 也 许可 以 解释 成 有 3 个 政 
党 的 立法 委员 会 .在 第 一 个 立法 委员 会 中 ， 有 3 个 同等 的 政党 ， 且 3 个 中 必须 有 2 个 赞同 才能 使 
一 项 措施 通过 ， 在 第 二 个 立法 委员 会 中 ， 有 2 个 大 党 和 一 个 小 党 ， 然而， 假设 政党 成 员 作为 一 个 
团体 进行 投票 ， 那 么 一 项 措施 仍 需要 得 到 3 个 政党 中 2 个 政党 的 赞同 才能 通过 ， 所 以 ， 从 效果 上 
第 三 个 小 政党 与 其 在 第 一 个 立法 委员 会 中 的 势力 一 样 . 

有 许多 度量 简单 游戏 势力 的 可 供 选 择 的 方法 ， 其 中 包括 由 Banzhaf[1965]、Coleman[1971]、 
Deegan 和 Packel[1978], 、Johnston[1978] 以 及 Shapley 和 Shubik[1954] 提 出 的 势力 指数 ， 我 们 将 


日 这 就 是 “强权 一 致 "规则 . 
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在 5.7 节 中 讨论 Banzhaf 和 Coleman 的 势力 指数 .前 者 已 应 用 于 法 院 的 “一 个 人 ”、“ 一 张 投票 ”的 
情况 .我 们 集中 研究 Shapley-Shubik 势力 指数 ， 该 指数 由 Shapley[1953] 以 原始 形式 提出 ， 并 由 
Shapley-Shubik[1954] 以 我 们 提 到 的 形式 推广 ，( 在 更 一 般 的 原始 形式 中 ， 它 被 称 为 Shapley fii. ) 
对 于 Shapley-Shubik 指数 的 文献 介绍 参见 Shapley[1981]， 对 于 关于 势力 度量 的 文献 概览 参见 
Lucas[ 1983]. 
考虑 通过 一 次 增加 一 个 玩家 ， 直 到 达到 一 个 赢 联合 来 构建 一 个 联合 ， 当 一 个 玩家 的 加 入 导 

致 输 联合 转变 成 赢 联合 时 ， 这 个 玩家 被 称 为 中 轴 (pivotal)， 更 形式 化 地 ， 考 虑 玩家 的 任意 排列 ， 
如 果 i 前 面 的 玩家 集合 是 输 联合 且 i 前 面 的 玩家 和 i 组 成 的 集合 是 赢 联合 时 ， 称 玩家 i 为 这 一 排 
列 的 中 轴 ， 例 如 ， 在 游戏 [2; 1，1，1] 中 ,玩家 2 在 1，2，3 的 排列 和 排列 3，2，1 中 是 中 轴 . 
在 简单 游戏 中 ， 玩 家 i 的 Shapley-Shubik 势力 指数 的 定义 如 下 所 示 : 

b 二 玩家 i 为 中 轴 的 玩家 排列 数 

i 玩家 的 排列 数 y 
如 果 我 们 认为 玩家 的 一 个 排列 是 随机 选取 的 ， 那 么 玩家 i 的 Shapley-Shubik 势力 指数 是 玩家 i 为 
中 轴 的 概率 ， 例 如 ， 在 游戏 [2; 1. 1. 1] 中 ， 有 3 个 玩家 ， 因 此 有 3! 个 排列 .每 一 个 玩家 在 这 
些 排列 的 两 个 排列 中 都 是 中 轴 ， 例 如 ， 正 如 我 们 所 提 到 的 那样 ， 玩 家 2 在 排列 1，2，3 和 排列 3， 
2, 中 是 中 轴 ， 因 此 ， 每 一 个 玩家 有 势力 2/3! =1/3. 在 游戏 L51，49，48，3] 中 ， 玩 家 1 在 排 
列 2，1，3 和 排列 3，1，2 中 是 中 轴 ， 在 第 一 个 排列 中 ， 他 带 来 足够 多 的 投票 把 玩家 2 的 投票 从 
48 变 成 97， 而 在 第 二 个 排列 中 ， 他 带 来 足够 多 的 投票 把 玩家 3 的 投票 从 3 变 成 52， 因 此 ， 


类 似 地 ， 玩 家 2 在 排列 1，2，3 和 3，2，! 中 是 中 轴 ， 而 玩家 3 在 排列 1，3，2 和 2，3，1 中 是 
中 轴 ， 因 此 ， 
b= P= i. 
因此 ， 如 预测 的 那样 ， 较 小 的 第 三 政党 与 两 个 较 大 的 政党 的 势力 相同 . 
在 游戏 [51; 40，30，15，15] 中 ， 可 能 的 排列 如 表 2. 10 所 示 ， 其 中 每 一 个 排列 中 的 中 轴 玩 

家 都 被 标 上 圆圈 .玩家 1 是 中 轴 的 有 12 项 ， 所 以 他 的 势力 是 12/4!1 一 1/2， 玩 家 2，3，4 各 为 中 
轴 的 有 4 项 ， 所 以 他 们 每 一 个 的 势力 是 4/4!1 一 1/6. 
表 2.10 游戏 [S1; 40，30，15，15] 中 玩家 的 所 有 排列 且 中 轴 玩 家 被 标 上 加 图 
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计算 澳大利亚 政府 ， 即 游戏 [5; 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3] ff Shapley Shubik 势力 指数 ， 在 本 例 
以 及 下 一 个 例子 中 ， 对 于 计算 Shapley-Shubik 势力 指数 来 说 ， 枚 举 出 所 有 排列 不 是 一 个 最 实用 的 
方法 我们 采用 另 一 个 方法 ， 联 邦 政府 (玩家 7) 在 给 定 的 排列 中 是 中 轴 ， 当 且 仅 当 它 是 排列 中 的 
第 三 、 第 四 或 第 五 个 位 置 ， 根 据 对 称 性 我 们 观察 到 ， 在 这 7 个 玩家 的 排列 中 ， 联 邦 政府 正好 在 每 
7 个 排列 中 的 1 个 排 在 第 i 个 位 置 .因此 ， 它 在 每 7 个 排列 中 的 3 个 排 在 第 三 、 第 四 或 第 五 个 位 
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置 ， 所 以 ， 联 邦 政府 成 为 中 轴 的 概率 是 3/7， 即 : 
mas. 
我 们 也 可 以 通过 观察 得 到 这 一 结果 : 联邦 政府 在 7 个 玩家 的 排列 中 排 在 第 三 个 位 置 的 排列 数 是 


6!， 因 为 我 们 必须 排序 其 余 的 玩家 类似 地 ， 联 邦 政府 排 在 第 四 个 位 置 (或 第 五 个 位 置 ) 的 排列 数 
也 是 6!， 所 以 ， 


_3.6!_3 
TI FE 
现在 ,很 容易 看 到 
pit pt + p=) 
总 有 (为 什么 ) 
Dpi=1 

因此 ， 

ptpet pt p+ ps+ ps =1-4=4, 
因为 根据 对 称 性 有 


pi = p = = por 
上 式 中 的 每 一 个 数 都 等 于 


所 以 ， 尽 管 联邦 政府 的 投票 数 只 是 一 个 州 的 投票 数 的 3 倍 ， 但 它 的 势力 是 州 的 4% 倍 (9/21 H 2/21). 
2.15.3 ”联合 国安 理会 
接 下 来 讨论 联合 国安 理会 的 Shapley-Shubik 势力 指数 的 问题 固定 非常 任 玩家 i 玩家;i 在 
在 下 面 的 排列 中 是 中 轴 ， 即 在 玩家 i 的 前 面 有 所 有 的 常任 玩家 及 3 个 非常 任 玩家 ， 这 样 的 排列 有 
多 少 个 呢 ? 为 了 找到 一 个 这 样 的 排列 ， 我 们 首先 选取 在 i 前 面 的 3 个 非常 任 玩家 ， 对 于 每 一 个 这 
样 的 选择 ， 我 们 排序 所 有 排 在 i 前 面 的 8 个 玩家 (5 个 常任 玩家 和 3 个 非常 任 玩家 ); 对 于 每 一 个 
这 样 的 选择 和 排序 ， 我 们 排序 其 余 i 后 面 的 6 个 非常 任 玩家 ， 做 出 第 一 种 选择 的 方法 数量 是 C(9， 
3)， 排 序 前 面 的 玩家 的 方法 数量 是 8!， 且 排序 后 面 的 玩家 的 方法 数量 是 6!， 因 此 ， 根 据 乘法 规 
W, i 是 中 轴 的 排列 数目 由 下 式 给 出 : 
9,3) X 81 X61= peg X81 x6!= 
因为 15 个 玩家 的 所 有 排列 数目 是 15!， 所 以 
pi = PIB! = 151 ~ 0. 001865. 


这 说 明 非 常任 玩家 的 势力 之 和 是 这 个 数 的 10 倍 ; 即 它 是 0. 018 65. 所以， 因为 所 有 势力 之 和 是 
1， 常 任 玩家 的 势力 之 和 是 0. 981 35， 有 五 位 常任 玩家 ， 根 据 对 称 性 ， 每 一 个 都 有 相同 的 势力 . 
因此 它们 每 一 个 有 如 下 势力 : 


9 


Pj 


因此 ， 常 任 成 员 比 非常 任 成 员 势 力 大 100 倍 (联合 国安 理会 和 其 他 这 种 形式 的 立法 团体 的 势力 计 
算 概念 是 由 Shapley 和 Shubik[1954] 提 出 的 ). 


= 2.981 35 ~ 0. 1963, 
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2. 15.4 ”两 院 制 立法 机 构 

为 了 给 出 一 个 更 复杂 的 例子 ， 假 设 我 们 有 一 个 在 第 一 院 里 有 m 个 成 员 ， 在 第 二 院 里 有 no 个 
成 员 的 两 院 制 立 法 机 构 信 .假设 一 项 措施 仅 当 它 在 每 个 立法 院 里 都 有 多 数 赞成 时 能 够 通过 ， 而 且 
为 了 简单 起 见 假设 m 和 nz 都 是 奇数 ， 设 [是 两 院 的 成 员 集合 的 并 集 ， 设 + 是 1 的 任意 排列 .在 
第 j 院 里 的 玩家 i 在 x 中 是 中 轴 ， 如 果 在 x 中 他 是 他 所 在 院 里 的 第 [(” 十 1)/2] 个 玩家 ， 且 另 一 院 
里 的 多 半 排 在 他 的 前 面 ， 然而， 对 于 在 第 一 院 里 的 玩家 为 中 轴 的 任意 排列 r， 相 反 的 排列 使 第 二 
院 里 的 一 个 玩家 成 为 中 轴 ( 为 什么 )。 更 进一步 ， 每 一 个 排列 以 某 个 玩家 为 中 轴 .， 所以， 在 院 1 的 
某 个 玩家 是 中 轴 的 排列 占 所 有 排列 的 1/2。 因 为 在 院 ! 里 的 所 有 玩家 被 一 视 同仁 ， 所 以 这 些 玩家 
中 的 任意 一 个 刚好 在 排列 的 1/(2m ) 中 成 为 中 轴 . 类 似 地 ， 院 2 的 任意 一 个 玩家 在 排列 的 1/(2n2 ) 
中 成 为 中 轴 . 因此 ， 院 1 的 每 一 个 玩家 有 势力 1/(2m ) 而 院 2 的 每 一 个 玩家 有 势力 1/(2m )， 在 美 
国 众议院 和 参议 院 中 , m=435 和 mo 二 101， 包 括 副 总 统 ， 在 平局 时 他 投票 ， 根 据 我 们 的 计算 ， 
每 名 众 议 员 有 势力 1/870~=0.0011， 且 每 名 参议 员 ( 包 括 副 总 统 ) 有 势力 1/202~<0.005， 因 此 ， 每 
名 参议 员 的 势力 是 一 名 众 议 员 的 五 倍 . 

接 下 来 ， 让 我 们 增加 一 名 政府 官员 (州长 ， 总 统 )， 他 可 以 在 两 院 里 投 否决 票 ， 而 且 假设 不 存 
TERS AMAT AE. 现在， 有 mm 十 mw 十 1 名 玩家 ， 一 个 联合 是 赢 的 ， 当 且 仅 当 它 包含 这 名 官员 
且 对 每 个 院 都 是 多 数 ， 假 设 m 和 nz 很 多 ，Shapley 和 Shubik[1954] 证 明 这 名 官员 在 接近 一 半 的 
排列 中 都 将 是 中 轴 ( 这 一 论证 有 些 复杂 ， 我 们 将 跳 过 它 )， 这 两 院 几乎 平分 余下 的 势力 ， 最 后 ， 如 
果 加 上 使 用 两 院 的 三 分 之 二 多 数 可 以 推翻 上 述 的 否决 权 ， 那么 类 似 的 讨论 表明 这 名 官员 拥有 的 
势力 近似 于 六 分 之 一 ， 而 且 两 院 几乎 平分 剩余 的 势力 ， 对 于 更 详细 的 讨论 ， 我 们 建议 读者 参看 
Shapley 和 Shubik 的 论文 . 

对 于 在 选举 团 中 各 州 所 使 用 的 相关 势力 也 可 采用 类 似 的 计算 ，Mann 和 Shapley[1964a，b] 使 
用 如 1961 年 的 选举 团 投票 分 布 做 了 这 一 计算 .纽约 州 有 总 共 538 张 选举 团 投票 中 的 43 张 ， 因 而 
有 势力 0. 0841， 把 这 个 数 与 诸如 阿拉 斯 加 州 等 州 的 势力 0. 0054 比较 ， 阿 拉 斯 加 州 有 三 张 选举 团 
投票 ， 根 据 Shapley 和 Shubik 的 势力 指数 ， 纽 约 州 的 势力 超过 了 它 的 投票 的 百分比 ， 而 阿拉 斯 加 
州 的 势力 则 落后 于 它 的 投票 的 百分比 . 

Boyce 和 Cross[ 未 出 版 的 考查 ，1973] 得 到 了 1972 年 选举 团 投票 分 布 的 类 似 结果 ， 在 1972 年 
的 情况 中 ， 纽 约 州 总 共 得 到 41 张 选 举 团 投票 ，( 总 数 仍 为 538) 且 势力 是 0. 0797， 而 阿拉 斯 加 州 
仍然 得 到 三 张 选 举 团 投票 ， 且 有 势力 0.0054， 对 于 选举 团 游 戏 中 的 更 全 面 的 讨论 可 以 参见 
Brams, Lucas, Straffin[1983]、 Lucas[1983]、Shapley[1981] 和 Straffin[1980]. 

2.15.5 成 本 分 摊 

诸如 Shapley-Shubik 势力 指数 和 更 一 般 的 Shapley 值 这 样 的 游戏 理论 的 解决 方案 ,长 期 以 来 
被 用 于 共享 项 目 中 不 同 用 户 的 成 本 分 捧 问 题 . 这 样 的 应 用 例子 包括 : 把 飞机 跑道 的 费用 分 摊 给 
飞机 场 的 不 同 用 户 ， 把 高 速 公 路 费用 分 捧 给 不 同 尺 寸 的 卡车 ， 捧 派 不 同学 院 共 享 图 书馆 设施 的 
成 本 以 及 用 户 之 间 分 排 电话 呼叫 费用 .参见 Lucas[1981a]、Okada，Hashimoto 和 Young[1982]、 
Shubik[1962]、Straffin 和 Heaney[1981]、Young[1986]. 

最 近 ， 在 多 点 传输 ， 如 网 络 电影 传输 等 方面 ， 这 些 思想 找到 了 令 人 着 迷 的 应 用 、 在 单 点 传输 
路 径 选择 中 ， 从 源头 发 出 的 每 一 个 信息 包 传送 给 单一 接收 者 .为 了 把 相同 的 信息 包 送 给 多 个 场 
所 ， 源 头 需要 发 送出 这 个 信息 包 的 多 个 拷贝 ,结果 造成 大 量 的 宽带 浪费 ， 在 多 点 传输 路 径 选择 


© 这 个 例子 也 是 申 Shapley 和 Shubik[1954] 提 出 的 . 
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h, 我 们 使 用 一 棵 “有 向 树 "把 源头 与 所 有 接收 者 连接 起 来 ， 而 在 分 支点 一 个 信息 包 被 复制 成 所 需 
的 份 数 ， 用 于 多 点 传输 的 宽带 不 直接 归属 于 单一 接收 者 ， 所 以 必须 寻找 一 种 方法 在 各 个 接收 者 
之 间 分 配 费 用 . Feigenbaum, Papadimitriou 和 Shenker [2000], Herzog, Shenker 和 Estrin 
[1997], Jain 和 Vazirani[2001] 运 用 Shapley 值 确定 了 在 多 点 传输 中 的 成 本 分 捧 ， 而 且 研究 了 实 
现 他 们 的 方法 的 计算 难度 . 
2.15.6 特征 函数 

本 节 主 要 讨论 了 简单 游戏 ， 这 些 游戏 可 以 通过 给 每 一 个 联合 S 赋 一 个 等 于 0 或 1 的 值 S(v) 
来 定义 ， 这 个 值 通常 被 解释 为 一 个 联合 通过 合作 可 以 得 到 的 最 好 结果 ， 如 果 这 个 值 函数 或 特征 
函数 ( characteristic function) 能 够 到 任意 实数 为 值 ， 那么 这 个 游戏 被 称 为 特征 函数 形式 
(characteristic function form) 的 游戏 ， 最 近 几 年 这 种 游戏 已 找到 了 广泛 的 应 用 ， 例如， 在 水 污染 
以 及 空气 污染 、 裁 军 和 商贸 等 方面 ， 对 于 这 些 应 用 的 概括 ， 可 以 参见 Brams, Schotter 和 
Schwadianer[1979] 或 Lucas[1981a]， 对 于 更 多 关于 特征 函数 形式 的 游戏 理论 的 信息 ， 可 以 参见 
Fudenberg，Tirole[1991]、Myerson[1997]、Owen[1995] 或 Roberts[1976]. 

关于 更 多 的 游戏 理论 可 以 参见 Aumann 和 Hart[1998]、Fudenberg 和 Tirole[1991]、Jones 
£1980], Lucas{1981b], Myerson[ 1997], Owen{1995]a% Stahl[1998]. 


本 节 练习 
1. 对 于 下 面 每 一 个 加 权 多 数 游戏 ， 陈 述 所 有 赢 联合 . 
(a)[65; 50, 30, 20] (b)[125; 160, 110, 10] 


(ce)1964 年 的 纽约 纳 苏 郡 的 郡 议会 : [59: 31, 31, 21, 28, 2, 2) 

Cd)[80; 44, 43, 42, 41, 5]  (e[50; 35, 35, 35, 1] 
.对 于 下 列 加 权 多 数 游戏 ， 识 别 所 有 最 小 赢 联合 ， 即 具有 如 下 性 质 的 赢 联合 任何 玩家 的 退出 都 会 导致 输 
联合 . 


P 


(a)[14; 6, 6. 8, 12, 2) (b)[60; 58, 7, 1, 1. 1, 1] 
(ec)[20 6, 6. 6, 6] (d) 练 习 1 中 的 所 有 游戏 

3. 为 下 面 加 权 多 数 游戏 中 的 每 一 个 玩家 计算 Shapley-Shubik 势力 指数 . 
(a)[51; 49, 47, 4] (b)[201; 100, 100, 100, 100, 1] 


(OC151; 100, 100, 100, 1] (d)[51s 26, 26, 26, 22] 
(e)[20; 8，8，4，2][ 提 示 ， 玩家 4 能 成 为 中 轴 吗 ?] 
.为 下 面 游 戏 计算 Shapley-Shubik 势力 指数 . 
(a)[16; 9，9，7，3，1，1]( 这 一 游戏 是 1958 年 的 纽约 纳 苏 郡 的 郡 议会 ， 参 见 BanzhafL1965]). 
(b)[59; 31，31，21，28，2，2]( 这 一 游戏 是 1964 年 的 纽约 纳 苏 郡 的 郡 议会 ， 参 见 Banzhaf[1965]). 
. 考虑 由 三 个 参议 员 r, y, z 和 三 个 众议院 成 员 a，b，c 组 成 的 会 议 委 员 会 。 一 项 措施 在 这 一 委员 会 通 
过 ， 当 且 仅 当 它 得 到 至 少 两 名 参议 员 和 至 少 两 名 众议院 成 员 的 支持 
(a) 确 定 这 一 简单 游戏 的 赢 联合 
(b) 证 明 这 一 游戏 不 是 加 权 多 数 游戏 ， 即 我 们 无 法 找到 投票 v). u(y), vlz), va), vb), v(c) Al— 
个 限额 9， 使 得 一 项 措施 通过 当 且 仅 当 赞成 它 的 投票 总 和 至 少 是 9 (注意 :一 个 类 似 的 论点 主张 ， 
一 般 不 可 以 认为 两 院 制 立 法 机 构 是 加 权 多 数 游戏 . ) 
. 在 带 有 相同 赢 联合 的 加 权 多 数 游戏 存在 的 意义 下 ， 下 面 的 陈述 中 哪个 定义 加 权 多 数 游戏 ? 证明 你 的 
答案 . 


玩家 ， 一 个 联合 能 赢 当 且 仅 当 玩家 1 在 其 中 . 
玩家 a，b，zr，y， 一 个 联合 能 赢 当 且 仅 当 至 少 a Ro MED r Ry 在 其 中 . 
《c) 四 个 玩家 ， 一 个 联合 能 赢 当 且 仅 当 至 少 三 个 玩家 在 其 中 . 
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7. 假设 一 个 国家 有 三 个 省 。 在 一 个 州立 法 机 构 中 每 个 省 的 代表 数量 如 下 给 定 : 省 A 有 6 名 , 省 B 有 7 名 ， 
省 C 有 2 名 . 如 果 一 个 省 的 所 有 投票 相同 ， 且 需要 三 分 之 二 多 数 的 投票 ， 使 用 Shapley-Shubik 势力 指数 
求 每 个 省 的 势力 . 
8. 计算 会 议 委员 会 (练习 5) 的 Shapley Shubik 势力 指数 . 
9. 证 明 在 两 院 制 立法 中 ， 对 于 每 一 个 中 轴 是 第 一 院 的 玩家 的 任意 排列 ， 其 反 向 排列 的 中 轴 是 第 二 院 的 玩家 . 
10，(Lucas[1983]) 在 原来 的 联合 国安 理会 中 ， 有 5 个 常任 成 员 和 6 个 非常 任 成 员 ， 赢 联合 由 所 有 5 个 常任 
成 员 和 至 少 2 个 非常 任 成 员 组 成 . 
《a) 作 为 加 权 多 数 游戏 公式 化 这 一 游戏 . 
(b) 计 算 Shapley-Shubik 势力 指数 . 

11. (Lucas[1983]) 有 人 提议 把 日 本 作为 第 六 个 常任 成 员 加 入 到 安理会 中 ， 如 果 是 这 样 ， 假 设 仍然 有 10 个 
非常 任 成 员 ， 且 赢 联合 由 所 有 六 个 常任 成 员 和 至 少 四 个 非常 任 成 员 组 成 . 
(a) 作为 加 权 多 数 游戏 公式 化 这 一 游戏 . 
(b) 计 算 Shapley-Shubik 势力 指数 . 

12. 一 个 游戏 中 ， 有 6 个 玩家 每 人 有 11 张 投票 ， 有 12 个 玩家 每 人 有 1 张 投 票 ， 要 赢 需要 71 张 投票 ， 计 算 
该 游戏 中 有 一 张 投票 的 玩家 的 Shapley-Shubik 势力 指数 . 

13. 如 果 不 需要 输 联 合 的 每 个 子 集 都 是 输 联合 ， 或 者 不 需要 对 于 所 有 S， 或 者 S 或 者 1 一 S 是 输 联合 ， 那 么 
在 一 个 有 个 玩家 的 集合 上 ， 有 多 少 种 不 同 的 简单 游戏 ? 

14. 在 一 个 简单 游戏 中 ， 如 果 p, 是 玩家 i 的 Shapley-Shubik 势力 指数 ， 且 Dr 大 于 去， 5 一定 是 赢 联合 
g? 为 什么 ? 

15. 假设 如 果 S 是 赢 联 合 则 v(S) 是 1， 如 果 S 是 输 联合 则 v(S) 是 0， 如 果 p 是 玩家 i 的 Shapley-Shubik 势 
力 指数 ， 证 明 ， 

PEEKS Sli]: SEES), (2.9) 

其 中 


s=|S|H Xs) 一 


16, 运用 练习 15 中 的 公式 (2. 9)， 计 算 练习 3 中 每 个 加 权 多 数 游戏 的 Shapley-Shubik 势力 指数 . 
17. 通常 假设 如 果 "是 一 个 特征 函数 ， 那 么 


G-n- s)! 
n! A 


uD) =0, (2.10) 
uSUT) SuS)+UT) “SN T= ØA. (2.11) 
下 面 1={1，2,…，n) 上 的 特征 函数 中 哪些 有 这 两 个 性 质 ? 
(a)n=3, WZ)=0, {1}))=w{2))=0{3}))=—1, vl, 2})=3, vl, 3})=3, v({2, 3}))=4, 
wl, 2, 3))=2, 
(b)n=3, WD)=O, vC{1})=v{2})=0, v{3))=—1, vC{1, 2)=1, vl, 3))=0, v({2, 3)= 
—1, v1, 2, 3))=0. 
(on 任意 ; 对 所 有 S S=- S]. 
18. 证 明 下 列 1 二 {1，2，3，4) 上 的 特征 也 数 满 足 练 习 17 的 条 件 (2. 10) 和 (2. 11.9 


uD) =0, 

wi) = 0 SA i, 

ijp = Ed BAIA), 
ijk) = EER AREN ijk 


O 此 练习 和 下 一 个 练习 是 由 A W. Tucker 提出 的 未 发 表 的 练习 . 
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{1,2,3,4)) = 1 十 2 二 3 二 4 


19. 


5 


扩展 练习 18, HI=(1, 2, =, 2n) Hit 
oD) =0, 
wli) =0 对 所 有 i» 
US) = De, 对 每 一 个 满足 | S |> 1 的 S， 
G 


3 
其 中 是 2n 个 正常 数 且 其 和 等 于 1， 证明 "满足 练习 17 的 条 件 (2. 10) 和 (2. 1D. 
在 一 个 被 称 为 障 帮 物 (deterrence) 的 游戏 中 ，n 个 玩家 中 的 每 一 个 玩家 都 有 破坏 其 他 玩家 财产 的 工具 . 
WR w ERKI HUS, WA v(S) 由 下 式 给 出 : 
[一 了 Dw， 如 果 1Sl<n 
Ea 


AS) “站 
0 如 果 | S\=n. 
证 明 vS) 满 足 练习 17 的 条 件 (2. 10) 和 (2. 11). 
21. 在 一 个 被 称 为 纯 交 易 (Pure bargaining) 的 游戏 中 ， 一 个 私人 基金 向 ”个 州 总 共 提供 d 美元 来 开发 水 污染 
清除 设备 ， 条 件 是 各 州 同意 这 笔 资金 的 分 配方 案 ， 在 这 一 游戏 中 v(S) 由 下 式 给 出 : 
10 如 果 |S|<n 
“= |a 如 果 | S| 一 
证 明 wS) 满 足 练 习 17 中 的 条 件 (2. 10) 和 (2. 11). 

22. 在 一 个 被 称 为 双 买 主 市 场 (two-buyer market) 的 游戏 中 ， 玩 家 1 拥有 一 个 对 他 来 说 价值 为 «个 单位 的 物 
品 ， 玩 家 2 认为 这 一 物品 值 5 个 单位 ， 且 玩家 3 认为 它 值 c 个 单位 假设 a<6b<c， 这 一 游戏 的 特征 函 
数 由 下 式 给 出 : 

WD =a wu{2) 一 0 v({3}) 一 0 v({1,2}) =b 
u((l,3D) =c w23 一 0 w123) =e. 
证 明 wkS) 满 足 练 习 17 的 条 件 (2.10) 和 (2. 11). 

23. (Shapley 和 Shubik[1969]) 在 垃圾 游戏 (garbage game) 中 ，n 个 玩家 中 的 每 个 人 有 一 袋 必须 扔 在 其 他 人 

院 里 的 垃圾 . 5 牧 垃圾 的 价值 或 效用 是 一 b， 此 时 ， 


20. 


s 


0 Rs = 0 
wS) -Lav WRO<s<n 
—n 如 果 s =n, 

其 中 s= | S|. 证 明 v(S) 满 足 练习 17 的 条 件 (2. 10) 和 (2. 1D. 
练习 15 中 的 公式 (2. 9) 可 以 作为 特征 函数 形式 游戏 的 Shapley-Shubik 势力 指数 的 定义 ， 对 下 面 各 题 使 
用 这 一 公式 : 
(a) 计 算 练 习 20 的 游戏 的 Shapley-Shubik 势力 指数 . 
(b) 计 算 练 习 21 的 游戏 的 Shapley-Shubik 势力 指数 . 
(oD 计算 练习 22 的 游戏 的 Shapley-Shubik 势力 指数 ， 假 设 < 一 3，b 一 5，c 一 10. 
(d) 计 算 练习 23 的 游戏 的 Shapley-Shubik 势力 指数 . 
(e) 计 算 练 习 19 的 游戏 的 Shapley-Shubik 势力 指数 . 


2.16 ”生成 排列 和 组 合 S 


在 例 2. 10 和 例 2. 17 中 ,我 们 通过 检查 一 个 集合 的 每 一 种 可 能 排列 讨论 了 用 到 的 算法 . (有 
时 我 们 也 许 对 每 一 个 ~ 组 合 或 每 一 个 子 集 感 兴趣 ) 在 例题 中 我 们 没有 提 及 如 何 确定 检查 排列 的 顺 


2. 


p 


O 本 节 可 以 跳 过 . 
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序 问题 ， 因 为 我 们 认为 这 样 的 算法 通常 不 是 非常 有 效 . 然而， 有 时 这 样 的 算法 有 用 .与 此 相关 的 
是 ,我 们 需要 一 个 生成 集合 的 所 有 排列 的 过 程 ， 而 且 一 般 地 ， 生 成 组 合 对 象 特定 类 型 中 的 所 有 成 
A. 本 节 我 们 讨论 这 样 的 过 程 . 
2.16.1 生成 排列 的 算法 

检查 排列 的 一 个 自然 顺序 是 字典 序 (lexicographic order)， 为 了 描述 这 一 顺序 ， 假 设 x= mmm 
和 o 一 mozam 是 集合 {1，2，3) 的 两 个 排列 .我 们 说 x 超前 于 (precede)o， 如 果 mm 一 m， 或 
mao H m<o. (注意 如 果 克 二 a M m=, M m=.) AM, x 二 123 超前 于 o=231， 因 为 
m=1<2=01 ,而 x 二 123 BAF o= 132, 因为 m 二 1=a Hm=2<3=n. B-Ab. Bam 
mm 和 o 二 qo2*…on 是 集合 {1，2，…，n) 的 两 个 排列 ， 那 么 x 超前 于 o， MR <n, 或 m= A< 
ar thm=a Heo Am<oat ma Amo HeH mo A msi Sones 或 …… 因 
此 ，r 一 42135 超前 o 一 42153， 因 为 4 一 4，2 一 2，1=1， 且 3 一 5， 使 用 这 种 字典 序 ， 如 同 在 字典 中 排 
列 单词 一 样 排序 ， 即 先 考虑 第 一 个 "字母 "， 在 相同 的 情况 下 考虑 第 二 个 “字母 "， 以 此 类 推 ， 下 面 
以 字典 序列 出 集合 {1，2，3} 的 所 有 排列 : 

123, 132, 213, 231, 312, 321. (2.12) 

注意 就 数字 集合 {1，2，3，…， 中 的 排列 而 言 ， 如 果 <9, BBA PR HOE A AT 
看 成 是 “ 数 "， 例 如 ， 排 列 3241 可 以 看 成 是 三 千 二 百 四 十 一 ， 在 这 种 情况 下 ， 排 列 的 字典 序 等 价 
于 这 个 “数字 ”的 升序 ， 在 (2. 12) 式 中 ， 以 字典 序 的 排列 从 数字 一 百 二 十 三 递增 到 三 百 二 十 一 . 

我 们 将 描述 以 字典 序列 出 所 有 排列 的 算法 ， 其 关键 步骤 是 ， 对 于 给 定 的 排列 =m aan 确 
定 下 一 个 排列 ， 以 字典 序 的 最 后 一 个 排列 是 nw，n 一 1，n 一 2，…，2，1， 以 该 顺序 它 没有 下 一 个 
排列 ， 所 有 其 他 排列 x 对 于 某 个 i iri. 如 果 mm-1<xw， 这 一 顺序 的 下 一 个 排列 可 以 通过 
交换 xm -1 和 m 而 得 到 ， 例 如 ， 如 果 x 二 43512， 那 么 下 一 个 排列 是 43521， 现 在 假设 m1 zw， 如 
果 x-2 过 mn-1， 我 们 可 以 重 排列 x 的 最 后 三 项 以 得 到 这 一 顺序 下 的 下 一 个 排列 ， 特 别 地 ， 我 们 考 
E n Mn 且 寻 找 比 -2 大 的 数字 中 最 小 的 那 一 个 ， 我 们 把 这 个 数字 放 在 第 (n 一 2) 个 位 置 上 ， 然 
后 ， 以 递增 顺序 排列 最 后 三 个 数字 中 剩余 的 两 个 数字 ， 例 如 ,假设 x 二 15243, IBA mm- =4>3= 
an, {ARE in —2 =2<A =a —1. nM tn 都 大 于 mm-2 且 3 HE mn A me 中 较 小 的 一 个 . 因此 , 把 3 
放置 到 第 三 个 位 置 ， 并 把 2 和 4 按 递增 顺序 放置 ， 从 而 得 到 15324， 如 果 x 一 15342， 我 们 将 把 4 切 
换 到 第 三 个 位 置 ， 而 不 是 2， 因 为 2 天 3， 从 而 得 到 15342. 

一 般 地 ， 如 果 r 关 mn，n 一 1，n 一 2，…，2，1， 那 么 一 定 存在 使 得 十 一 xi+1 的 最 右 侧 的 六 那 
么 必须 重 排列 从 x; 开始 的 元 素 以 便 找 到 这 一 顺序 下 的 下 一 个 排列 ， 通 过 检查 所 有 满足 j>i 的 
zj， 并 寻找 大 于 mi 的 最 小 xj 来 实现 这 一 点 .然后 ， 互 换 xi 和 zi 互 换 后 ， 按 递增 顺序 放置 rj 
后 面 的 数字 ， 它们 现在 是 递减 顺序 ， 所 以 简单 地 翻转 它们 就 可 以 了 .例如 ,假设 x=412653， 那 
么 zt 二 2 Ml xj =3. RE x 和 zi 得 到 413652。 然 后 翻转 得 到 413256， 这 就 是 字典 序 下 的 下 一 个 
排列 . 

这 一 算法 的 各 步骤 概括 如 下 : 


算法 2. 1: 生成 1，2,…，n 的 所 有 排列 

BA: n 

输出 : (1, 2, 从 字典 序 下 的 所 有 n! 个 排列 的 列表 . 

步骤 1. 设 x 二 12…n 且 输出 x. 

步骤 2. 如 果 对 于 所 有 的 i,，xti 记 xi+1， 则 停止 (上述 列 表 完 成 .) 
BMS. TRAE mi WRAL 
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PRA 寻找 使 得 i<j 县 mi 一 xi 的 最 小 zi- 

BRS. 交换 ri 和 zi 

步骤 6. 以 新 的 顺序 翻转 ri 后 面 的 数字 ， 设 x 为 这 一 结果 的 排列 ， 输 出 二 并 返回 到 步骤 2. 

注意 ， 可 以 修改 算法 2. 1， 使 其 在 生成 排列 时 做 各 种 目的 的 检查 .关于 算法 2. 1 的 计算 机 实 
现 的 细节 参见 Reingold，Nievergelt 和 Deo[1977]. 

2.16.2 生成 集合 子 集 的 算法 

在 2.6 节 , 我 们 考虑 了 对 于 给 定 的 浇 头 集合 寻找 所 有 可 能 的 比萨 的 问题 ， 这 等 价 于 寻找 给 定 
的 集合 的 所 有 子 集 的 问题 .本 节 论 述 解决 这 一 问题 的 算法 . 

从 假设 S 是 集合 {1，2，…，n} 的 一 个 子 集 开始 表示 S 的 一 个 等 价 的 方法 是 ， 使 用 长 度 为 
2B, PLE BOB MERA ESP, 而 0 在 B 的 第 i 位 上 则 表明 i 不 在 S 中 . A 
如 ,如果 S={1, 3, 4, BSL, 2, 3, 4, 5, 6, 7), W) B=1011010， 因 此 ， 生 成 x 集合 的 所 
有 子 集 的 问题 变 成 生成 长 度 为 n 的 所 有 位 串 的 问题 . 

对 这 些 位 串 将 使 用 的 排序 类 似 于 为 排列 引 和 人 的 字典 序 ， 假 设 a 二 alazas 和 P= feps 是 长 度 
为 3 的 两 个 位 串 ， 我 们 说 超前 于 8 如 果 ai 一 让， 或 如 果 wm = 有 Hack RNR aA A 
a=k Flas<fs. 例如 ，c 一 001 超前 于 P=010, HH ai =0=A. Ha=0<1=h. ARICA 
更 简洁 地 )， 假设 a=alaz…an A B= feof 是 两 个 长 度 为 ”的 位 串 ， 那 么 < 超前 8 如 果 对 于 w 
不 同 十 Bi 的 最 小 的 ;， 有 ai < Bj. PAE, a=01010 超前 B=01100, HX a=0=A. a=1=—h A 
四 一 0<<1 一 记 、 在 这 一 “字典 "顺序 下 ， 我 们 再 一 次 如 同 在 字典 中 排列 单词 那样 排序 ， 然 而 ， 此 
时 ,我 们 研究 的 是 受 限 的 字母 表 ，0 和 1 的 情况 .下 面 以 字典 序列 出 所 有 长 度 为 3 的 位 串 : 

000,001,010,011,100,101,110,111. (2. 13) 

像 数字 那样 处 理 位 串 并 使 用 递增 顺序 是 考虑 一 个 集合 子 集 的 字典 排序 的 另外 一 种 方法 ， 注 
意 ， 在 (2. 13) 式 中 ,长 度 为 3 的 位 串 从 0 开始 一 直到 一 百 一 十 一 ， 且 在 中 间 是 递增 的 . 

接 下 来 ， 我 们 给 出 以 字典 序列 表 所 有 位 串 的 一 个 算法 ， 给 定 一 个 位 串 ， 这 个 位 串 的 下 一 个 位 
串 是 什么 呢 ? 因为 11…1 没有 0， 所 以 根据 上 述 超前 的 定义 ， 它 不 会 超前 任意 其 他 位 串 ， 且 它 将 
是 这 一 顺序 下 的 最 后 一 个 位 串 ， 对 于 任意 其 他 位 串 8， 存 在 使 B 二 0 的 i 在 这 一 顺序 下 8 之 后 的 
下 一 个 位 串 可 以 通过 下 面 的 方法 得 到 : 开始 于 e 且 向 后 处 理 ， 把 所 有 过 到 的 1 都 变 成 0， 反 之 亦 
然 ， 只 要 在 第 一 次 把 0 变 成 1 后 就 停止 这 一 过 程 ， 可 以 得 到 这 一 顷 序 下 的 下 一 个 位 串 ， 例 如 ， 假 
WP=1001011. RIBE A. A Me 的 位 置 (下 面 用 黑体 表示 )， 从 而 得 到 下 面 的 位 串 : 

1001011 -~ 1001100 
另外 ， 如 果 我 们 把 位 串 看 成 是 “ 数 "， 那 么 8 之 后 的 下 一 个 位 串 是 下 一 个 最 大 位 串 ， 这 可 以 通过 把 
1 加 入 到 8 而 得 到 ， 不 难看 出 把 1 加 入 到 B 实 现 的 效果 与 我 们 上 面 所 描述 的 一 样 . 

这 一 算法 的 步骤 概括 如 下 : 

算法 2.2: 生成 长 度 为 严 的 所 有 位 串 

MA: n 

输出 : 以 字典 序 排列 的 长 度 为 n 的 所 有 2" 个 位 串 的 列表 . 

步骤 1. it p=00---0 且 输 出 及 

ER 如 果 对 于 所 有 的 i，B 二 1， 停止. (列表 完成 ) 

PRI SRA BOHRA: 

步骤 4. 把 B 变 成 1 AB, Ats B 变 成 0, 设 为 这 一 结果 的 位 素 ， 输 出 8 且 返回 步骤 2. 
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对 于 长 度 为 ”的 位 串 (及 {1，2，…， 如 的 排列 )， 一 定 存在 字典 类 型 顺序 之 外 的 其 他 顺序 . 
我 们 描述 长 度 为 的 所 有 位 串 的 另外 一 个 顺序 . 用 来 检查 这 些 位 串 的 新 顺序 称 为 二 进 制 反射 格雷 
码 顺序 (binary-reflected Gray code order) ( 当 我 们 在 下 面 描述 这 一 顺序 时 ， 术 语 二 进 制 反射 就 会 
变 得 清楚 .代码 一 词 的 使 用 源 于 它 与 代码 理论 的 关系 ， 参 见 第 10 章 ). 

容易 递归 地 定义 长 度 为 ”的 位 串 的 二 进 制 反射 格雷 码 顺序 ， 记 为 G(n)， 即 使 用 长 度 小 于 的 
位 串 的 二 进 制 反 射 格雷 码 顺序 来 定义 长 度 为 ”的 位 串 的 二 制 反射 格雷 码 顺序 ， 使 用 Gi(n) 表 示 顺 序 
GAFR i 个 位 串 ， 一 般 地 ， 一 进 制 反射 格雷 码 顺 序 开 始 于 所 有 位 为 0 的 位 串 ， 回 想 一 下 集合 
的 子 集 的 数量 是 2"， 因 此 ，CG(1) 是 开始 于 位 串 0 一 Ci(1) 且 结束 于 位 串 1 一 Gz(1) 的 顺序 ， 即 

GQ) = 0,1. 

为 了 求 G(2)， 我 们 列 出 G(1) 的 元 素 ， 且 在 每 一 个 元 素 的 开始 位 置 上 附加 一 个 0， 接 着 以 “相反 的 
顺序 ? 列 出 G(1) 的 元 素 ， 而 且 在 这 些 元 素 的 每 一 个 的 开始 位 置 上 附加 一 个 1， 因 此 有 


G2) = 0G1(1),0G2(1),1G2(1) ,1G1(1) = 00,01,11,10. (2.14) 
无 论 是 从 GO) BI G(2) 还 是 从 GOB) GCn 十 1) ， 都 使 用 相同 的 方法 . 
GOn 十 1) = 0G (n) ,0G2 (n) ,0Gz (n) ,1Gz (n) G2" (n) p+, 1Gi Cn), (2. 15) 
BGR 是 G(m) 的 逆序 ， 使 用 一 个 不 太 严格 的 记 法 ，G(z 十 1) 可 以 定义 为 
GOn 十 1) = 06) GDR, (2.16) 
因此 ， 
G(3) = 0G(2) ,1G(2)R = 000,001,011,010,110,111,101,100. 


注意 ， 从 GC1) 到 GC2) 及 从 G(2) 到 G(3) 时 ， 元 素 的 数量 成 倍增 加 ， 这 不 是 反常 现象 ， | C(2) | 一 
22=2+2!=2| GO) | 且 一 般 地 
[Gat |= 2041 = 2. 2" =2|G |. 

PRO 15) 定 义 的 G(n 十 1) 有 2。2" 一 2"+1 个 元 素 ， 且 没有 重复 元 素 . (为 什么 ?) 因 此 ， 递 归 定义 
的 二 进 制 反射 格雷 码 顺 序 G(i)， 事 实 上 是 长 度 为 i 的 所 有 位 串 的 一 个 排序 ， 其 中 i=l, 2, 与 
递归 定义 相反 ， 可 以 寻找 直接 列 出 G(n) 所 有 项 的 算法 .我 们 把 这 一 工作 留 给 读者 (练习 15) 完 成 . 
它 的 关键 步骤 是 ， 给 定 长 度 为 ”的 位 串 Akh EREE C(m) 中 的 下 一 个 位 申 . 

尽管 这 一 问题 的 字典 序 可 能 更 加 直观 ， 但 是 ， 二 进 制 反射 格雷 码 顺序 在 另 一 个 意义 下 更 好 
些 ， 有 时 候 在 某 一 顺序 下 把 两 个 连续 元 素 间 的 变动 保持 在 最 小 是 很 重要 的 ， 在 这 方面 ， 二 进 制 反 
射 格雷 码 顺序 一 定 比 字典 序 更 有 效 ， 二 进 制 反射 格雷 码 顺序 的 连续 元 素 仅 在 一 处 不 同 ， 这 显然 
是 最 好 的 .长 度 为 ”的 位 串 的 字典 序 对 于 某 一 对 连续 元 素 总 是 有 ? 处 变动 (为 什么 )， 注 意 ， 在 
《2. 13) 式 中 ， 从 011 到 100 时 存在 "一 3 个 变动 处 . 
2.16.3 ”生成 组 合 的 算法 

继 排 列 和 子 集 之 后 本 章 定义 的 下 一 个 组 合 数学 对 象 是 ”集合 的 ~ 组 合 ， 使 用 前 一 节 的 集合 的 
子 集 术语 ， 这 些 组 合 可 以 认为 是 大 小 正好 为 7 的 集合 {1，2，…，n} 的 子 集 或 正好 带 有 7r 个 1 的 
长 度 为 的 位 串 ， 因 为 有 这 样 的 关系 ， 生 成 它们 的 算法 与 算法 2. 2 紧密 相关 . 

假设 我 们 感 兴趣 的 是 5 集合 的 3 组合 的 生成 .因为 我 们 考虑 的 是 子 集 ， 所 以 与 顺序 无 关 ， 于 是 ， 

{1,2,5},{1,5,2},{2,1,5},{2,5,1},{5,1,2},{5,2,1} 

都 是 相同 的 ， 因 此 ， 作 为 一 种 选择 ， 我 们 的 算法 将 生成 每 个 子 集 的 元 素 为 升序 的 组合。 所 以 ， 


对 于 上 面 列 出 的 6 个 相同 子 集 ， 我 们 的 算法 将 生成 (1，2，5)。 有 (3 ) 一 10 个 5 集合 的 3 组 合 ， 


O 这 一 顺序 是 基于 格雷 的 工作 [1953]. 
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按 字典 序 递增 排列 为 
{152,3},{1,2,4},{1,2,5),{1,3,4},{1,3,5},{1,4,5},{2,3,4},{(2,3,5}, {2,4,5},{3,4,5). 

nn 集合 的 r 组 合生 成 算法 的 工作 方式 如 下 : RE BB y5. Yor cre yh PARK i 
使 得 {yz2，…，7i-1，Yit1，Yir1，…，Yr} 是 一 个 + 组 合 且 它 的 元 素 仍 是 升序 ， 然 后 ， 重 新 
设置 yis Vitae os yr 为 它们 的 最 低 可 能 值 ， 例 如 ,假设 7 二 {1，3，4,，7，8} 是 8 集合 {1， 
2，3，4，5，6，7，8} 的 一 个 5 组 合 ， 它 的 元 素 处 于 递增 状态 ， 于 是 这 3 且 yi 一 4. Ay 加 1 得 
到 {1，3，5，7，8}、 可 以 把 yi 和 ys 分 别 重新 设置 成 6 和 7， 给 出 结果 {1，3，5，6，7}， 这 一 
组 合 是 递增 字典 序 下 的 下 一 个 5 组 合 。 这 一 算法 开始 于 {1，2，…，r)， 结束 于 {n 一 r 十 1,n 一 + 
十 2，…，n}， 因 为 其 后 没有 元 素 可 以 增加 . 

这 一 算法 ， 如 同 我 们 前 面 所 述 的 字典 算法 一 样 ， 在 最 小 化 变动 这 一 顺序 下 的 两 个 相继 元 素 
的 意义 下 不 是 有 效 的 。 类似 于 前 节 所 述 算法 的 二 进 制 反射 格雷 码 顺序 ， 在 这 方面 最 有 效 ， 回 想 一 
下 ，G(n 十 1) 是 根据 (2. 16) 式 递归 定义 的 ， 下 面 设 Gl(n，r)(0<r<n) 是 长 度 为 n 且 正好 带 有 7 个 
1 的 位 串 的 二 进 制 反射 格雷 码 顺序 ，GCn，7)(0<<r<n) 可 以 通过 下 式 递归 定义 : 

Glnsr) = 0G(n—1,7),1G(n—1,r— DR 

和 


Gln,0) =0"= 


“0 HG, = 1" = 11 
7 个 nt 
其 他 情况 下 ， 在 GC(n，7) 中 第 一 个 位 串 和 最 后 一 个 位 串 分 别 是 
On-rlr 和 10"-rlr-1， 


例如 ， 
GQ, 0)=0 G2, 0)=00 
Ga, D=1 G2, 1)=01, 10 
G2, 2)=11 
GG, 0)=000 GA, 0)=0000 


GG, 1)=001, 010, 100 G(4, 1)=0001, 0010, 0100, 1000 

G3, 2)=011, 110, 101 G(4, 2)=0011, 0110, 0101, 1100, 1010, 1001 

GG, 3)=111 G4, 3)=0111, 1101, 1110, 1011 

GU, 4)=1111. 
因为 每 一 个 位 串 必须 正好 包含 ~ 个 1， 一 个 顺序 下 的 两 个 相继 项 的 最 佳期 待 是 它们 至 多 有 两 位 不 
F. KEX n BERRA rA 1 的 位 串 的 二 进 制 反射 格雷 码 顺序 事实 上 达到 了 这 一 最 佳期 待 . 
有 关 排列 、 子 集 和 组 合 的 更 多 生成 算法 以 及 合成 和 划分 的 内 容 可 以 参见 Reingold, 

Nievergelt 和 Deo[1977]， 关 于 生成 排列 和 组 合 的 早期 但 全 面 的 论文 当 属 Lehmer[ 1964). 


本 节 练习 
1. 对 于 下 面 的 几 对 排列 ， 按 字典 序 确定 哪 一 个 应 排 在 前 面 . 
(a)3412 和 2143 (b)3124 和 3214 
(c)234651 和 235164 (d) 76813254 和 76813524 
2. 对 于 下 面 的 几 对 位 串 ， 按 字典 序 确定 哪 一 个 应 排 在 前 面 . 
(a)1001 和 1101 (b)0101 和 0110 
(e)11011 和 11101 <d)110110101 和 110101100 
3. 对 于 下 面 的 几 对 组 合 ， 按 递增 的 字典 序 确定 哪 一 个 应 排 在 前 面 . 


(a){1, 2, 3, 4} 和 {1l, 2, 3, 5} (b){1, 2, 6, 7, 9, 16} 和 {1, 2, 6, 7, 10, 13} 


[加 
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(0){2, 4, 5, 6} 和 {1, 3, 5, 6} (d{8, 10, 11, 12, 13} 和 {8, 9, 10, 11, 13} 
4. 对 于 下 面 的 每 一 个 排列 ， 寻 找 在 字典 序 下 跟随 其 后 的 排列 . 


(a) 123456 (b)3457621 (o) 152463 

(d)82617543 (©) 4567321 (154328716 
5. 对 于 下 面 的 每 一 个 位 串 ， 寻 找 在 二 进 制 反射 格雷 码 顺序 下 跟随 其 后 的 位 串 . 

(a)011010 (b)0101001 (0000 

nn (e)1110111 (poi 
6. 对 于 下 面 的 每 一 个 8 集合 的 组合 ， 寻 找 在 递增 字典 序 下 跟随 其 后 的 组 合 . 

(a){1, 3, 5, 6, 8} (b){2, 3, 4, 7} 

(oO){1, 3, 4, 5, 6, 7} (d){4, 5, 6, 7, 8) 


7. 按 字典 序列 出 {1，2，3，4} 的 所 有 排列 . 

8. 按 字典 序列 出 {u，v，z，y} 的 所 有 排列 

9. 按 字典 序列 出 长 度 为 4 的 所 有 位 串 . 

10. 考虑 JAVA( 练 习 2. 8) 中 长 度 为 3 的 所 有 变量 .如 果 字 母 排 在 下 划 线 之 前 ， 下 划 线 排 在 美元 符号 之 前 ， 
所 有 这 些 排 在 十 进 制 数字 之 前 ， 寻 找 字典 序 下 的 第 一 个 和 最 后 一 个 3 字符 变量 . 

11. 按 递增 字典 序 ， 列 出 {1，2，3，4，5} 的 所 有 2 组 合 . 

12. 寻找 一 个 长 度 为 ”的 位 串 ， 当 在 字典 序 下 生成 其 下 一 个 位 串 时 ， 它 的 所 有 n 个 点 都 发 生变 动 . 

13. RGU). 

14. 使 用 等 式 (2. 14) 和 (2. 15) 中 的 递归 定义 ， 证 明 在 这 一 顺序 下 G(n) 没 有 重复 项 . 

15. 寻找 在 二 进 制 反射 格雷 码 顺序 下 生成 所 有 长 度 为 n 的 位 串 的 算法 

16. 使 用 算法 2. 2， 证 明生 成 给 定 n 集合 的 所 有 子 集 的 字典 序 对 某 一 对 连续 项 总 及 处 变动 . 

17. 开发 生成 集合 (1，2，…，n) 的 满足 如 下 条 件 的 所 有 排列 的 算法 .对 于 所 有 的 i，i 不 出 现 于 任意 排列 的 
第 i 个 点 上 . 

18. 根据 二 进 制 反射 格雷 码 顺序 ， 解 释 使 用 词汇 "二进制 反射 "的 理由 . [提示 : 参考 由 等 式 (2. 15) 给 出 的 寻 
找 Gm) 的 过 程 . ] 

19. 证 明 二 进 制 反射 格雷 码 顺序 下 的 任意 两 个 连续 位 串 正好 在 一 个 位 置 上 不 同 . 

20. 对 于 OSr<5, RGG, r). 

21. 当 r 是 集合 (1，2，…， nn} 的 所 有 排列 在 字典 序 下 的 第 i 个 排列 时 ， 令 f,() 是 i 计算: 
WAD (b) fs (231) 
(©) fs (15243) (d) fa (65432) 

22. 对 于 练习 21 所 定义 的 fa), BRR r HHA =m meee, 通过 下 面 的 方法 得 到 的 :删除 mn 且 把 所 
HRE xj >m Wx; 减少 1 证 明 六 (m) 一 (mm 一 1D)(n 一 D1 + fai) 

23. FREER n RARA r 排列 的 算法 . 

24. 使 用 算法 2. 1 及 其 后 的 注释 ， 寻 找 另 一 个 生成 4 集合 的 所 有 7 排列 的 算法 . 

25. 回想 一 下 2. 4 节 中 的 复杂 度 函 数 的 概念 。 计 算 : 
(a) 算 法 2. 1 的 复杂 度 函数 . 
(b) 算 法 2. 2 的 复杂 度 函数 . 
(c) 按 递增 字典 序 生成 n 集合 的 所 有 -排列 的 算法 的 复杂 度 函数 


. 17 ”排列 间 的 倒 位 距离 和 突变 研究 


突变 是 物种 进化 的 一 个 关键 过 程 。 这 些 突变 出 现在 表示 DNA 的 序列 中 .有 了 时候， 突变 可 能 
ELA 18142 (inversion) (DNA 片段 被 反 转 ) 、 互 捷 (transposition)( 两 个 相 邻 的 DNA 片段 交换 位 置 ) 、 


N 


© 本 节 基 本 上 来 自 Gusfield[1997]。 跳 过 本 节 不 会 影响 对 后 面 内 容 的 理解 . 


第 2 章 基本 计数 规则 63 


易 位 (translocation)( 两 个 染色 体 的 尾 端 交换 ) ， 有 时 候 可 能 更 复杂 .最 新 的 工作 集中 于 对 这 些 突 
变 的 算法 分 析 上 ， 例 如， 参见 Ferretti, Nadeau 和 Sankoff [1996]、Hannenhalli 和 Pevzner 
[1996], Kaplan, Shamir 和 Tarjan[1997].。 本 节 集 中 研究 倒 位 . 

倒 位 在 某 些 物种 中 似乎 是 突变 的 主要 形式 ， 例 如 ， 倒 位 在 果 蝇 (Dobzhansky[1970]) 、 现 豆 类 
植物 (Palmer，Osorio 和 Thompson[1988]) 和 某 些 细菌 (O7Brien[1993]) 的 进化 中 起 特殊 的 作用 ， 
我 们 可 以 研究 基因 的 倒 位 ， 其 中 基因 对 应 于 DNA 的 子 序列 .基因 被 排列 在 染色 体 上 ， 而 且 在 给 
定 染色 体 上 的 基因 可 区 分 的 初始 假设 是 合理 的 ， 所 以 可 以 想象 它们 在 给 定 染色 本 上 被 标 上 标签 
1，2，…，m， 而 且 经 一 系列 倒 位 后 成 为 {1，2，…， 才 的 一 个 排列 ， 于 是 倒 位 操作 反 转 这 一 排列 
的 子 序 列 ， 例 如 ， 从 恒 等 排 列 123456 开始 ， 我 们 可 以 颠倒 子 序列 2345 得 到 154326， 然 后 颠倒 子 
序列 15 得 到 514326 ， 然 后 颠倒 子 序列 432 得 到 512346. 在 进化 的 研究 中 ,我 们 知道 当前 物种 或 
DNA 序列 或 基因 序列 是 什么 ， 而 且 尝 试 着 再 现 如 何 得 到 它 ， 于 是 ， 一 个 自然 的 问题 是 如 何以 最 
少 步 又， 或 在 当前 情况 下 ， 以 最 小 的 倒 位 数 ， 从 一 个 排列 ， 如 123456 得 到 另外 一 个 排列 ， 如 
512346， 这 一 问题 被 称 为 从 排列 123456 到 排列 512346 的 倒 位 距离 (inversion distance) 昌 或 简称 为 
512346 的 倒 位 距离 ， 我 们 已 知道 如 何以 三 个 倒 位 从 123456 得 到 512346， 事 实 上 ， 这 一 倒 位 距离 
至 多 为 2， 颠倒 子 序列 12345 得 到 543216， 然 后 颠倒 子 序列 4321 得 到 512346， 因 为 ，512346 的 
倒 位 距离 不 能 是 1， 因 此 ， 它 的 倒 位 距离 等 于 2.，( 为 什么 ) 我 们 将 描述 一 个 启发 式 算法 ， 该 算法 
寻找 从 恒 等 排 列 12…n 得 到 {1，2，…， 中 的 排列 x 所 需要 的 最 少 倒 位 数量 ， 即 计算 x 的 倒 位 
EN. 

ME r REAR — SHED, WA i 表示 x PAi MRE. BARI. mmen. WN, 
在 排列 512346 中 m =2. m PAM A (breakpoint) REA TMS x; 和 zi+1 之 间 ， 如 果 

| mi rin EL 
另外 ， 如 果 mAL, x 在 它 的 前 端 有 断 异 点， 如 果 mAn r 在 它 的 末端 有 断裂 点 ， 所 以 ，r 一 
143265 在 1, 4 fa). 2, 6 间 和 它 的 末端 有 断裂 点 . 
设 B(m) 等 于 中 的 断裂 点 总 数 . 


定理 2. 10 任意 排列 的 全 位 距离 至 少 是 | OO 


证 明 如果 em mossy 且 子 序列 riri+l… inn 那么 通过 这 一 倒 位 至 多 生成 两 个 新 

断裂 点 。 这 两 个 新 断裂 点 可 能 出 现在 下 面 的 新 排列 的 zi!1 和 xi+j 之 间或 /和 zi 和 zitj+1 之 间 : 
R? = MRR GM RRR RH Rne 

因为 恒 等 排 列 没有 断裂 点 ， 且 把 恒 等 排 列 转 换 成 x( 反 之 亦 然 ) 至 少 需 要 x) /2 | 个 倒 位 . 
上 面 已 经 注意 到 排列 143265 有 三 个 断裂 点 。 因 此 ， 根 据 定理 2. 10， 它 的 倒 位 距离 至 少 帅 3/2] 一 2. 

一 个 断裂 点 和 (a) 该 排列 的 前 端 间 ， 或 (b) 另 一 个 断裂 点 ， 或 (c) 该 排列 的 末端 间 的 排列 中 的 
子 序列 没有 其 他 断裂 点 时 ， 这 一 子 序列 称 为 带 (strip)， 如 果 在 这 一 条 带 中 的 数字 是 递增 (递减 ) 
的 ， 那 么 这 条 带 称 为 进 增 (递减 )， 由 单一 数字 组 成 的 带 被 定义 为 递增 S、 例 如 ， 排 列 541236 有 3 
个 断裂 点 和 3 条 带 ， 两 条 递减 带 是 54 和 6， 而 递增 带 是 123. 

已 经 证 明 求解 排列 的 倒 位 距离 问题 是 一 个 困难 的 问题 名 ， 有 时 候 ， 近 似 求解 倒 位 距离 的 方法 
或 至 少 在 一 个 固定 因子 之 内 的 方法 容易 找到 ， 下 面 的 两 个 引 理 可 以 用 来 给 出 把 任意 排列 转换 成 


xw] 


日 ”也 译 成 演化 距离 。- 一 译 者 注 


O ”原文 为 递减 根据 下 面 的 两 个 引 理 ， 应 为 递增 - RE 
© 使 用 2. 18 节 的 语言 ， 倒 位 距离 的 计算 是 一 个 NP- 难 题 (Caprara[1997]). 
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恒 等 排 列 ， 且 使 用 的 倒 位 数量 至 多 是 倒 位 距离 的 四 倍 的 算法 . 

引 理 2.1 如 果 排 列 赤 包含 一 个 递减 带 ， 则 存在 减少 断裂 点 数目 的 倒 位 . 

ERS 考虑 带 有 包含 在 任意 递减 带 内 最 小 数 x; 的 递减 带 ， 根 据 定 义 ，z 在 这 个 带 的 右 端 . 
WR =l, WA mAL, ERMARE, Em 之 前 和 x LEEENA. B man 
至 少 减少 一 个 断裂 点 ， 因 为 1 移 人 这 一 颠倒 排列 的 第 一 个 点 . 

Bik i Al, BB mi+1， 如 果 存在 的 话 、 它 不 能 是 于 一 1， 因 为 否则 它 将 在 递减 带 内 ， 它 也 
不 能 是 x 十 1， 因 为 否则 xi 将 不 在 递减 带 内 ， 所 以 , 在 xi 和 mi+1 之 间 ， 如 果 mi+1 不 存在 ， 则 在 
mi 之 后 ( 即 在 整个 排列 的 未 端 ) 一 定 存在 断裂 点 ， 根 据 类 似 的 推理 ， 紧 接 x 一 1 的 右 端 一 定 存在 一 
个 断裂 点 . 

WR ml 位 于 x 的 右边 ,那么 倒 位 mi+1xi+2…mi-1， 如 果 丈 一 1 位 于 x 的 左边 ， 那 么 倒 位 
开始 于 紧 接 =-1 右 端的 项 一 直到 天， 无 论 是 哪 种 情况 ， 我 们 都 将 倒 位 一 个 在 其 两 端 都 有 断裂 点 
的 子 序列 ， 并 至 少 减少 一 个 断裂 点 ， 因 为 wi 一 1 和 mi 现在 是 倒 位 后 排列 中 的 两 个 连续 元 素 ， W 

例如 ， 排 列 541236 中 的 54 是 有 最 小 数 4 的 递减 带 ， 定 位 数字 3， 由 引 理 ， 它 一 定 在 一 个 递 
增 序列 中 且 紧 接 它 的 右边 一 定 是 一 个 断裂 点 ， 颠 倒 123 得 到 543216， 这 一 新 排列 有 2 个 断裂 点 ， 
而 原来 的 序列 有 3 个 . 

引 理 2.2 如 果 排 列 x 不 是 一 个 恒 等 序列 ， 且 不 包含 递减 带 ， 那 么 存在 一 个 倒 位 ， 它 不 增加 
断裂 点 的 数量 但 是 增加 一 个 递减 带 . 

证 明 纪 ”因为 不 存在 递减 带 ， 所 以 每 一 个 带 必定 是 递增 的 ， 如 果 Al R mAn 那么 分 别 
SOBA m 开始 的 递增 带 或 首位 到 mw 的 递增 带 满足 引 理 ， 否则 ， 寻 找 x 二 1 之 后 的 第 一 个 和 第 二 
个 断裂 点 ， 因 为 不 是 恒 等 排 列 ， 这 些 断 裂 点 存在 ， 两 个 断裂 点 之 间 的 子 序列 满足 这 一 引 理 ， 图 

考虑 完成 如 下 工作 的 倒 位 算法 (inversion algorithm) : 

DRL 如 果 存 在 一 个 递减 带 ， 使 用 引 理 2. 1 的 倒 位 ， 重 复 直 到 不 存在 递减 带 . 

步骤 2. 使 用 引 理 2. 2 的 倒 位 并 返回 到 步骤 1. 

每 两 个 倒 位 断裂 点 的 数量 至 少 减少 一 个 ， 根 据 定理 2.10, 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 2. 11(Kececioglu 和 Sankoff[1994]) 倒 位 算法 把 任意 排列 转换 成 恒 等 排 列 ， 所 使 用 的 倒 
位 数量 最 多 是 倒 位 距离 的 四 售 . 

最 多 使 用 四 倍 于 倒 位 数量 的 界限 并 非 人 们 所 熟知 的 最 佳 界 限 ，Kececioglu 和 Sankoff[1995] 
通过 证 明 下 面 的 引 理 把 这 个 误差 界限 减少 到 了 一 半 . 

引 理 2.3 设 x 是 带 有 一 个 递减 带 的 排列 如果 减少 的 断裂 点 数量 的 每 一 个 倒 位 都 得 到 没 
有 递减 带 的 排列 ， 那 么 并 有 一 个 减少 两 个 断裂 点 数量 的 倒 位 . 

使 用 这 一 新 引 理 ， 本 质 上 ， 我 们 知道 总 是 存在 两 个 连续 的 倒 位 使 断裂 点 数 减少 2， 这 意味 着 
我 们 可 以 使 用 至 多 @(x) 个 倒 位 达到 恒 等 排 列 ，( 根 据 定理 2. 10) 它 至 多 是 倒 位 距离 的 两 倍 ，Bafna 
和 Pevzner[1996] 通 过 考虑 一 个 倒 位 对 下 一 个 倒 位 的 效应 把 Kececioglu 和 Sankoff[1995] 的 界限 降 
低 到 1. 75. 

倒 位 只 是 突变 的 一 个 类 型 ， 但 是 一 个 重要 的 类 型 ， 特 别 是 在 一 个 染色 体 的 有 机 体内 是 一 个 
重要 的 突变 类 型 (Sessions[1990])。 其 他 倒 位 的 变 体 将 在 练习 中 加 以 描述 ， 互 换 和 易 位 也 是 改变 
排列 的 有 趣 方式 ， 对 于 前 者 我 们 提 几 句 ， 排 列 = mien 的 互 换 xixi+1 产 生 排 列 mi a ei 
mi+1xaxi+2…xm。 通 过 这 种 形式 互 换 把 恒 等 排 列 变 成 另 一 个 排列 (反之 亦 然 ) 在 组 合 数学 中 得 到 了 


O 这 个 证 明 可 以 跳 过 . 
© 这 个 证 明 可 以 跳 过 . 
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很 好 的 研究 ， 已 经 确立 了 做 这 一 变换 所 需 的 互 换 数量 ， 根据 众 所 周知 的 公式 (例如 ， 参 见 Jerrum 
[1985])， 把 一 个 恒 等 排 列 变 成 (1L，2，…， 吃 的 排列 x 所 需要 的 互 换 数量 由 下 式 给 出 : 

IG) =| ijh Kij Ln h ai >j) |. (2.17) 
这 一 公式 的 证 明 留 给 读者 (练习 8). 为 了 说 明 这 一 结果 ， 我 们 注意 到 因为 J(m) 一 | (C2, 3), (2, 
6), (3, 6), (4, 5), (4, 6), (5, 6)) | ， 把 排列 x= 143652 变 成 恒 等 排列 所 需 的 互 换 数 量 是 
6 受到 关于 突变 研究 的 启发 ， 更 一 般 的 工作 允许 一 个 排列 的 整个 片段 的 互 换 ， 例 如 ， 通 过 把 片 
段 582 和 35 互 换 可 以 把 15823647 变 成 13658247， 作 为 参考 ， 可 以 参阅 Bafna 和 Pevzner[1998]、 
Christie[1996] 以 及 Heath 和 Vergara[1998]， 互 换 也 出 现在 Mahadev 和 Roberts[2003] 中 ， 他 们 
把 互 换 应 用 于 通信 中 的 信道 分 配 以 及 DNA 的 物理 测绘 . 


本 节 练习 
1. 下 面 的 排列 中 哪些 排列 有 倒 位 距离 1? 

(a)4567123 (b) 12354678 (c)54321 
2. 下 面 的 排列 中 哪些 排列 有 倒 位 距离 2? 

(a)4567123 (b) 23456781 (¢)54321 


~ 


.给 出 带 有 3 个 断 独 点 而 倒 位 距离 为 3 的 排列 的 例子 (注意 ， 这 是 定理 2. 10 中 的 边界 可 能 不 是 最 好 的 另 
一 个 例子 . ) 

,证明 一 个 带 总 是 递增 或 递减 的 . 

5. 考虑 下 面 计算 倒 位 距离 的 贪 禁 算法 ， 首 先 找到 并 运用 把 1 放 到 位 置 x 上 的 倒 位 ， 其 次 找到 并 运用 把 2 放 
到 位 置 = 上 的 倒 位 ， 以 此 类 推 . 

(a) 把 这 一 贪 素 算 法 运用 到 512346. 

(b) 证 明 这 一 算法 至 多 以 @(m) 个 倒 位 结束 . 

《c) 求 使 用 这 一 贪 禁 算 法 需要 "一 1 个 倒 位 的 1，2，…，n 的 排列 . 

《d)(c) 中 的 所 求 排列 的 倒 位 距离 是 多 少 ? 

(Kececioglu 和 Sankoff 1995]) 在 带 符号 倒 位 问题 (signed inversion problem) 中 ， 排 列 中 的 每 一 个 数 都 有 
一 个 符号 (十 或 一 )， 每 当 该 数 包含 在 一 个 倒 位 的 子 序列 中 时 ， 符 号 发 生变 化 ， 例 如 ， 从 排列 十 1 一 5 十 4 
十 3 一 2 一 6 开始 ， 我 们 可 以 倒转 543 得 到 十 1 一 3 一 4 十 5 一 2 一 6， 这 一 带 符号 倒 位 距离 问题 是 ， 使 用 最 少 
的 倒 位 数 把 一 个 带 符号 排列 转换 成 其 数字 都 带 有 正 号 的 恒 等 排 列 . 

(a) 给 出 一 系列 倒 位 ， 使 得 把 一 3 一 4 一 6 十 7 十 8 十 5 一 2 一 1 转换 成 全 正 恒 等 排 列 . 

(b) 在 一 个 带 符号 排列 x 中， 邻接 (adjacency) 被 定义 为 形 如 十 i 十 (i 十 了) 或 一 (i 十 1) 一 i 的 一 对 连续 
3K. 断裂 点 (breakpoint) 被 定义 为 不 形成 邻接 的 任意 两 个 连续 数 之 间 的 点 ， 同 样 ， 除 非 第 一 个 数 是 
十 1， 否 则 在 x 的 前 端 有 一 个 断 列 点 ;并且 除非 最 后 一 个 数 是 十 x 否则 在 的 末端 有 一 个 断裂 点 . 

让 一 3 一 4 一 6 十 7 十 8 十 5 一 2 一 1 有 多 少 个 断裂 点 ? 
ii. 使 用 类 似 于 定理 2. 10 中 的 断裂 点 的 说 法 描述 带 符号 倒 位 距离 的 边界 . 

7. 求 把 下 面 的 排列 转换 成 便 等 排列 的 互 换 的 最 小 数目 ， 并 对 每 一 种 情况 ， 确 定 哪 一 组 互 换 达 到 了 最 小 

数目 . 

(a)54321 (b)15423 《c)625143 

8. 证 明 (2. 17) 式 (Jerrum AR). 

9. 回想 一 下 ， 当 DNA 两 个 相 邻 片段 互相 交换 位 置 时 会 出 现 互 换 引 发 的 突变 (mutation due to transposition). 
寻找 把 下 面 的 排列 转换 成 便 等 排列 的 片段 互 换 ， 这 样 的 互 换 的 最 小 次 数 是 多 少 ? 

(a)5123746 (b)987123456 

10. 假设 一 个 有 机 体 有 一 个 环 状 染色 体 ， 在 这 种 情况 下 ， 排 列 m, m e m EF mie minty oy mes 

mm，m，"…， 克 -1， 我 们 称 这 样 的 排列 为 连接 的 (connected)， 寻 找 一 系列 倒 位 ， 把 下 面 的 连接 排列 转换 

成 便 等 排列 ， 倒 位 的 最 小 数目 是 多 少 ? 


p 
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(a)5123746 (b)987123456 


2.18 好 算法 9 
2.18.1 渐 近 分 析 

在 2.4 节 ， 我 们 已 经 观察 到 解决 组 合 数学 问题 的 一 些 算法 不 是 太 好 ， 本 节 尝 试 通过 好 算法 的 
概念 使 我 们 的 论述 更 精确 ， 正 如 在 2. 4 节 中 指出 的 那样 ， 在 一 个 特定 的 机 器 上 运行 特定 程序 的 成 
本 将 随 着 程序 员 的 技术 及 这 一 机 器 的 特性 而 变化 ， 因此， 在 计算 机 科学 领域 ， 我 们 强调 的 是 对 解 
决 问题 的 算法 分 析 而 不 是 特定 计算 机 程序 的 分 析 ， 这 也 将 是 我 们 在 这 里 强调 的 重点 . 

在 分 析 一 个 算法 的 好 坏 程 度 时 ， 我 们 尝试 使 用 2. 4 节 的 术语 评估 一 个 复杂 度 函 数 fn). an 
R n HR, BBA f(n) 通 常 也 相对 地 小 。 大 多 数 算法 对 小 问题 来 说 没有 任何 问题 ， 我 们 主要 对 nn 
相对 大 时 的 复杂 度 函数 f(") 的 比较 感 兴趣 . 

算法 分 析 中 的 关键 概念 如 下 ， 假 设 下 是 有 复杂 度 函 数 f(m) 的 算法 ， 且 en HECK 
数 ， 我 们 记 F 或 /是 O(g)， 如 果 存 在 整数 r 和 正常 量 k 使 得 对 于 所 有 的 n 之 r， A SDS 
a(n). [MR Sf Æ O), 那么 有 时 候 我 们 称 g 渐 近 支配 (asymptotically dominate) f. ] 如 果 f 是 
O(g)， 那 么 对 于 输出 大 小 至 少 是 的 问题 ， 带 有 复杂 度 函 数 的 算法 的 成 本 将 永远 低 于 带 有 复 
杂 度 函数 g 的 算法 的 成 本 的 k 倍 ， 作 为 例子 ，100n EO). REA n= 100, A 100n<<. 
同样 ，n 十 1/n 是 O(n)， 因 为 对 于 mw 宇 1 有 十 1/n 忆 2n，0O(n) 的 算法 称 为 是 线性 (linear) 算 法 ，O 
(m2 ) 的 算法 称 为 是 二 次 (quadratic) 算 法 ， 对 于 多 项 式 g，O(g) 的 算法 称 为 多 项 式 (polynomial) 算 
法 ， 计 算 机 科学 中 其 他 重要 算法 类 型 有 O(logn) 、OCnlogm) 、 对 c 二 1，O(c) 和 O(n1)， 在 下 面 或 
在 练习 中 我 们 将 讨论 这 些 算法 . 

对 于 c>1， 复 杂 度 函数 是 "的 算法 称 为 指数 (exponential) 算 法 ， 注 意 ， 每 一 个 指数 算法 都 是 
Ar) ,但 是 每 一 个 O(c") 算 法 不 一 定 是 指数 算法 ， 例 如 ， 复 杂 度 函数 是 的 算法 对 于 所 有 的 c> 
是 Ol(e")， 这 是 因为 对 于 足够 大 的 n，n<e" 成 立 . 

一 般 可 接受 的 原则 是 ， 如 果 一 个 算法 是 多 项 式 的 ， 那 么 它 是 好 (good) 算 法 ， 这 一 思想 源 自 
Edmonds[ 1965]. 关于 好 算法 的 讨论 可 以 参见 Garey 和 Johnson[1979]、Lawler[1976] 或 
Reingold, Nievergelt 和 Deo[1977]。， 这 里 尝试 着 给 出 好 算法 的 简单 考证 . 

因为 我 们 只 对 相对 大 的 n HAY SDM g(m) 感 兴 超 ， 所 以 我 们 在 定义 “是 OCg)" 的 概念 中 引 
人 了 常量 ~ 但 是 常量 k 来 自 何 处 呢 ? 考虑 算法 下 和 G， 它 们 的 复杂 度 函 数 分 别 是 f(m) =20n 和 
8(n) 二 40n， 现 在 ， 显然 算法 下 更 可 取 ， 因 为 对 于 所 有 nA fga). R. MRR 
进 实现 算法 G 的 特定 计算 机 程序 ， 使 得 它 可 以 在 1/2 的 时 间 内 运行 ,或 者 如 果 我 们 可 以 在 更 快 
的 计算 机 上 实现 G， 使 得 它 可 以 在 1/2 的 时 间 内 运行 ， 那么 f(z) 和 g(z) 将 是 一 样 的 ， 因 为 常量 
1/2 与 n EK, 把 这 个 常量 系数 的 改进 看 成 是 算法 实现 的 函数 而 非 算法 的 函数 并 不 是 很 牵强 的 
事 ， 在 这 一 意义 下 ， 因 为 /(m)/g(mn) 等 于 一 个 常量 ， 即 fkg), MARRE, PRK SOA 
&(m) 可 以 认为 是 相同 的 . 

ME, f 是 O(g) 意 味 着 (对 于 相对 较 大 的 站 FON <ke(n). (EAA ken Bl gn) EKE 
用 中 可 以 认为 是 相同 的 ， 所 以 FO <ke M RB ERA CRM F< gin). A. f 
O(g) 说 明 复 杂 度 g 的 算法 不 比 复杂 度 的 算法 更 有 效 . 

在 考证 多 项 式 边 界 的 判断 标准 之 前 ， 下 面 的 定理 概括 了 一 些 基本 结果 : 


日 、 在 初级 课程 中 本 节 应 该 跳 过 . 
日 ”只 想 理解 这 一 定义 的 读者 可 以 跳 过 本 小 节 的 其 余 内 容 . 
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定理 2. 12 
(a) 如 果 c 是 一 个 正常 量 ,， 那么 f 是 O(c 站 且 cf 是 O( 内 . 
(b)n ROG), R BOGS), +, PVR On), e RB, n RAON), 


《中 如 果 f(n) Sagn Hagin! +a R-A GH SAR, ag>O0 且 对 于 所 有 的 i， 如 果 
a20, Af Om). 

(d) 如 果 c>1 p20, MnP ROC). 进一步 地 ，c RAO), 

定理 2. 11(a) 表 明 ， 正 如 我 们 所 假设 的 那样 ， 可 以 认为 复杂 度 f 和 cf 的 算法 效率 相同 . 
ORRA 请 的 值 越 小 DCne) 算 法 越 有 效 .〈c) 表 明 多 项 式 的 阶 告诉 我 们 多 项 式 算法 的 相对 复杂 度 . 
《〈d) 表 明 多 项 式 算法 总 是 比 指数 算法 更 有 效 ， 这 就 是 为 什么 多 项 式 算法 被 认为 是 好 的 ， 而 指数 算 
法 不 被 认为 是 好 的 原因 ， 定 理 2. 12 的 结果 在 表 2. 11 中 得 到 了 生动 的 说 明 ， 此 表 表明 不 同 复杂 度 
函数 增长 的 快慢 程度 ， 注 意 与 其 他 复杂 度 函 数 比较 ， 指 数 复杂 度 函 数 的 变化 要 快 的 多 . 


表 2.11 不 同 复杂 度 函数 的 增长 


复杂 度 函 数 /(n) 
输入 大 小 于 
n nè 10n? 2" 
5 5 25 250 32 
10 10 10? 10? 10241. 0210? 
20 20 400 4000 1048 57661. 05% 108 
30 30 900 9000 1.0710? 
50 50 2500 25 000 1. 13X10! 
100= 10? 10? 10 10 1.2710" 
1000= 10° 10° 108 107 > 10% 
10000=10+ lot 10° 10° >10%% 
定理 2. 12 的 证 明 


(a) BR cf BON. W= EFK. ROA, BAM FRA nA SDKA. 

(bb 因为 对 于 nl, H n>n, nhi Ont). WE, n REON). HA ncen 
只 对 n<c R. 

《c) 因 为 对 于 所 有 的 i 和 n 宝 1， 有 ai 之 0 和 an San. 因此， 对 于 n>, H fM lat 
a 十 Tag)m. 

(d) 这 是 微 积分 和 高 等 微 积分 的 一 般 结果 .注意 到 当 n->oo 时 ，n?/c"->0 这 一 事实 就 可 以 得 
到 该 结果 ， 而 通过 运用 ( 微 积分 中 的 ) 洛 必 达 法 则 p 次 可 得 这 一 结果 .因为 n>oo 时 n/c"->0， 对 
于 足够 大 的 n, An? /c" 0. n/a <k KAVA PHT BEA 2G nc 时 ，cn/mp 一 co， 所 以 对 于 
nr MBAR. "<k 不 成 立 . a 

《d) 的 证 明 间 接 提 到 极限 可 以 用 于 证 明了 是 否 是 “g 的 大 0” 的 事实 .注意 到 f(n) 和 g(n) 不 是 
的 一 般 函 数 ， 而 是 的 非 负 函 数 是 很 重要 的 .这 是 因为 它们 度量 了 算法 的 复杂 度 或 成 本 . 


定理 2.13 如 果 e(>0 slink Dae. Wf ROC). 
证 明 假设 im 人 (号 一 L， 那 么 对 于 任意 的 。0， 存 在 N>0， 使 得 对 于 所 有 的 n>N, 


| £2 —1| <et. 注意 
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fn | 
rom Li<e 


zi - 
iw Te <e 


y 
fn) <eg(n) +Lg(n) 
4 
fm <(e+L) gn. 
使 用 “大 O7" 的 定义 ， 通 过 令 r= N Mk=e+L 可 以 完成 证 明 ， 注意 ， 这 一 证 明 使 用 了 g> 的 
事实 . | 
使 用 定理 2.13 和 微 积分 中 的 洛 必 达 法 则 ， 我 们 看 到 fC) =Tlogn 是 OC(m)， 因 为 


1 
7 
ti a = tn”) = lim, = 0. 
如 果 定 理 2. 13 中 的 极限 不 存在 ， 那 么 就 得 不 到 任何 结论 . we fC) = sinn+1 和 g(n) = cosn+3, 


极限 limsim 二 1 不 存在 ， 然 而 易 知 ， 对 于 人 一 1 和 所 有 1 有 sinn 十 1<k(cosn 3) 成 立 ， 因 此 ， 


了 是 Cg)， 另 一 方面 ， 正 如 我 们 在 定理 2. 12(d) 的 证 明 中 所 看 到 的 那样 ， 当 reco Fi im ro, 


而 这 意味 着 对 于 nr MER k, "<k? 不 成 立 . 

在 结束 本 小 节 之 前 ， 我 们 应 该 再 一 次 注意 到 : 我 们 的 结果 依赖 于 复杂 度 /和 cf 算法 之 间 的 
“等 价 ”， 这 是 关键 的 ， 我 们 的 结果 也 依赖 于 输入 的 大 小 n 相当 大 的 思想 .在 实践 中 ， 复 杂 度 为 
100n 的 算法 肯定 不 如 复杂 度 为 n 的 算法 好 .另外 ,对 于 小 的 n 值 ， 它 也 肯定 不 如 复杂 度 为 2" 的 
算法 好 ， 因 此 ， 在 实践 中 ，O(m) 算 法 可 能 不 如 O(2") 算 法 好 .必须 仔细 理解 本 节 的 结果 及 对 多 项 
式 算法 的 强调 ， 

2.18.2 NP 完全 问题 “ 

在 算法 的 研究 中 ， 区 别 确定 性 过 程 和 非 确定 性 过 程 是 很 方便 的 ， 可 以 把 算法 看 成 状态 到 状 
态 的 转移 ， 确 定性 算法 (deterministic algorithm) 一 次 只 能 转移 到 一 个 新 状态 ， 而 非 确定 性 算法 
(nondeterministic) 一 次 可 以 转移 到 若干 个 新 状态 ， 即 非 确定 性 算法 能 够 同时 揭示 几 种 可 能 性 ， 本 
书 集中 考虑 确定 性 算法 ， 且 实际 上 ， 当 我 们 使 用 算法 一 词 时 ， 我 们 意 指 确定 性 算法 ， 存 在 复杂 度 
是 多 项 式 的 确定 性 算法 的 问题 类 称 为 P， 存 在 复杂 度 是 多 项 式 的 非 确定 性 算法 的 问题 类 称 为 NP. 
显然 P 中 的 每 一 个 问题 也 在 NP 中 .至 今 为 止 ， 还 没有 人 发 现 NP 中 的 问题 能 被 证 明 不 在 P 中 . 
然而 ， 有 许多 NP 中 的 已 知 问题 也 许 在 也 许 不 在 P 中 .其 中 的 大 部 分 问题 非常 普通 而 且 看 起 来 很 
难 ， 对 这 些 问题 来 说 ， 寻 找 确定 性 算法 非常 重要 .Cook[1971] 发 现 了 一 个 重要 的 事实 : 存在 一 
些 问 题 L， 通 称 NP 难题 (NP-hard)， 它 们 具有 下 面 的 性 质 : RL 可 以 通过 确定 性 多 项 式 算法 
解决 ,那么 NP 中 的 每 一 个 问题 都 能 够 通过 确定 性 算法 解决 ， 例 2. 10 所 讨论 的 卖 货 郎 问题 就 是 
这 样 的 一 个 NP 难题， 实际 上 ， 这 是 一 个 NP 完全 问题 (NP-complete problem)， 一 个 属于 类 NP 
的 NP 难题 ，Karp[1972] 指 出 存在 很 多 NP 完全 问题 . 现在 ， 很 多 人 都 怀疑 存在 非 确定 性 多 项 式 
算法 的 每 一 个 问题 都 有 确定 性 多 项 式 算法 . 因此， 他 们 怀疑 将 来 是 否 可 以 为 诸如 卖 货 郎 问题 这 
样 的 NP 难题 (NP- 完 全 问题 ) 找 到 确定 性 的 多 项 式 算法 .因此 ，NP 难题 (NP- 完 全 问题 ) 在 现实 意 
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义 下 是 很 困难 的 ， 关于 NP 完全 性 的 全 面 讨 论 可 以 参见 Garey 和 Johnson[1979]， 也 可 参见 


Reingold, Nievergelt 和 Deo[1977]. 


因为 现实 世界 的 问题 需要 得 到 解决 ， 所 以 当 我 们 发 现 一 个 问题 是 NP 完全 或 NP 难题 时 ， 不 
能 只 停留 在 寻找 一 个 解决 方案 ， 我 们 采用 折 中 的 办 法 ， 例 如 ， 研 究 的 问题 可 能 是 非 NP 难题 的 特 
殊 情 况 解 ， 例 如 ， 我 们 可 以 考虑 离开 任意 城市 时 ， 只 有 两 个 最 便宜 线路 的 卖 货 郎 问题 ， 或者， 当 
离开 一 个 城市 时 ， 只 考虑 5 个 最 近 的 城市 的 卖 货 郎 问题 .另外 ， 我 们 也 可 以 寻找 一 个 接近 于 我 们 
考虑 的 问题 的 解 的 好 算法 ， 现 今 组 合 数学 中 一 个 日 益 重要 的 活动 是 寻找 贴近 一 个 问题 的 (最 优 ) 


解决 方案 的 好 算法 . 

本 节 练 习 

1. 在 下 面 每 种 情况 下 ， 确 定 了 是 否 是 O(&) 并 根据 定义 证 明 你 的 答案 . 
(a) f=2", g=5" (b)f=6nt+2/n, g=nt 
(Of=10n, g=r (fas, g=4*—50 
(edfrn +7, g 3” (Df=cosn, g=4 

2. 使 用 极限 确定 /是 否 是 O(&). 
(a fas", g= b) f=nt2/n, gan 


(c) f=10n, (d) f=3", g=3'n—100 
Cd fant, gem, 回忆 2. 3 节 斯 特 林 近似 法 ] 
证明; 如 果 SOWA g ROM, WA fig HOA). 
TEA: 如 果 f 是 OC(g) 且 g 是 O(h),， WA f OCA). 


fe 


5. ER: WR 是 OC(g) 且 g RON. BAM FRAT h, hh 是 OC/) 当 且 仅 当 h 是 OCg). 
6. (a) 证 明 logan Æ O(n). (bb) 证明 n 不 是 O(log:n). 
7. 假设 c>1. 

DER a On). CHE n! 不 是 O). 


8.(a)n 是 Onlog:m) 成 立 吗 ? 为 什么 ? 
Cb) nlogen 是 OKm) 成 立 吗 ? 为 什么 ? 


9 对 于 下 面 的 每 一 个 函数 /和 g， 确 定 /是否 是 O(g) 并 证 明 你 的 答案 ,你 可 以 使 用 本 节 中 的 定义 、 
定理 及 前 面 练习 中 的 结果 . 
(a) f=5n, g=n (b) f=r, g=5n 
Co) f=6n+2n+1, g=r =2 
(fan, gan’ + g= 
(8)f=10logn, g=n +2, gar 
G) f= logen-+25, g=n? s g—2+n 


(i) f=7", g=4n®+25n+100n (Df=3nt+2m+1, g=2" 
(m) f=ntnlogen, g=2" (n) f=n' +3", g=n! 
10. 解释 什么 函数 是 O(1)， 即 对 于 g=1, 什么 函数 是 Og)? 


11. & fm) i. TERA f OG"). 


12. 下 面 的 函数 中 哪些 是 其 他 函数 的 “大 O”: Anlogen+ logon, n?+3/n° , logelogen. 
13. 对 下 面 的 函数 重复 练习 12: Cogn)’, 2H 4r logen+ 5n. 


极限 和 


100) 


IOL 
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2.19 ”人 鲍 梨 原理 及 其 扩展 
2.19.1 最 简单 的 鸽 巢 原理 

在 组 合 数学 中 , 证 明 某 种 排列 或 模式 存在 的 一 个 应 用 最 广泛 的 工具 是 馈 业 原理 (pigeonhole 
principle)， 通 俗 地 ， 这 一 原理 叙述 如 下 : MRE WE ATA DRON, BALEARS 
或 更 多 只 馈 子 占据 同一 个 馈 巢 .这 一 原理 也 称 犹 利克 雷 抽 层 原理 (Dirichlet drawer principle) 昌 或 
442 2 (shoebox principle)， 它 还 有 一 些 其 他 名 字 . 即 如 果 存 在 很 多 对 象 ( 鞋 ) 和 少数 抽 层 ( 鞋 
盒 )， 那 么 某 个 抽 层 ( 鞋 盒 ) 必 须 有 两 个 或 两 个 以 上 的 对 象 ( 鞋 )， 我 们 给 出 这 一 基本 组 合 数学 原理 
的 几 种 变形 和 这 一 原理 的 若干 应 用 .注意 ， 钢 集 原理 只 是 说 一 定 存 在 两 只 或 两 只 以 上 的 例子 占 
据 相 同 的 铅 梨 ， 这 对 我 们 识别 这 些 鸽 子 没有 帮助 . 

首先 我 们 更 精确 地 描述 鲍 巢 原理 . 

定理 2. 14( MRE) 如 果 把 k 十 1 RAFHALMARE, MLEVH-DGLESBR 
RLS RAB. 

为 了 说 明定 理 2. 14， 我 们 注意 到 如 果 在 一 个 房间 里 有 13 个 人 ,那么 他 们 中 至 少 有 两 个 人 的 
生日 在 同一 月 份 ， 类似 地 ， 如 果 从 电话 薄 上 选 出 677 个 人 ， 那 么 他 们 中 至 少 有 两 个 人 的 名 和 姓 由 
同样 的 字母 开始 ， 下 面 是 两 个 更 深入 的 例子 . 


【 例 2.33 调度 立法 委员 会 的 会 议 (再 探 例 1.4)〗】 考虑 例 1.4 的 会 议 调度 问题 ， 一 个 团 
(elique) 是 由 委员 会 集合 组 成 的 ， 其 中 的 每 一 对 都 有 一 名 公共 的 成 员 ， 对 应 于 这 一 委员 会 集合 的 
团 数 (clique number) 是 最 大 团 的 大 小 ， 已 知 表 1.5 的 数据 ， 最 大 团 的 大 小 是 3， 大 小 是 3 的 团 对 
应 于 图 1. 1 中 的 三 角形 。 因 为 在 一 个 团 中 的 所 有 委员 会 必须 得 到 不 同 的 会 议 时 间 ， 所 以 多 提 原理 
说 明 所 需 的 会 议 时 间 的 数量 至 少 与 最 大 团 的 大 小 一 样 大 ， 为 了 明白 其 原因 ， 令 一 个 团 的 顶点 是 
久子 ， 而 会 议 时 间 是 的 集 (用 第 3 章 的 语言 ， 这 一 结论 说 明 图 的 颜色 数 至 少 总 是 与 团 数 一 样 多 )， 
m 

【 例 2.34 制作 个 人 计算 机 】 个 人 计算 机 (PC) 的 制造 商 在 30 天 的 期 间 内 每 天 至 少 制作 一 台 

PC,， 并 在 完成 一 台 PC 后 才能 开始 下 一 台 PC 的 制作 工作 ， 且 每 天 制作 的 PC 平均 不 超过 1 十 台 . 


那么 一 定 存在 连续 的 若干 天 ， 在 这 些 天 正好 制作 了 14 台 PC， 为 了 明白 其 原因 ， 设 ai 是 第 i RA 
IRE PC 的 累计 制作 数量 ， 因 为 至 少 每 天 生产 一 台 PC， 而 且 30 天 内 至 多 生产 45 台 PC， 我 们 有 
a Lar < = < azo, 


a>l, 
aw < 45. 
还 有 
a+ <ar +14 < ++ < az +14 << 45414 = 59. 
现在 考虑 下 面 这 些 数 : 


a1 saz ,*** a30 a1 H14,a2 + 14,***,a30 + 14, 
共有 60 个 数 ， 每 一 个 数 都 在 1 和 59 之 间 . RESA, PATRAS. Aa, 
a2，…，aso 都 不 相同 且 a 十 14，az 十 14，…，aso 十 14 也 都 不 相同 ， 所 以 存在 i jp) RE 
4i 二 Qj 十 14， 因 此 ,在 日 期 i 和 j 之 间 ， 制 造 商 正好 制作 了 14 台 PC. a 


O RPGR ARAAM, HUE 19 世纪 的 数学 家 彼得 KULE ZARATE. 
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2.19.2 SRB RAMA 

我 们 从 给 出 合集 原理 的 若干 更 强 版 本 开始 本 小 节 . 特别 地 ， 当 把 2k 十 1 RAS THA kT 
时 ， 至 少 有 一 个 铀 巢 里 的 铝 子 数 超过 二 . 这 一 结果 成 立 ， 因 为 如 果 每 一 个 铀 旭 里 至 多 有 两 只 铀 
F, BANHA MAR. TUBES A 2k 只 合子， 根据 相同 的 推理 ， 把 3k 十 1 RFRA k 
PMT. BA MEM E Tet =. 

一 般 地 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 2.15 Stem RAFRAR DBR, EAA YG oh eh F MRT 

"a 


证 明 MRP HFRS SI Om 1) /k |, BAG FA BREE 
A | <m-1<m e 

为 了 说 明定 理 2. 15， 注 意 ， 如 果 在 一 个 房间 里 有 40 个人， 那么 至 少 有 3 个 人 的 生日 在 同一 
月 份 , PAL 39/12 |=3， 作 为 上 述 结果 的 另 一 个 应 用 ,假设 我 们 知道 一 台 计算 机 内 有 八 个 存储 位 
BR, SEAT 8000 位 存储 容量 ， 那 么 我 们 知道 至 少 一 个 存储 位 置 的 存储 容量 不 低 于 1000 位 ， 央 为 
m=8000 县 4 一 8， 所 以 有 | (m 一 1) /k= 二 999， 类 似 地 ， 如 果 一 个 工厂 有 40 个 电 插 座 共 拥有 9600 
伏特 的 容量 ， 那 么 我 们 知道 至 少 存在 一 个 拥有 240 伏特 或 更 高 伏特 容量 的 电 插座 . 

后 面 的 两 个 例子 说 明定 理 2. 15 的 如 下 推论 ， 其 形式 证 明 留 给 读者 (练习 21). 

推论 2.15.1 一 个 数 集 的 平均 值 在 这 些 数 的 最 小 数 和 最 大 数 之 间 . 

这 一 推论 的 另 一 种 形式 如 下 . 

推论 2.15.2 给 定 一 个 数 集 ， 在 这 个 集合 中 总 是 存在 一 个 数 ， 它 的 值 至 少 与 这 个 集合 中 的 
数 的 平均 值 一 样 大 (一 样 小 ). 


【 例 2.35 调度 立法 委员 会 的 会 议 时 间 ( 再 探 例 2.33)】 继续 例 2. 33， 委 员 会 的 集合 是 一 个 独 
立 集合 (independent seb) ， 如 果 其 中 的 每 一 对 委员 会 都 没有 共同 成 员 ， 一 个 会 议 时 间 安 排 把 个 
委员 会 分 割 成 个 不 相交 的 小 组 ， 其 中 每 个 小 组 都 是 独立 集合 ， 这 样 的 独立 集合 的 平均 大 小 为 
nn/&， 因 此 ， 至 少 存在 一 个 大 小 至 少 是 n/k 的 独立 集合 ， 在 表 1.5 MBAR, n=6, k=3 且 n/k 
=2. MRA 8 个 委员 会 和 3 个 会 议 时 间 ， 我 们 知道 至 少 有 一 个 会 议 时 间 将 至 少 有 8/3 个 委员 会 
即 至 少 有 3 个 委员 会 . E 


【 例 2.36 网 络 服务 器 】 一 家 公司 有 15 台 网 络 服务 器 和 10 个 因特网 端口 ， 任 意 时 刻 都 不 会 
有 超过 10 台 的 服务 器 同时 需要 端口 ， 每 5 分 钟 ， 这 些 服务 器 的 某 个 子 集 请 求 端口 ， 我 们 希望 以 
这 样 的 方式 把 每 一 个 服务 器 与 某 些 端口 相连 接 : 使 用 尽 可 能 少 的 连接 ， 总 是 确保 一 台 网 络 服务 
器 有 一 个 存 取 端 口 (一 个 端口 一 次 至 多 被 一 个 服务 器 使 用 )， 这 时 ， 需 要 多 少 次 连接 呢 ? WT 
这 一 问题 ， 注 意 ， 如 果 连 接 少 于 60 次 ， 那 么 平均 一 个 端口 的 连接 少 于 6 次 ， 所 以 根据 推论 
2. 15.2， 某 个 端口 将 与 5 台 或 更 少 的 服务 器 连接 。 如 果 余 下 的 10 台 网 络 服务 器 同时 使 用 ， 那 么 
只 有 9 个 端口 供 它们 使 用 因此， 至少 需要 60 次 连接 .证 明 存 在 有 所 需 性 质 的 60 次 连接 的 排列 
留 给 读者 (练习 19). a 

定理 2. 15 的 另 一 个 应 用 是 关于 数 序列 的 递增 和 递减 子 序列 的 结果 ， 考 虑 数 序列 on, 
zp ，…,Xp。 一 个 于 序列 (subsequence) 是 使 得 1<ii <in< <p <p 成 立 的 任意 序列 zzz *… 
Zi 例如，z1 一 9，zz 二 6， zs 二 14，z4 二 8，zs 二 17， 那 么 我 们 有 序列 9，6，14，8，17; FF 
Flazz, za, xs 是 序列 6，8，17; 子 序列 x1, x3, xe, zs 是 序列 9，14，8，17 等 ， 一 个 子 序列 


[3 


104] 


105] 
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是 递增 的 (increasing) ， 如 果 它 各 项 的 值 相继 增加 ; 子 序列 是 递减 的 (decreasing)， 如 果 它 各 项 的 
值 相继 减少 ， 在 我 们 的 例子 中 ， 最 长 的 递增 子 序列 是 9，14，17， 最 长 的 递减 子 序列 是 14，8. 

作为 另 一 个 例子 ， 考 虑 序列 : 

12, 5, 4, 3, 8, 7, 6, 11, 10, 9 

最 长 的 递增 子 序列 是 5，8，11， 而 最 长 的 递减 子 序列 是 12，11，10，9. 这 两 个 例子 说 明 下 面 的 
定理 ， 它 的 证 明 依赖 于 定理 2。15. 

定理 2. 16(Erdis 和 Szekeres[1935]) 给 定 一 个 有 站 十 1 个 不 同 整数 的 序列 ， 或 者 存在 有 ntl 
个 项 的 递增 子 序 列 或 者 存在 有 n+l 个 项 的 递减 子 序列 

注意 这 一 定理 需要 有 Pe +1 个 项 : 即 对 于 项 数 小 于 +i 的 整数 序列 结论 可 能 不 成 立 ， 例 
如 ， 考 虑 序列 

3，2，1，6，5，4，9，8，7. 

这 是 一 个 项 数 为 9 的 整数 序列 ， 其 中 最 长 的 递增 子 序列 和 最 长 的 递减 子 序列 有 3 个 项 . 

定理 2, 16 的 证 明 ” 设 这 一 序列 是 

Ils Tzs s Is. 

S u RFF ri 的 最 长 的 递增 子 序列 的 项 数 ， 如 果 任意 n 至 少 是 an 十 1， 那 么 定理 得 到 证 明 . 因 
此 ， 假 设 每 一 个 上 在 1 与 之 间 ， 因 此 ， 我 们 有 到 十 102 十 1 个 i) BSF BERRA n MeO 
1，2，…， 允 中， 根据 定理 2. 15， 存 在 一 个 至 少 有 


[een =n+1 
只 的 子 的 的 集 ， 即 至 少 有 n 十 1 个 相等 的 #。 证 明 与 这 些 i; 相关 联 的 r: 形成 一 个 递减 子 序列 ， 我 
ANER: W jA =y, War. WRS, 那么 有 <r, AWB RIE 2? +1 
整数 都 不 相同 ， 这 时 ，zi 及 其 后 开始 于 zi 的 最 长 递增 子 序列 形成 一 个 长 度 为 4j 十 1 的 递增 子 序 
DN. AA ej 十， 这 是 一 个 矛盾 . 
为 了 说 明 这 一 证 明 ， 考 虑 下 面 10 个 不 同 整数 的 序列 : 
10, 3, 2, 1, 6, 5, 4, 9, 8, 7. 
这 里 n=3 因为 10=3? 十 1， 且 我 们 有 


样本 子 序列 
5,7 
4,7 


因此 ， 有 四 个 等 于 1 的 t+， 相 对 应 的 云 ， 即 xi. rs, 29, rio R—MBRMF APF 10, 9, 8, 7. 
RAA tH SE — FERRARA. EAE! 读者 (练习 22). 
定理 2.17 (RGR pis por > pe 是 正 整数 ， 如 果 把 
Pit pete + pe—kt1 
RAF HAA MARE, RARER PALE VA p RAF, 或 者 第 二 个 鸟巢 至 少 有 p RA 
Fate + REBRNMAREDA pe RBF. 
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2.19.3 拉 姆 齐 数 

定理 2. 15 中 所 陈述 的 鲍 人 巢 原 理 形式 的 一 个 简单 应 用 就 是 如 下 定理 . 

定理 2.18 假设 在 6 个 人 中 每 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 .那么 或 者 有 3 个 人 互 为 朋友 
或 者 有 3 个 人 互 为 敌人 . 

证 明 设 a 是 其 中 的 任意 一 个 人 .根据 鸟 集 原 理 ， 剩余 的 5 个 人 中 ,或 者 3 个 或 更 多 人 是 a 
的 朋友 ， 或 者 3 个 或 更 多 人 是 a 的 敌人 (在 定理 2. 15 PH m=5, k= 二 2)、 首 先 假设 b,c 和 d 是 a 
的 朋友 ， 如 果 这 些 人 中 任意 2 个 人 是 朋友 ， 那 么 这 2 个 人 和 a 形成 一 个 互 为 朋友 的 3 人 组 .如 果 
b, cAld 都 不 是 朋友 ,那么 5，c 和 d 形成 一 个 互 为 敌人 的 3 AH. itb, Hd 是 a 的 敌人 时 
的 论证 也 类 似 . a 

定理 2. 18 是 组 合 数学 课题 中 称 为 拉 姆 齐 理论 的 最 简单 结果 ， 这 一 理论 要 追溯 到 拉 姆 齐 的 原 
始 文 章 [1930]， 它 可 以 重 述 如 下 : 

定理 2.19 假设 S 是 6 个 元 素 的 任意 集合 。 如 果 我 们 把 S 的 2 子 集 分 成 六 和 YY HK, MK 
或 者 

1. 存在 S 的 3 子 集 ， 它 的 所 有 2 子 集 都 在 X 中 ， 或 者 

2. 存在 S 的 3 子 集 ， 它 的 所 有 2 子 集 都 在 Y P. 

扩展 这 一 结论 ， 假 设 p 和 9g 是 满足 户 ，4 三 2 的 整数 ， 我 们 说 正 整 数 N 有 (p，q) 拉 姆 齐 性 质 
(Ramsey property) 如 果 下 面 的 条 件 成 立 : 给 定 N 个 元 素 的 任意 集合 S， 如 果 我 们 把 S 的 2 子 集 
DMX AY 两 类 ， 那么 或 者 

1. 存在 S 的 户 子 集 ， 其 所 有 2 子 集 都 在 X 内 ， 或 者 

2. 存在 S 的 9 子 集 ， 其 所 有 2 子 集 都 在 Y 内 . 
例如 ， 根 据 定理 2. 19， 数 6 有 (3，3) 拉 姆 齐 性 质 ， 然 而 数值 3 就 不 具有 (3，3) 拉 姆 齐 性 质 ， 因 为 
考虑 集合 S 一 {a, 5b，c} 并 把 S 的 2 子 集 分 类 成 X=({a， b). (b, ch} MY=((a, ch}. ABR, 
不 存在 S 的 3 子 集 ， 其 所 有 2 子 集 都 在 X 中 或 存在 S 的 3 子 集 ， 其 所 有 2 子 集 都 在 Y 内 ， 类 似 
地 ， 数 4，5 也 不 具有 (3，3) 拉 姆 齐 性 质 . 

注意 ”如 果 数 N 有 (9， 力 ) 拉 姆 齐 性 质 且 M > N， 那 么 数 M 有 (pp，9) 拉 姆 齐 性 质 ( 为 什 

么 )， 拉 姆 齐 理论 的 主要 定理 说 明 拉 姆 齐 性 质 的 定义 是 恰当 的 。 

定理 2.20( 拉 姆 齐 定理 人 9) 如 果 户 和 qd RHR p. q2 的 整 教 ， 那 么 存在 有 ( 力 ，9) 拉 姆 齐 性 
质 的 正 整数 N. 

对 于 定理 的 证 明 ， 可 以 参见 Graham, Rothschild 和 Spencer[1990]. 

拉 姆 齐 理论 的 一 个 关键 问题 是 寻找 拉 姆 齐 数 (Ramsey number)R(p，gq)， 这 是 具有 (p，9) 拉 
姆 齐 性 质 的 最 小 的 数 ， TER. REM 219, R3, <6. BE, RG, 3)=6. 计算 拉 姆 齐 
数 RCp，9) 的 问题 是 优化 问题 的 例子 ， 所 以 ， 在 计算 拉 姆 齐 数 的 尝试 中 ， 我 们 是 在 处 理 组 合 数学 
的 第 三 类 基本 问题 ， 即 优化 问题 。 拉 姆 齐 数 计算 一 般 来 说 是 一 个 难题 ， 只 有 少数 几 个 拉 姆 齐 数 是 
明确 已 知 的。 实际 上 ， 只 有 表 2. 12 给 出 的 那些 已 知 的 拉 姆 齐 数 R(p，g) (3. 8 节 给 出 其 中 某 些 项 
的 证 明 或 部 分 证 明 )。 关 于 拉 姆 齐 数 的 更 全 面 的 概括 性 文章 ， 向 读者 推荐 Radziszowski[2002]. 
也 可 参见 Graham[1981]、Graham，Rothschild 和 Spencer[1990], Chung 和 Grinstead[1983]. 


O 这 一 定理 实质 上 包含 在 控 姆 齐 的 原始 文章 [1930] 中 ， 这 笨 文 章 主要 涉及 的 是 在 形式 逻辑 中 的 应 用 ， 其 基本 结果 
Hh Erdos 和 Szekeres[1935] 重 新 发 现 并 推广 。 关 于 其 说 明 可 以 参见 Graham, Rothschild 和 Spencer[ 1990}. 
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R212 已 知 的 拉 姆 齐 数 R(p，g)? 


RP, q) 参考 文献 (s) 


Greenwood 和 Gleason[ 1955] 


p 

2 n 

3 3 

3 4 

3 5 14 Greenwood 和 Gicason[1955] 

3 6 18 Kery[1964] 

3 7 23 Kalbfleisch{1966], Graver 和 Yackel 1968] 

3 8 28 Grinstead 和 Roberts[ 1982], McKay 和 Min[1992] 
3 9 36 Kalbfleisch[ 1966], Grinstead 和 Roberts[ 1982} 

4 4 18 Greenwood 和 Gleason[ 1955] 

4 5 25 Kalbfleisch{ 1965], McKay 和 Radziszowski[ 1995] 


107) 


E: 注意 有 R(p, =R. p). 


拉 姆 齐 定理 (定理 2. 20) 有 各 种 扩展 形式 ， 有 一 些 将 在 3.8 节 讨 论 ， 对 于 其 他 扩展 形式 ， 参 
见 Graham, Rothschild 和 Spencer[ 1990]. 
拉 姆 齐 理论 在 诸如 噪声 信道 干扰 图 、 包 交换 网 络 的 设计 、 信 息 检 索 及 决策 等 课题 中 有 一 些 
令 人 感 兴趣 的 应 用 ， 我 们 将 在 4. 3. 3 节 对 决策 应 用 加 以 讨论 ， 关 于 拉 姆 齐 理论 的 其 他 应 用 的 概况 
可 以 参见 Roberts[1984]. 
本 节 练习 
1. 必须 选 出 多 少 人 才能 确保 至 少 两 个 人 有 下 面 的 性 质 ， 
(a) 名 字 中 的 第 一 个 字母 相同 ? 
(b) 生 在 一 年 的 同一 天 ? 
《ce) 身 份 证 的 后 四 个 数字 相同 ? 
(d) 电 话 号 码 的 前 三 个 数字 相同 ? 
2. 如 果 要 求 至 少 有 三 个 人 有 所 要 求 的 性 质 ， 重 复 练习 1. 
3. 如 果 有 五 双 不 同 的 袜子 混 放 在 一 个 抽 导 里 ， 在 我 们 能 够 肯定 找到 一 双 袜子 之 前 ， 必 须 选 出 多 少 只 袜子 ? 
4. (a) 我 们 必须 选 出 多 少 个 三 数字 位 趾 才 能 确保 其 中 的 两 个 至 少 有 一 位 数字 相同 ? 
(《b) 我 们 必须 选 出 多 少 个 n 数字 位 串 才 能 确保 其 中 的 两 个 至 少 有 一 位 数字 相同 ? 
5. 要 对 301 门 课程 安排 期 末 考 试 时 间 ， 使 得 有 共同 学 生 的 两 门 课程 得 到 不 同 的 考试 时 间 ， 且 有 20 个 考试 
时 间 就 足够 了 ， 你 能 说 明 如 何 确定 在 任意 一 个 时 间 可 安排 的 课程 的 最 大 数量 吗 ? 
6. 如 果 一 家 汽车 租赁 公司 有 95 辆 汽车 ， 总 共有 465 个 座位 ， 你 能 肯定 存在 至 少 有 5 个 座位 的 汽车 吗 ? 
7. 如 果 一 所 学 校 有 400 门 课程 ， 每 门 课程 平均 有 40 个 学 生 ， 对 学 生 最 多 的 一 门 课程 你 能 得 出 什么 结论 ? 
8. 如 果 一 个 电话 切换 网 络 有 20 个 切换 站 ， 平 均 每 个 切换 站 有 65 000 个 连接 。 你 能 说 出 最 小 的 切换 站 的 连 
接 数量 是 多 少 吗 ? 
9. 一 个 比萨 派对 上 留 有 3 张 橄 模 比 萨 、5 张 普通 比萨 、7 张 意大利 辣 肠 比萨 和 8 张 凤 尾 鱼 比萨 
《〈a) 要 求 有 多 少 张 比 萨 才 能 确保 至 少 一 种 比萨 有 三 张 ? 
(b) 要 求 有 多 少 张 比萨 才能 确保 得 到 5 张 凤 尾 鱼 比萨 ? 
10. 一 名 建筑 监理 有 77 天 做 巡回 检查 ， 他 想 一 天 至 少 做 一 个 检查 ， 且 要 做 132 个 检查 ， 存 在 他 刚好 做 21 个 
检查 的 连续 日 周期 吗 ? 为 什么 ? 
11. 一 名 研究 员 要 在 50 天 的 周期 内 每 天 至 少 做 一 个 试验 ， 而 总 试验 次 数 不 超过 75. 
(a) 证 明 在 这 50 天 内 ， 存 在 正好 做 24 个 试验 的 连续 日 子 . 
(b) 如 果 要 做 30 个 试验 ， 这 一 结论 仍然 正确 吗 ? 
12. 给 出 一 个 委员 会 调度 问题 的 例子 ， 其 中 最 大 派系 的 大 小 比 所 需 的 会 议 时 间 数 小 . 
13. 寻找 下 面 每 一 个 序列 的 最 长 递增 子 序列 和 最 长 递减 子 序列 并 检验 你 的 结论 符合 Erd6s-Szekeres 定理 . 
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31. 
32. 


(a)6, 5, 7, 4, 1 (b)6, 5, 7, 4, 1, 10, 9, 11, 14, 3 
(o)4, 12, 3, 7, 14, 13, 15, 16, 10, 8 


. 给 出 这 样 的 序列 : 含 16 个 不 同 整数 且 即 没有 含 5 个 项 的 递增 子 序列 也 没有 含 5 个 项 的 递减 子 序列 . 
.一 名 雇员 的 出 勤 钟表 明 她 在 10 天 的 周期 内 工作 了 81 个 小 时 .证 明 在 某 个 连续 的 两 天 内 ， 她 工作 了 至 


少 17 个 小 时 . 


. 在 15 天 的 周期 内 ， 调 制 解 调 器 连接 使 用 了 300 个 小 时 证明 在 连续 3 天 的 某 个 周期 内 ， 这 个 调制 解 调 


器 至 少 使 用 了 60 个 小 时 . 


, 一 个 公司 有 25 名 工人 共用 12 台 切 割 机 .每 一 小 时 ， 某 组 工人 需要 一 台 切 割 机 .在 任意 给 定时 间 需 要 


切割 机 的 工人 从 不 超过 12 名 ， 我 们 给 每 一 台 机 器 做 一 张 准许 使 用 该 机 器 的 工人 列表 ， 而 且 保证 每 一 名 
工人 至 少 在 一 张 机 器 列表 上 .如 果 把 12 台 机 器 的 列表 上 的 人 数 累加 起 来 ， 总 数 是 95， 证明: 在 某 个 时 
间 某 名 工人 没有 可 用 的 机 器 . 


,考虑 下 面 的 序列 : 


9,4,7,3,2,8,10,5,6,1. 
寻找 定理 2. 16 的 证 明 中 所 定义 的 数 5 ， 并 使 用 这 些 4, 寻找 至 少 含 4 个 项 的 递减 子 序列 ， 


,在 例 2. 36 中 ， 证 明 存 在 具有 期 望 性 质 且 有 60 个 连接 的 安排 . 
, 假设 在 一 个 派对 上 有 10 个 人 ， 他 们 的 年 龄 (整数 ) 范 围 从 0 到 100, 


(a) 证 明 存 在 两 个 不 同 的 ， 但 不 必 不 相交 的 的 子 集 ， 这 两 个 子 集中 人 的 年 龄 总 数 正好 相同 ， 
(b) 使 用 (a) 的 两 个 子 集 ,证明 存在 两 个 不 相交 的 子 集 ， 其 中 的 人 的 年 龄 总 数 恰好 相同 . 


. 由 定理 2. 15 证 明 推论 2. 15. L 

. 证 明定 理 2. 17. 

. 证明， 如 果 从 集合 1，2，3，…，2n 中 选 出 n 十 1 个 数 ， 那 么 其 中 一 个 数 将 整除 另外 一 个 数 . 

|. 证 明 : EEDA 2 个 人 的 一 个 小 组 中 ， 总 是 存在 2 个 人 ， 他 们 在 这 个 小 组 中 有 相同 数量 的 熟人 . 

.一 位 面试 官 要 给 每 -名 工作 申请 人 一 个 P( 通 过 ) 或 F( 未 通过 ) 的 面试 评估 ， 她 发 现 无 论 她 如 何 安排 这 些 


评估 ， 总 是 至 少 有 3 个 人 得 到 相同 的 评估 ， 她 需要 面试 的 申请 人 的 最 小 数目 是 多 少 ? 


,如 果 总 是 至 少 有 4 个 人 有 相同 的 评估 ， 重 复 练习 25. 
AE pE a, azs e as 的 序列 ， 证 明 在 这 个 序列 中 存在 连续 几 项 ， 它 们 的 和 可 以 被 p 整除 ， 即 


证 明 存在 i 和 j，1<i<j 志 pp， 使 得 a 十 a Ho Ha, 可 以 被 户 整 除 . 


5. 证明， 给 定 Rn 十 1，n 十 1) 个 不 同 整数 的 序列 ， 或 者 存在 "十 1 个 项 的 递增 子 序列 或 者 存在 "十 1 个 项 的 


递减 子 序列 . 


, 通过 给 出 X ALY 的 划分 ,证 明 : 


(a) 数 4 没有 (3，3) 拉 姆 齐 性 质 . 
(b) 数 5 没有 (3，4) 拉 姆 齐 性 质 . 
(0) 数 6 没有 (4，4) 拉 姆 齐 性 质 . 


). 求 下 面 的 拉 姆 齐 数 


(a)R(2, 2) (b)R(2, 8) ORCI, 2) 

证 明 ， 如 果 数 N 有 (p，g) 拉 姆 齐 性 质 ， 上 且 M>N， 那 么 数 M 有 (p，q) 拉 姆 齐 性 质 . 

考虑 10 人 的 一 个 小 组 ， 其 中 每 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 . 

(2) 证 明 ， 如 果 这 一 小 组 中 的 某 个 人 至 少 有 4 个 朋友 ， 那 么 或 者 有 3 个 互 为 朋友 的 人 ， 或 者 有 4 个 互 为 
BAMA. 

(b) 类 似 地 ， 如 果 在 这 个 小 组 中 某 个 人 至 少 有 6 个 敌人 ， 证 明 或 者 有 3 个 互 为 朋友 的 人 ， 或 者 有 4 个 互 
ABABA. 

(中 根据 (a) 和 (b) 证 明 ， 在 10 个 人 的 一 个 小 组 中 ， 如 果 每 两 个 人 或 者 是 朋友 或 者 是 敌人 ， 那 么 或 者 有 3 
个 互 为 朋友 的 人 ， 或 者 有 4 个 互 为 敌人 的 人 . 

(〈d) 关 于 拉 姆 齐 数 (c) 说 明了 什么 ? 
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33. 假设 p,q Mr 是 整数 ， 且 pr, q>r, r>l. 正 整 数 六 有 ( 刀 ，9， 门 拉 姆 齐 性 质 ， 如 果 下 列 条 件 成 立 : 
给 定 N 个 元 素 的 任意 集合 S， 如 果 我 们 把 S 的 = 子 集 分 成 X 和 Y 两 类 ， 那 么 或 者 : 
1. 存在 S 的 户 子 集 ， 它 的 所 有 ~ 子 集 都 在 X 内 , 或 
2. 存在 S 的 9 子 集 ， 它 的 所 有 ~ 子 集 都 在 了 内 
拉 姆 齐 数 R(p，g; 7) 可 定义 为 有 (p，gq; 7) 拉 姆 齐 性 质 的 最 小 整数 N.S 对 于 Rp. q r) 有 良好 定义 的 
证 明 ， 即 总 存在 这 样 的 整数 N 的 证 明 ， 可 以 参见 Graham, Rothschild 和 Spencer[1990]. 
(a) 证 明 RC, q; D=ptqr-1 
(HEH RCD, r; N=PAR(r, gi =q 


附加 练习 


1. 有 1000 名 申请 人 申请 人 学 资格 ， 而 该 学 院 计划 接纳 300 人 ， 对 于 这 个 学 院 来 说 存在 多 少 种 选 出 300 人 的 
可 能 方法 ? 
2. 八 肽 (octapeptide) 是 由 8 个 氨基 酸 组 成 的 链 ， 其 中 每 一 个 氨基 酸 是 20 种 自然 存在 的 氨基 酸 中 的 一 个 ， 存 
在 多 少 种 八 肽 ? 
3. 在 15 个 基 的 RNA 链 中 , 有 3 个 A、6 个 U、5 个 G 和 1 个 C， 如 果 这 个 链 开 始 于 GU HARF ACU, 
那么 有 多 少 种 这 样 的 链 ? 
4, 有 多 少 个 把 数 0 或 1 指定 给 每 一 个 由 0 和 1 组 成 的 mX a 矩阵 的 函数 ? 
5. 有 多 少 个 这 样 的 5 变量 开关 函数 ， 它 或 者 把 1 指定 给 开始 于 1 的 所 有 位 串 ， 或 把 0 指定 给 开始 于 1 的 所 
有 位 串 ? 
6. 在 安排 用 具 修理 时 ， 有 八 家 被 指定 在 上 午 ， 九 家 被 指定 在 下 午 ， 我 们 能 够 安排 的 修理 顺序 有 多 少 种 ? 
7, 如 果 校 园 电 话 内 线 有 4 个 数字 且 没 有 重复 数字 ， 有 多 少 种 可 能 的 不 同 内 线 电话 ? 
8. 在 20 个 基 的 RNA 链 中 ， 有 4 个 A、5 个 U、6 个 G 和 5 个 C， 如 果 这 个 链 或 开始 于 AC 或 UG， 那 么 这 
样 的 链 有 多 少 种 ? 
9, 单词 reconnaissance 的 字母 有 多 少 种 可 区 分 排列 ? 
10. 20 个 氨基 酸 的 链 中 有 5 个 组 氨 酸 、6 个 精 氨 酸 、4 个 糖 胶 、1 个 冬 酰胺 酶 、3 个 赖 氨 酸 和 1 个 谷 氨 酸 . 
这 样 的 链 有 多 少 种 ? 
11. 有 一 个 由 10 个 组 成 部 分 组 成 的 系统 .当前 5 个 组 成 部 分 中 至 少 有 4 个 运转 且 后 5 个 组 成 部 分 中 至 少 有 
4 个 运转 时 ， 这 一 系统 运转 ， 这 一 系统 可 以 运转 的 方式 有 多 少 种 ? 
12. 15 种 刷 油漆 的 工作 必须 在 一 天 内 完成 ， 其 中 5 个 工作 时 间 短 ，4 个 工作 时 间 长 ，6 个 工作 时 间 为 中 等 . 
如 果 这 15 种 工作 都 是 可 以 区 分 的 ， 有 多 少 种 不 同 的 运作 顺序 ， 使 得 ， 
(a) 所 有 时 间 短 的 工作 都 在 开始 时 进行 ? 
(b) 所 有 花费 时 间 相 同 的 工作 都 连续 进行 ? 
13. 一 个 人 希望 访问 6 个 城市 ， 每 一 个 城市 正好 访问 两 次 ， 且 从 不 连续 访问 同一 城市 两 次 ， 有 多 少 种 实现 
这 一 方案 的 方法 ? 
14. 有 9 个 孩子 的 家 庭 中 ， 有 2 个 孩子 有 黑头 发 、3 个 孩子 有 棕色 头发 、1 个 孩子 有 红头 发 、3 个 孩子 有 金 
发 .这样 的 家 庭 有 多 少 种 出 生 顺 序 ? 
15. 一 家 冷饮 店 提供 29 种 不 同 的 风味 。 现 要 制作 3 球 圆 简 冰淇淋 。 如 果 圆 简 中 的 每 一 个 球 必须 是 风味 不 同 
的 冰淇淋 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 3 球 圆 简 冰 淇 淋 ? 
16. 一 个 人 有 6 套 不 同 的 套装 ， 他 能 用 多 少 种 方法 选 出 不 是 一 套 的 夹克 和 裤子 ? 
17. 假设 在 街区 有 11 座 房子 ， 其 中 6 座 有 和 白蚁- 
《a 有 白 蚊 的 房子 都 彼此 相 邻 的 方式 有 多 少 种 ? 
《b) 有 白蚁 的 房子 彼此 都 不 相 邻 的 方式 有 多 少 种 ? 


O 〈p，9) 拉 姆 齐 性 质 与 (PP，9; 2) 拉 姆 齐 性 质 相同 
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18. 把 8 件 礼品 分 给 5 个 孩子 ， 有 多 少 种 分 配方 法 ? 
19. 有 这 样 的 一 个 实验 : 给 5 个 实验 者 每 个 人 一 些 药丸 吃 。 如果 有 20 个 药丸 且 每 一 个 实验 者 必须 至 少 吃 一 
个 药丸 、 有 多 少 种 方法 进行 这 样 的 实验 ? 
20. 如 果 有 75 种 食谱 可 供 选择 ， 如 果 不 记 选择 食谱 的 顺序 ， 且 可 以 有 相同 的 食谱 ， 那 么 有 多 少 种 方法 在 7 
天 的 期 间 准备 20 种 食谱 ? 
21. 一 个 人 有 5 种 共有 基金 ， 总 共 持 有 56 个 股份 ， 关 于 最 大 的 基金 中 的 股份 数 说 明了 什么 ? 
22. 一 个 网 站 在 15 天 期 间 被 "点 击 "300 次 .证 明 在 某 个 3 天 的 连续 期 间 ， 它 至 少 被 点 击 60 次 . 
23. 在 下 面 的 条 件 下 ， 把 排列 84316275 变 成 便 等 排列 需要 多 少 步 ? 
(9) 只 允许 交换 第 站 个 元 素 和 第 (i 十 1) 个 元 素 ? 
(b) 只 允许 用 一 个 子 序列 (如 3162) 的 倒 位 序列 (2613) 取 代 这 一 子 
序列 ? 
《Polya) 考 虑 有 图 2. 7 所 示 的 街道 覆 格 的 城市 。， 在 一 个 实验 中 ， 每 
一 个 接受 实验 的 人 在 拐角 A 出 发 ， 且 被 告知 前 进 到 拐角 B，B 位 于 
从 A 向 东 五 个 街区 、 向 北 四 个 街区 ， 给 他 指定 的 路 线 正好 走 九 个 
街区 ， 这 个 实验 人 想 用 100 名 接受 实验 的 人 ， 并 且 为 每 一 个 人 指定 4 
不 同 的 路 线 。 有 可 能 完成 这 一 实验 吗 ? WHA? 图 2.7 城市 街道 栅 格 ， 虚 线 给 出 
(Liu[1968]) 我 们 在 纸 条 上 印 一 个 5 位 数 ， 包 含 开 始 于 0 的 数 ， 如 一 个 典型 路 线 
00158， 因 为 数字 0，1 和 8 上 下 看 都 一 样 ， 而 当 被 类 倒 时 ， 数 字 6 
和 9 被 交换 ， 所 以 如 61891 和 16819 这 样 的 5 位 数 可 以 分 享 同一 纸 条 .如果 我 们 想 包含 所 有 可 能 的 5 位 
数 ， 那 么 我 们 需要 多 少 片 不 同 的 纸 条 ? 
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3. 1 基本 概念 S 
3. 1.1 一 些 例子 

在 例 1.4 中 ， 我 们 简单 地 介绍 了 图 的 概念 ， 本 章 研究 图 和 有 向 图 及 其 在 多 方面 的 应 用 ， 图 是 
解决 组 合 数学 问题 的 基础 工具 ， 而 组 合 数学 中 的 很 多 计数 技术 在 解决 图 论 问题 中 也 很 有 用 ， 图 
论 是 一 个 古老 的 课题 ， 近 年 来 人 们 对 它 的 兴趣 与 日 俱 增 ， 从 一 开始 ， 这 一 课题 就 与 应 用 密切 相 
关 ， 它 是 由 欧 拉 [1736] 在 解决 著名 的 哥 尼斯 堡 桥 问题 的 过 程 中 发 明 的 ， 我 们 将 在 11. 3. 1 节 讨论 
这 一 著名 的 问题 ， 后 来 Kirchhoff[1847] 把 图 论 应 用 于 电网 的 研究 中 ，Cayley[1857，1874] 把 它 应 
用 于 有 机 化 学 的 研究 中 ， 哈 密 顿 (Hamilton) 把 它 应 用 于 拼图 游戏 的 研究 中 ， 而 且 很 多 数学 家 及 非 
数学 家 把 它 应 用 于 图 和 图 着 色 的 研究 中 ，20 世纪 ， 图 论 已 日 益 广泛 地 应 用 于 电机 工程 、 计 算 机 
科学 、 化 学 、 政 治学 、 生 态 学 、 分 子 生物 学 、 运 输 、 信 息 处 理 和 其 他 各 个 领域 

为 了 说 明 图 论 的 应 用 。 引 出 我 们 要 介绍 的 图 和 有 有 向 图 的 形式 定义 ， 考 虑 下 面 几 个 例子， 


【 例 3. 1 运输 网 络 】 图 和 有 向 图 出 现在 
很 多 运输 问题 中 ， 例 如 ， 考 虑 给 定 区 域内 的 
任意 场所 集合 ， 在 这 些 场所 之 间 要 求 运输 货 
物 、 人 、 汽 车 等 。 这 些 场所 可 以 是 城市 、 仓 斯 普 林 菲 尔 德 


BURE 奥 尔 巴 尼 ， 


纽约 


斯 普 林 菲 尔 德 


库 、 街 道 拐角 、 飞 机 场 以 及 类 似 的 场所 ， 如 ame ame 
图 3. la 所 示 ， 把 这 些 场所 表示 成 点 ， 而 且 i 
当 从 场所 z 到 场所 y 可 以 移送 货物 、 人 等 图 3.1 有 向 航线 


时 ， 从 场所 z 到 场所 y 芽 一 箭头 或 有 向 直线 (或 曲线 )， 方向 是 从 工 到 y， 当 所 有 连 线 都 是 双向 
时 ,我 们 可 以 用 下 面 的 方法 更 简单 地 把 它们 表示 出 来 : 在 可 以 直接 连接 起 来 的 两 个 场所 之 间 画 
一 条 单一 无 向 线 ， 而 不 用 对 每 对 场所 画 出 两 个 箭头 [参见 图 3. 1b]. 运输 网 络 有 诸多 有 趣 问 题 ， 
包括 如 何 设计 高 效 的 交通 网 络 ， 如 何 确保 它们 不 易 破 坏 ， 等 等 . a 


【 例 3. 2 通信 网 络 】 图 也 用 于 通信 的 研究 中 .考虑 一 个 委员 会 、 一 个 法 人 团体 或 任意 类 似 的 
需要 联络 的 组 织 ， 如 图 3. 2 所 示 ， 把 这 样 的 组 织 中 的 每 一 个 成 员 表示 成 一 个 点 ， 并 且 如 果 成 员 x 
能 够 与 成 员 y 直接 联络 ， 那 么 从 成 员工 到 成 员 y 画 一 条 有 箭头 的 线 ， 例如， 在 图 3. 2 的 警察 局 
中 ， 长 官能 够 直接 与 调度 员 联络 ， 而 这 位 调度 员 又 能 通过 任意 一 位 副官 找到 长 官 S， 关 于 这 样 的 “ 通 
信和 网 络 ”， 所 问 及 的 典型 问题 类 似 于 运输 网 络 的 问题 ， 如 何 设计 高 效 网 络 ， 破 坏 通 信 的 容易 程度 
等 现代 通信 和 网络 理论 通常 涉及 交互 通信 网络 和 计算 装备 网 络 ， 而 且 它 所 生成 的 图 是 巨大 的 ， 国 


O 本章 所 介绍 的 图 论 的 话题 第 选 有 三 个 理由 。 第 一 ， 它 们 生动 地 说 明 这 一 课题 的 性 质 和 各 方面 应 用 ， 第 二 ， 它 们 被 
用 于 说 明了 第 2 章 介绍 的 计数 技术 第 三 ， 它 们 将 用 于 说 明 第 5 章 到 第 8 章 中 的 计数 和 存在 结果 ， 我 们 将 在 第 11 
章 更 全 面 地 讨论 图 论 ， 用 连续 三 章 讲述 图 和 网 络 的 内 容 ， 并 开始 介绍 图 论 算法 方面 的 内 容 ， 在 由 Fred Roberts 所 
执教 的 拉 特 格 大 学 本 科 生 组 合 数学 的 课程 中 ， 他 没有 活 盖 太 多 图 论 的 知识 ， 因 为 有 一 门 独 立 的 本 科 生 图 论 课程. 
因此 ， 他 对 本 章 的 内 容 一 带 而 过 ， 他 分 别 讲授 3. 1. 1 节 、3. 1. 2 节 和 整个 3. 2 节 (但 是 只 用 大 约 30 分 钟 ， 对 练习 也 
不 做 强调 ) 以 及 3.3. 1 节 、3. 3.3 节 、3.4.1 节 、3.4.2 节 、3.5.1 节 、3.5.2 节 、3.5.4 节 、3.5.5 节 (只 给 出 定理 
3. 16 的 证 明 ) 和 3. 5. 6 节 (不 包括 遍 革 定 理 的 证 明 梳 述 ) 的 相关 内 容 ， 可 以 加 入 其 他 各 节 扩 展 所 涵盖 的 内 容 ， 在 图 论 
课程 及 更 多 强调 图 、 计 算 或 理论 等 的 组 合 数学 课程 中 ， 应 该 包含 比 本 章 更 多 的 内 容 . 

O 关于 警察 机 构 的 类 似 的 通信 网 络 的 更 详细 讨论 可 以 参见 Kemeny Snell[1962, Ch. 8]. 
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WEIR? 


图 3.2 警察 机 构 的 部 分 通信 网 络 


【 例 3. 3 物理 网 络 】 图 通常 对 应 于 物理 系统 ， 例 如 ， 可 以 把 电网 想象 为 一 个 图 ， 点 表示 各 电 
气 部 件 ， 当 且 仅 当 存在 一 条 连接 两 个 点 的 电线 时 ， 用 一 条 无 向 直线 将 它们 相连 ， 类 似 地 ， 在 电话 
网 络 中 ,我们 可 以 把 切换 中 心 和 各 个 电话 想象 成 为 点 ， 且 两 个 点 有 直线 连接 ， 如 果 它 们 之 间 存 在 
直通 电话 线 ， 例 1. 3 所 研究 的 原油 和 天 然 气 管道 也 可 以 以 这 种 方式 翻译 成 图 ， 我 们 通常 寻找 满足 
某 种 相互 连接 需求 的 最 高 效 网 络 或 成 本 最 低 的 网 络 设计 ,或 寻找 最 不 易 受到 破坏 的 网 络 a 


【 例 3. 4 网 络 的 可 靠 性 】 如 果 运输 、 通 信 、 电 力 或 计算 机 网 计算 机 4 wane 计算 机 C 
络 被 模型 化 成 图 ， 那 么 这 一 网 络 的 组 成 部 分 的 故障 对 应 于 点 或 线 

的 故障 ， 好 的 网 络 设计 拥有 宛 余 ， 这 样 ， 某 些 组 成 部 分 的 故障 不 

至 于 导致 整个 网 络 的 故障 (参见 例 2.21)， 例 如 ， 假 设 我 们 有 如 jan athe I 
图 3.3 所 示 由 6 台 计算 机 组 成 的 网 络 ， 且 它们 之 间 的 直接 连接 表示 wag aye 

成 图 中 的 直线 ， 假 设 所 有 连接 都 存在 一 定 的 失效 概率 ， 当 某 些 连 
接 失 效 时 ， 这 一 系统 中 的 每 一 对 计算 机 可 以 (至 少 间接 地 通过 其 他 计算 机 ) 连 通 的 概率 是 多 少 呢 ? 
能 否 把 这 一 网 络 设计 成 为 连接 数 相同 但 连通 概率 增加 的 不 同 网 络 呢 ? m 


【 例 3.5 因特网 上 的 信息 搜索 〗 由 于 因特网 上 的 网 站 和 网 页 数量 的 急剧 增加 ， 出 现 了 诸如 
Google 等 的 搜索 引擎 .这样 的 系统 构建 需要 不 断 更 新 网 页 数据 库 ， 这 种 更 新 是 通过 周期 性 遍历 
网 络 的 超 文本 结构 的 机 器 人 实现 的 ， 假 设 把 每 个 网 站 表示 成 一 个 点 ， 并 在 其 中 从 一 个 网 站 到 另 

-个 网 站 之 间 画 箭头 线 ， 如 果 机 器 人 可 以 在 访问 前 一 个 网 站 之 后 访问 后 一 个 网 站 ， 应 该 以 什么 
样 的 顺序 访问 各 网 站 ， 使 得 最 小 化 数据 库 中 的 网 页 过 时 的 时 间 因 素 ? 答案 部 分 依赖 于 给 定 网 页 
的 更 新 概率 的 评估 ， 当 我 们 查看 用 户 查询 的 “最 相关 "网 站 或 带 足够 高 的 “相关 得 分 "的 网 站 集合 
时 ， 还 要 涉及 因特网 搜索 中 的 图 论 的 其 他 应 用 ， 这 是 第 12 章 所 讨论 的 匹配 问题 . E 


【 例 3. 6 计算 机 程序 分 析 】 在 计算 机 程序 分 析 中 图 有 着 非常 广泛 的 应 用 .分 析 程 序 的 方法 之 
一 是 把 大 型 程序 细 分 成 子 程序 ， 作 为 理解 、 文 档 制作 或 检查 结构 性 错误 的 一 种 帮助 ， 所 考虑 的 子 
程序 是 程序 块 ， 或 者 是 带 有 下 面 性 质 的 计算 机 指令 序列 :一旦 执行 序列 中 的 某 个 指令 ， 那 么 序列 
中 的 所 有 指令 都 执行 。 设 每 个 程序 块 被 表示 成 点 ， 如 我 们 在 图 3. 1 中 把 城市 表示 成 点 一 样 ， 如 果 
有 可 能 把 控制 从 程序 块 z 的 最 后 一 个 指令 转换 成 程序 块 y 的 第 一 个 指令 ,那么 从 工 到 y 画 一 条 有 
第 头 的 线 。 结 果 图 表 称 为 程序 有 向 图 (program digraph) (流程 图 是 特殊 的 程序 有 向 图 ， 其 中 每 个 
程序 块 具 有 一 个 指令 )， 某 些 程序 块 被 设计 成 开始 和 结束 块 . 为 了 检查 程序 中 的 错误 ， 我 们 也 许 
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可 以 使 用 编译 器 查询 是 否 存在 一 些 点 (程序 块 )， 从 这 些 点 出 发 ， 永 远 无 法 沿 着 箭头 到 达 结 束 点 . 
或 者 我 们 也 许可 以 使 用 编译 器 查询 是 否 存在 从 开始 点 永远 无 法 达到 的 点 (如 果 是 这 样 ， 这 些 无 法 
达到 的 点 对 应 于 从 不 被 调用 的 子 程序 )、 程 序 有 向 图 也 可 用 于 评估 这 一 程序 的 运行 时 间 ， 图 在 计 
算 机 科学 中 有 很 多 其 他 应 用 ， 如 计算 机 和 数字 系统 的 设计 与 分 析 、 数 据 结构 、 容 错 系统 的 设计 以 
及 数字 系统 的 故障 诊断 等 领域 . a 


【 例 3. 7 物种 间 的 竞争 】 图 也 应 用 于 生态 系统 的 研究 中 ， 考 虑 构成 生态 系统 的 若干 物种 ， 把 
物种 (或 物种 群 ) 表 示 成 点 ， 如 图 3. 4 所 示 ， 并 在 物种 z+ 和 之 间 画 一 条 无 向 线 当 且 仅 当 x 和 >y 相 
互 竞争 ， 结 果 图 称 为 竞争 图 (competition graph， 或 生态 位 重 公 图 )， 关 于 竞争 图 能 提出 的 问题 包 22 
括 这 些 竞争 图 的 结构 性 质 的 问题 (例如 它们 如 何 连接 ， 它 们 的 连通 部 分 是 什么 )， 以 及 这 些 连 线 的 
密度 问题 (出 现 的 连 线 数量 与 可 能 的 连 线 数量 的 比率 ). 


重要 的 物种 ， 7， 中 部 区 域 的 欧 爬 动物 林 冠 中 和 陆地 区 
1， 林 冠 ， 叶子 , 果实, HE 域 的 哺乳 动物 

2， 大 的 陆地 动物 : 大 的 响 乳 动物 ， 乌 8， 林 冠 中 的 动物 ， 鸟 ， 果 蝙 ， 其 他 哺乳 
4 昆虫 动物 

4 树干 果实， 花 9， 高 空 哺乳 动物 ， 乌 和 蝙蝠 ， 食 虫 的 动物 
5， 陆 地 : 根 ， 落 下 的 果实 ， 叶 子 ， 树 干 10. 中 部 区 域 的 飞行 动物 乌 ， 食 虫 蝙蝠 
6. 真菌 11， 小 的 陆地 动物 :小 的 哺乳 动物 ， 鸟 


图 3.4 马 来 群 岛 雨 林 的 物种 竞争 图 (数据 来 自 于 Harrison[1962]， 
由 Cohen[1978] 改 编 ， 图 来 自 于 Roberts[1978]) 


【 例 3.8 循环 赛 】 作为 图 的 另 一 个 应 用 ， 考 虑 网 球 循环 Cijsters S.Williams 
赛 S ， 其 中 每 一 名 球 手 必须 与 其 余 每 一 位 球 手 正好 比赛 一 次 ， 
且 不 允许 平局 ， 可 以 把 球 手表 示 成 点 并 当 *z 打败 y" 时 从 工 到 y 
画 一 条 有 箭头 的 线 ， 如 图 3. 5 所 示 . 类 似 的 循环 赛 大 量 出 现 于 
社会 学 、 生 物 学 和 环境 科学 中 .心理 学 家 在 一 个 选项 集合 上 进 Capriati Seles 
行 成 对 比较 优先 选择 实验 ， 对 于 这 一 选项 集合 中 的 每 一 对 选 图 3.5 一 个 循环 赛 
项 ， 要 求 对 象 说 明 他 对 此 的 喜好 ， 如 果 我 们 把 这 些 选项 对 应 于 
球 手 ， 而 把 “喜爱 "对 应 于 “打败 ”"， 那 么 这 就 定义 一 个 循环 赛 。 生 物 学 中 也 发 生 循环 赛 现象 ， 研 究 
表明 ， 农 家 的 每 一 对 小 鸡 中 的 一 只 “统治 "另外 一 只 ， 这 种 小 鸡 间 的 吸食 顺序 同样 定义 一 个 循环 赛 
《这 同样 也 适合 其 他 动物 )， 在 循环 赛 的 研究 中 ， 一 个 基础 问题 是 确定 “ 赢 者 ”并 排列 “ 球 手 "， 图 论 
也 有 助 于 解决 这 一 问题 . a 
【 例 3.9 BRIS 在 计算 机 信息 检索 系统 中 ,被 索引 的 每 一 个 文件 被 标 上 若干 索引 项 
(index term) 或 描述 符 (descriptor)。 把 这 些 索引 项 画 成 点 ， 如 果 两 个 点 所 对 应 的 索引 项 有 密切 关 。 [23 


O 这 不 是 一 般 的 淘汰 赛 . 
© 这 一 例子 来 自 于 Deo[1974]. 


mza 
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系 ， 那 么 在 这 两 个 点 之 间 画 一 条 线 、 如 图 3. 6 所 示 . 结果 图 称 为 类 似 图 (similarity graph). 这 一 
图 可 以 用 于 生成 文件 分 类 ， 有 助 于 信息 检索 : 提供 若 计算 
干 索引 项 ， 信 息 检 索 系 统 生成 一 个 相关 项 和 对 应 文件 
的 列表 .在 诸如 万 维 网 (练习 3. 5) 这 样 巨大 的 数据 库 的 
先进 信息 检索 应 用 中 ,我 们 可 能 为 特定 的 咨询 项 评估 文 
件 或 网 页 的 相关 性 ， 并 寻找 有 最 大 化 相关 性 的 网 页 ， 国 
3. 1.2 有 向 图 和 图 的 定义 

这 些 例子 都 生成 有 向 图 或 无 向 图 ， 我 们 更 精确 地 将 一 个 有 方向 的 图 或 有 向 图 D(directed 
graph or digraph DD) 定 义 为 一 个 序 对 (V，A)， 其 中 V 是 一 个 非 空 集 ,而 A 是 V 中 元 素 的 序 对 的 
集合 . V 被 称 为 顶点 (vertice) 集 合 ,而 A 是 绝 (arc) 集 合 (有 些 作者 使 用 术语 节点 (node)、 点 
(poin FARER, HARR k Carrow), A ét (directed line), A Mid (directed edge) 或 有 向 
连接 (directed link) 代 替 弧 )， 如 果 要 考虑 多 个 有 向 图 ， 那 么 我 们 将 用 VCD) 和 ACD) 5} SI BAB DD 的 
顶点 集合 和 弧 集合 ， 通常， 使 用 图 3. 7 所 示 的 那些 图 表示 有 向 图 这里， 项 点 被 表示 成 点 ， 而 且 
存在 从 到 v 的 有 向 线 (或 者 箭头 ， 但 没有 必要 是 直 的 ) 当 且 仅 当 (zx， 了 在 A 中 ， 例 如 ， 对 于 
图 3. ARWAH Di, VÆRA lu, v w, r) HAERE 

{Cusv) (usw), (vw), Cwr), (rru) }. 

如 果 存 在 从 项 点 x 到 顶点 v 的 弧 ， 我 们 就 说 x 与 v 相 邻 (adjacent)， 因 此 ， 在 图 3.7 的 有 向 图 

Di P, u tjv Mw, wh 2 相 邻 等 . 


| | y 
| | E 
NJ ~ 
x w 
Di D; D; 


RNA 


编译 器 位 串 代码 ”DNA ite 
图 3.6 类 似 图 的 一 部 分 


Dy D; 


图 3.7 有 向 图 
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注意 读者 应 该 注意 到 ， 在 有 向 图 的 图 表示 中 ， 顶 点 的 放置 位 置 不 是 重要 的 顶点 之 间 

的 距离 也 没有 意义 ， 连 接 顶点 的 线 的 性 质 也 不 重要 等 另外， 两 个 台 交 叉 与 否 也 不 重 

要 ; 交叉 点 不 是 有 向 图 的 顶点 ， 有 向 图 中 的 所 有 信息 就 是 观察 给 定 的 一 对 顶点 是 否 由 

一 条 有 向 线 或 纹 相 连接 以 及 纶 的 走向 等 .日 因此 ,图 3.7 中 的 有 向 图 Di 和 Da 是 相同 的 

有 向 图 ， 只 是 画 法 不 同 ， 在 下 面 小 节 中 ， 我 们 将 说 明 Di 和 Dz 是 同 构 的 . 

在 有 向 图 中 ， 完 全 有 可 能 在 两 个 方向 上 都 有 弧 ， 有 从 u 到 OMAK Bu HM, We 
图 3.7 的 Ds 中 所 示 的 那样 ， 也 可 能 有 从 一 个 顶点 到 其 自身 的 弧 ， 如 Ds 中 的 顶点 w， 这 样 的 弧 称 
为 环 (loop)， 然 而 ， 从 u Plo 的 弧 的 数量 却 不 可 能 大 于 1。 通 常 在 有 向 图 的 理论 和 应 用 中 ， 这 样 
的 多 重 弧 是 很 有 用 的 ,例如 在 化 学 键 的 研究 中 就 是 如 此 ， 那 时 ， 我们 需要 研究 多 重 图 
(multigraph) 或 多 重 有 向 图 (multidigraph) ， 而 不 是 有 向 图 . 

经 常 出 现 的 情况 是 ， 当 存在 从 到 vw 的 弧 时 也 存在 从 v 到 4 的 弧 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 称 有 
向 图 (V，A) 是 图 (graph)， 图 3. 8 给 出 了 几 个 图 在 画图 时 ， 我 们 不 考虑 箭头 ， 而 且 用 连接 顶点 
u 和 项 点 v 的 单一 无 向 线 取代 项 点 u 和 顶点 v 之 间 的 一 对 弧 (并 用 无 向 环 取 代 有 向 环 )， 我 们 称 这 
样 的 线 为 这 个 图 的 一 条 边 (edge)， 并 把 它 看 成 顶点 的 无 序 对 (wu，v} (顶点 u v 可 以 相同 )， 如 果 
图 中 存在 边 {u，v)， 那 么 我 们 称 u 和 vw 是 邻居 (neighbor)， 以 这 种 方式 画 出 图 3. 8 中 的 图 ， 就 得 
到 图 3. 9， 因 此 ， 图 G 可 以 定义 为 对 (V，E)， 其 中 V 是 顶点 集合 , EV 中 无 序 元 素 对 的 集合 ， 
即 边 的 集合 ， 如 果 考 虚 多 个 图 ， 我 们 将 使 用 V(G) 和 E(G) 分 别 表示 G 的 顶点 集合 和 G 的 边 的 


集合 . 
u x 
u v 
eo o 
w x 
G 
图 3.8 图 
u v 
ey l 
oo 
x w v wy z 
Gi G G 


图 3.9 用 边 取代 图 3. 8 中 的 弧 所 得 的 图 


$0: 
CELTS 


G, 


这 里 ， 我 们 要 明确 有 关 图 和 有 向 图 的 几 个 假设 .很 多 图 论 研究 者 都 明确 地 做 了 下 面 的 假设 ; 
不 存在 多 重 弧 或 边 ， 即 从 项 点 “到 顶点 v 的 弧 或 边 的 数量 不 大 十 1， 对 于 我 们 来 说 ， 这 一 假设 已 
包含 于 有 向 图 和 图 的 定义 当中 ， 至 少 在 最 初 我 们 将 假设 有 向 图 和 图 没有 环 (我 们 对 无 环 的 有 向 图 
和 图 的 几乎 所 有 陈述 对 有 环 的 有 向 图 和 图 也 成 立 )。 我 们 也 仅 限于 考虑 带 有 有 限 个 顶点 的 有 向 图 
和 图 。 概括 这 些 假设 如 下 : 

假设 “除非 特别 指定 ， 本 书 中 所 提 到 的 所 有 有 向 图 和 图 只 有 有 限 个 顶点 的 集合 ， 没 有 环 ， 而 


O 这 不 完全 是 对 的 ， 有 向 图 的 某 些 性 质 有 可 能 与 图 中 项 点 和 弧 的 实际 放置 位 置 有 关 ， 我 们 将 在 下 文中 看 到 这 
一 点 
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且 不 允许 有 多 重 弧 或 边 . 
G 的 顶点 zx 的 度 (degree)deg(z) 或 degc(z) 计 数 “的 邻居 数目 注意， 如果 我 们 把 G 的 所 
有 顶点 的 度 加 起 来 ， 那 么 我 们 就 计数 每 一 条 边 两 次 ,计数 每 一 个 顶点 一 次 .因此 我 们 有 下 面 的 
定理 . 
定理 3.1 如 果 G 是 有 e 条 边 的 任意 图 ， 那 么 有 
D deglu) = 2e. 


SX 
3.1.3 ”标签 有 向 图 和 同 构 问题 ? 

nn 顶点 标签 有 向 图 (labeled digraph) 或 n 顶点 标签 图 (labeled graph) 是 把 整数 1，2，…，? 分 
别 指定 给 每 一 个 顶点 的 有 向 图 或 图 实际 上 ， 两 个 标签 有 向 图 或 图 可 以 是 一 样 的 ， 例 如， 
图 3. 10 给 出 一 个 未 标签 图 G 和 G 的 顶点 的 三 个 标签 指定 。 前 两 个 标签 指定 在 下 面 的 意义 下 可 以 
认为 是 相同 的 : 它们 的 边 集合 是 相同 的 ， 然 而 ， 第 一 个 和 第 三 个 标签 指定 是 不 同 的 ， 因 为 第 一 个 
指定 有 边 {3，4} 而 第 三 个 指定 没有 . 


NNNN 


图 3.10 一 个 图 G 和 它 的 顶点 的 三 个 标签 指定 


作为 计数 问题 中 的 一 个 简单 例子 ， 考 虑 对 于 "之 2， 有 多 少 个 不 同 的 ”顶点 标签 图 ? 我 们 观 
察 到 一 个 有 个 顶点 的 标签 图 至 多 可 有 Cln，2) 条 边 ， 因 为 C(n，2) 是 nn 个 顶点 的 无 序 顶 点 对 的 
数量 ， 因 此 ， 我 们 很 容易 得 到 答案 .假设 这 个 图 有 e 条 边 ， 那 么 我 们 必须 从 C(n，2) 条 可 能 的 边 
中 选取 。 条 边 ， 由 此 可 知 ， 有 个 顶点 和 e 条 边 的 标签 图 的 数量 L(n，e) 由 下 式 给 出 : 


{(3) 
Lone) = C(C(n,2) ve) =| 2/|. (3.1) 
e 


因此 ， 根 据 加 法 规则 和 等 式 (3. D, A 个 顶点 的 标签 图 的 数量 L(nn) 由 下 式 给 出 : 


cu 


uab 
L = J Linse) = 2 CCC, 2) ,e). (3.2) 
= 


例如 ， 如 果 n=3, 那么 L(3, 0)=1, LB, D=3, LG, 2)=3, LB, 3)=1, 以 及 L(3)=8. 
图 3. 11 给 出 有 3 个 顶点 的 8 个 标签 图 . 

注意 ， 等 式 (3. 2) 表 明 不 同 的 标签 图 的 数量 随 ”的 增加 而 非常 快速 地 增加 ， 为 了 明白 这 一 点 ， 
注意 如 果 r 一 C(a，2)， 那 么 利用 定理 2.8， 有 


Li) = D Cr, 一 2r， 
= 


所 以 
L(n) = 2m 72, (3.3) 


O 本 小 节 是 可 选 的。 把 它 放 到 这 里 是 因为 它 是 第 2 章 的 计算 技术 的 一 个 良好 应 用 ， 其 中 的 概念 偶尔 要 用 到 . 可 以 
在 需要 时 返回 来 看 这 些 内 容 . 
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0 条 边 ! 条 边 2 条 边 3 条 边 
LG.OF1 13,1)3 18273 L331 


e é < cGy Bes 


图 3.11 有 3 个 顶点 的 8 个 标签 图 


由 (3. 3) 式 给 出 的 数 随 着 = 成 指数 快速 增长 ， 存 在 太 多 的 图 ， 以 至 于 无 法 通过 枚 举 列 出 所 有 图 来 
回答 大 多 数 图 论 问题 . 

两 个 标签 有 向 图 被 认为 是 相同 的 ， 如 果 它们 的 弧 集 合 是 相同 的 。 有 多 少 个 有 个 顶点 的 标签 
有 向 图 呢 ? 因为 任意 弧 是 顶点 的 序 对 且 没 有 环 ， 根 据 乘法 规则 ， 存 在 n(n 一 1) 条 可 能 弧 ， 有 个 
顶点 和 a 条 弧 的 标签 有 向 图 的 数量 M(n，a) 由 下 式 给 出 : 


Mina) = Cen(n—D),0) = ( 
a 


再 根据 加 法 规则 ， 有 ?个 顶点 的 标签 有 向 图 的 数量 M(m) 由 下 式 给 出 : 


M(n) = >) Miya) = FT Con- D,a). (3.5) 
例如 ， 如 果 n=3, 那么 MC3, 0)=1, M3, 1)=6, M(3, 2)=15, M(3, 3)=20, M3, 4)=15, 
M3, 5)=6, MG, 6)=1, 以 及 M(3) 二 64. 图 3.12 给 出 有 3 个 顶点 和 4 条 弧 的 15 个 标签 有 
向 图 . 


nn—l) 
). G4) 


图 3.12 有 3 个 顶点 和 4 条 弧 的 15 个 标签 有 向 图 


图 
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使 用 与 上 述 关于 L(n) 类 似 的 论证 ， 可 以 证 明 
M(n) = 2""D. (3.6) 

等 式 (3. 6) 的 证 明 留 作 练习 . 

两 个 有 ?个 顶点 的 非 标签 图 (有 向 图 )G 和 H 被 认为 是 相同 的 ， 如 果 二 者 的 顶点 可 以 用 整数 

2，…,n 指定 标签 使 得 边 的 集合 ( 弧 的 集合 ) 由 相同 的 无 序 ( 序 ) 对 组 成 ， 即 如 果 两 个 图 (有 向 
图 ) 能 够 被 标 上 标签 ， 从 而 表明 作为 标签 图 (有 向 图 ) 它 们 是 相同 的 ， 如 果 可 以 做 到 这 一 点 ， 我 们 
说 G 和 里 是 同 构 的 (isomorphic). 

例如 ， 图 3. 13 PRAGA H 是 同 构 的 ， 如 图 所 示 ， 标 签 指 定 为 顶点 4 对 应 1、v 对 应 2、w 
对 应 3、zx 对 应 4、a 对 应 1、5 对 应 2、c 对 应 3、d 对 应 4. 图 3.7 中 的 有 向 图 D 和 Dz 也 是 同 构 
的 ， 在 两 个 图 中 都 把 标签 指定 为 w 对 应 1、v 对 应 2、w 对 应 3、xz 对 应 4 即 可 证 明 这 一 点 

尽管 很 容易 区 分 两 个 标签 图 或 标签 有 向 图 是 否 相同 ， 但 是 确 ， x 


定 两 个 未 标签 的 图 或 有 向 图 是 否 相同 ， 即 是 否 同 构 ， 的 确 是 一 个 非 
常 困难 的 问题 ， 这 一 问题 称 为 同 构 问题 (isomorphism problem)， 是 
图 论 中 最 重要 的 问题 之 一 ， 确 定 有 个 顶点 的 两 个 图 G 和 HH ES 


同 构 的 大 多 数 朴素 算法 使 用 整数 1，2，…，n 为 G 指 定 一 个 固定 * 
标签 ， 然 后 使 用 这 些 整数 尝试 H 的 所 有 可 能 标签 ， 因此， 这 样 的 
算法 有 计算 复杂 度 /(m) 二 n1， 我 们 已 在 2. 3 节 和 2.4 节 中 看 到 即 图 3 13 图 和 如是 同 构 的 
使 对 于 适当 大 小 的 mn， 例如 "一 25， 考 虑 这 样 多 的 情况 也 是 不 可 能 的 ， 尽 管 已 知 一 些 好 的 算法 ， 但 
解决 同 构 问 题 的 已 知 最 好 算法 也 有 随 问题 大 小 成 指数 增长 的 复杂 度 ， 即 对 于 适度 大 小 的 顶点 数目 ， 
它们 需要 的 计算 步骤 也 不 现实 ， 关于 相关 讨论 可 以 参见 Reingold, Nievergelt 和 Deo[1977， 
Sec. 8.5], Deo[1974, Sec. 11-7], Kreher 和 Stinson[1998]， 如 果 所 讨论 的 图 具有 某 些 性 质 ， 则 
可 用 多 项 式 算法 ， 例如， 可 参见 Luks[1982]、Bodlaender[1990] 和 Ponomarenko[ 1984, 1992]. 
本 节 练习 
. 对 图 3. 1 中 的 有 向 图 ， 确 定 ， 
(a) 顶 点 集合 《b) 弧 的 集合 
.对 于 图 3. 5 中 的 有 向 图 重复 练习 1. 
FRA 3. 7 中 的 有 向 图 D, 重复 练习 1. 
4. 对 于 图 3. 9 中 的 每 一 个 图 ， 确 定 : 
(a) 顶 点 集合 (b) 边 的 集合 
5. 对 于 图 3. 7 中 的 有 向 图 D; ， 寻 找 一 个 与 顶点 y 邻接 的 顶点 . 
.对 于 图 3. 1 中 的 图 ， 寻 找 项 点 纽约 的 所 有 邻居 - 
. 画 出 一 个 运输 网 络 ， 它 以 下 面 各 城市 作为 顶点 : 纽约 、 巴 黎 、 维 也 纳 、 华 盛 顿 DC、 阿 尔 及 尔 ， 它 有 一 
条 边 连通 两 个 城市 ， 如 果 这 两 个 城市 之 间 可 以 通过 陆路 旅行 . 
8. 夯 出 一 个 森林 灭火 队伍 的 通信 网 络 . 
9. 画 出 表示 下 面 足球 循环 赛 的 有 向 图 ， 球 队 是 。 EKRANA, ARHAN. EKSH AER 
玄 俄 州 队 、 俄 效 俄 州 队 胜 西北 部 球 队 、 西 北部 球 队 胜 密歇根 州 队 . 
10. 选择 一 个 计算 机 程序 并 画 出 该 程序 的 有 向 图 . 
11. 画 出 一 个 包含 某 些 与 生态 学 相关 的 术语 的 相似 图 . 
12. 一 个 食物 网 络 (food web) 是 一 个 有 向 图 ， 它 的 顶点 是 一 个 生态 系统 中 的 某 些 物种 ， 该 图 有 从 到 y 的 
弧 ， 如 果 工 捕食 >， 画 出 下 面 这 个 物种 集合 的 食物 网 络 : OE. RHR, MM. TE. Ht). 
13. 有 时 候 ， 我们 说 在 一 个 生态 系统 中 的 两 个 物种 是 竞争 的 ， 如 果 它 们 有 一 种 共同 的 捕获 物 ， 因 此 ， 我 们 
可 以 使 用 食物 网 络 构建 一 个 竞争 图 ( 例 3.7). 给 出 练习 12 的 食物 网 络 的 竞争 图 . 
14. 扩展 练习 13， 我 们 定义 对 应 于 任意 有 向 图 DD 的 竞争 图 G: 令 V(G)=V(D) 目 令 {z，y}EE(G) 当 且 仅 当 
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存在 aEV(D), 使 得 (r+，a) 和 (y，a) 在 A(D) 中 .寻找 对 应 于 图 3. 7 中 的 每 一 个 有 向 图 的 竞争 图 . 
15. 证 明 在 带 有 个 顶点 和 a 条 边 的 图 G 中 ， 存 在 一 个 度 至 少 等 于 2e/n 的 顶点 . 
16. 一 个 图 的 奇数 度 的 顶点 数量 能 是 奇数 吗 ? 为 什么 ? 
17. 图 3. 14 给 出 一 个 图 和 它 的 顶点 的 三 个 标签 指定 . 


tet, 4. ot, 


图 3. 14 一 个 图 和 它 的 顶点 的 三 个 标签 指定 


(a) 前 两 个 标签 图 相同 吗 ? 为 什么 ? 
(b) 第 个 标签 图 和 第 三 个 标签 图 相同 吗 ? 为 什么 ? 
18. 图 3. 15 给 出 一 个 有 向 图 和 它 的 顶点 的 三 个 标签 指定 


easa 


图 3.15 一 个 有 向 图 和 它 的 顶点 的 二 个 标签 指定 


(a) 前 两 个 标签 图 相同 吗 ? 为 什么 ? 
《〈b) 第 一 个 标签 图 和 第 三 个 标签 图 相同 吗 ? 为什么? (EENI 
19. 使 用 等 式 (3. 1)， 给 出 有 4 个 顶点 和 2 条 边 的 标签 图 的 数量 ， 画 出 所 有 这 样 的 标签 图 来 检查 你 的 答案 . 
20. 有 4 个 顶点 和 偶数 条 边 的 标签 图 有 多 少 个 ? 
21. 使 用 等 式 (3.4)， 寻 找 有 4 个 顶点 和 2 条 弧 的 标签 有 向 图 的 数量 ， 画 出 所 有 这 样 的 标签 有 向 图 来 检查 你 
的 答案 . 
22. 证 明 等 式 (3. 6). 
23. 图 3. 16a 中 的 图 是 同 构 的 吗 ? 为 什么 ? 
24. 图 3. 16b 中 的 图 是 同 构 的 吗 ? 为 什么 ? 


[> Be % 


图 3.16 3.1 节 的 练习 23、24、28 的 图 


25. 图 3. 17a 中 的 有 向 图 是 同 构 的 吗 ? 为 什么 ? 
26. 图 3. 17b 中 的 有 向 图 是 同 构 的 吗 ? 为 什么 ? 
27. 图 3. 17c 中 的 有 向 图 是 同 构 的 吗 ? 为 什么 ? 


图 3.17 3.1 节 的 练习 25、26、27 的 有 向 图 
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28. 通过 用 (x，y) 或 (y，) 中 的 一 条 弧 取 代 图 中 的 每 一 条 边 {z+，y) ， 可 以 产生 一 个 图 的 定向 (orientation). 
例如 ， 图 3. 15 中 的 有 向 图 是 图 3. 13 中 的 图 H 的 一 个 定向 ， 对 图 3. 16a 中 的 每 一 个 图 ， 寻 找 其 所 有 非 
同 构 的 定向 . 

29. BU GM H 是 有 着 相同 项 点数 和 相同 边 数 的 两 个 图 ， 假设 a 是 G 中 正好 有 上 个 邻居 的 顶点 数 ， 且 有 
是 H 中 正好 有 上 个 邻居 的 顶点 数 。 假 设 对 于 所 有 k， 有 a 二 . GAH 一 定 同 构 吗 ? 为 什么 ? 

30. WE a =R= | V(O) | = | VH) |, AMF RA2Ha=R=0. BAY 29. 


3.2 连通 性 
3.2. 1 有 向 图 中 的 可 达 性 

在 通信 网 络 中 ， 一 个 很 自然 的 问题 是 : 一 个 人 能 够 把 一 条 信息 传送 给 另外 一 个 人 吗 ? 在 运输 
网 络 中 ， 一 个 类 似 的 问题 是 : 一 辆 汽车 能 从 位 置 «移动 到 位 置 v 吗 ? 在 程序 有 向 图 中 ， 我们 感 兴 
趣 的 是 ， 确 定 是 否 可 以 从 每 一 个 顶点 出 发 沿 着 弧 移动 并 最 终 到 达 一 个 表示 停止 的 顶点 ， 所 有 这 
些 问题 都 与 有 向 图 D=(V，A) 中 的 可 达 性 的 思路 一 致 :我 们 能 否 从 顶点 4 出 发 ,并 沿 着 D 中 的 
弧 到 达 顶 点 v? 

为 了 使 这 一 概念 更 精确 ， 引 入 一 些 定义 .DD 中 的 一 条 路 径 (path) 是 一 个 序列 : 

Ul yA) U2 G29 y Ug Qs s Uth > (3.7) 

其 中 0, 每 一 个 w EVP, Mu 是 一 个 顶点 ， 且 每 一 个 w 在 A 中 ， 即 它 是 一 条 弧 ， 且 a 是 弧 
Cuis ui+1)， 即 弧 a; 从 ui 到 ui+1。 因 为 :可 能 是 0， 所 以 za 是 一 条 路 径 ， 一 条 从 ul 到 uu 的 路 径 . 
如 果 我 们 使 用 相同 顶点 从 不 超过 一 次 SS， 路 径 (3. 7) 称 为 简单 路 径 (simple path)， 例 如 ， 在 图 3.7 的 
有 向 图 Ds P, u, (u, v), v (v w), WHERE, 而 us Cur vd» vs Cvs y), y Cy z), 
z, (x, vd, vy (zw ， 也 是 非 简单 路 径 的 路 径 ， 因 为 它 使 用 项 点 "两 次 ， 当 提 到 路 径 时 ， 命 名 
弧 是 多 余 的 ， 所 以 我 们 只 简单 说 (3. 7) 式 为 路 径 ma ，wz，*…，wu，w+1。 可 达 性 和 连通 性 的 对 比如 
表 3. 1 所 示 . 


表 3.1 可 达 性 和 连通 性 


有 向 图 DD 图 G 
Mis ais Uz, dz t, Mey dys Meet uis ers May ers tts tty ey Met 
可 达 性 连通 性 
BB: 
ai luis uiti) e; luis us) 
简单 路 径 : 
WBR u 不 同 
闭路 径 ， 
EH ui =u 
CESE ESEE SH 
MBA un=u, = 
对 i<t， u ARAP, Bla 各 不 相同 ) 了 对 it，uw 各 不 相同 且 e; 各 不 相同 


D 从 对 i<e, u 各 不 相同 可 得 . 


一 条 路 径 (3. 7) 式 称 为 是 闭 的 (closed)， 如 果 w+1 二 ww 闭路 径 结束 于 开始 点 。 如 果 路 径 


(3.7) 式 是 闭 的 且 顶 点 us uz, + w 各 不 相同 ， 那 么 (3.7) 式 称 为 循环 (cycle， 简单 闭路 


日 ”图 论 学 习 中 的 一 个 难题 是 最 初 必须 掌握 大 量 的 术语 ， 为 了 帮助 读者 克服 这 一 困难 我 们 在 表 3. 1 中 以 简单 的 形 
式 引 入 路 径 、 简 单 路 径 等 概念 - 
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BO) (读者 应 该 注意 到 如 果 对 于 i<t 顶 点 u 是 各 不 相同 的 ， 那 么 弧 ai 也 必 是 各 不 相同 的 . ) 

作为 例子 ， 图 3. 7 中 的 有 向 图 Di 的 路 径 w，v，w，x，y，u 是 一 个 循环 ， 有 向 图 Ds 中 的 路 
径 x，z，uw，z，》，x 也 是 循环 但 是 Ds PHARE u, v y, z, v y, z, uR EMR, WA 
存在 重复 的 顶点 ， 一 般 地 ， 在 计数 或 列 出 有 向 图 的 循环 时 ， 我 们 将 不 区 分 以 相同 的 顺序 ， 使 用 相 
同 的 顶点 和 弧 ， 但 开始 于 不 同 项 点 的 循环 因此， 在 图 3. 7 的 有 向 图 Ds 中 ,我们 认为 循环 w, 
ZX，y，u，v， 世 与 循环 x，v，w，z，y， wu 相同。 路径、 简单 路 径 、 循 环 等 的 长 度 (length) 是 这 

-路 径 中 的 弧 的 数量 ， 因 此， 路 径 (3.7) 式 有 长 度 t， 在 图 3.7 的 有 向 图 Ds P. u v ys r, v 
是 一 条 长 度 为 4 的 路 径 ， 而 w，v，y，z 是 长 度 为 3 KAAR, u v y, r u 是 长 度 为 4 的 
循环 ， 我 们 说 v 是 从 uw 开始 可 达 的 (reachable)， 如 果 存 在 一 条 从 u 到 v 的 路 径 。 因 此 , FE Ds, z 
是 从 uw 开始 可 达 的 ， 然 而 x 不 是 从 = 开始 可 达 的 . 

有 向 图 D==(V，A) 称 为 是 完全 对 称 的 (complete symmetric) ， 如 果 对 于 V 中 的 每 一 个 x 天 w， 
序 对 (x, 是 DD 的 一 条 纺 ， 例 如 ， 图 3. 7 中 的 有 向 图 Dr 是 完全 对 称 的 . ”个 顶点 上 的 完全 对 称 
有 向 图 有 n(n 一 1) 条 弧 ， 设 对 于 给 定 的 &，k& 不 超过 图 中 的 顶点 数目 x*， 有 多少 条 长 度 为 给 定 长 度 
的 简单 路 径 ? 答案 就 是 寻找 这 样 的 一 条 路 径 : 选任 意 & 十 1 个 顶点 ， 然 后 排列 它们 ， 因 此 我 们 
有 Cln,k 十 1)，(k 十 1)1 二 Pn， 上 十 1) 条 这 样 的 路 径 . 

3.2.2 图 中 的 连通 性 

假设 G=(V，E) 是 一 个 图 ， 引 入 类 似 于 有 向 图 中 的 术语 .，G 中 的 链 是 一 个 序列 ， 

Uy vel 92 rEZ ttt rer stiet s (3. 8) 
其 中 人 0， 每 一 个 wu 是 一 个 顶点 ,每 一 个 ei 是 边 {uw ，uw+1)， 一 条 链 称 为 是 简单 的 ， 如 果 所 有 
的 ui 不 同 ， 一 条 链 称 为 是 闭 的 ， 如 果 wiu. w, u, e u 各 不 相同 且 eas es e e 各 不 
相同 时 ， 闭 链 (3. 8) 称 为 回路 (简单 闭 链 纪 )， 形 如 (3.8) 式 的 链 、 回 路 等 的 长 度 是 其 中 的 边 的 数 
量 . 我 们 说 w 和 w 是 连通 的 ， 如 果 存 在 从 u 到 v 的 链 . 


作为 例子 ， 在 图 3. 18 的 图 中 , r {r t) p r 
ty (ty why wy {wy u}, u, {us t}, t, 
dts rhe rs {rs shs sẹ (ss u), u, (us t), by 


{ty wh, wE—RtE. 如果 不 考虑 边 这 条 链 可 
以 写成 rt， we us by re Se us t, w 一 个 简 
PEH r t ou w, rh. -AAH r, t 
u, s, ?给 出 ， 最 后 ,，p, (py rh r ir ph 
不 是 一 条 回路 ， 因 为 e1 二 e，( 边 是 无 序 的 ， 
PRU ps r= ir, p) ) 注 意 ， 如 果 没 有 边 各 不 图 3.18 一 个 图 
相同 的 限制 ， 这 是 一 个 回路 ， 在 与 有 向 图 类 似 的 情况 下 ， 对 于 一 个 循环 来 说 ， 我 们 没有 假设 弧 是 
不 同 的 ， 因 为 这 可 以 从 顶点 各 不 相同 得 到 . 

个 顶点 的 完全 图 (complete graph) Kn 定义 为 每 一 对 顶点 都 被 一 条 边 连 通 的 图 ， 在 Ka 中 ， 
HE C, Dkt. K, 中 长 度 为 上 的 简单 链 的 数量 由 PCn，k 十 1) 给 出 。( 为 什么 ?) 


日 严格 地 说 ,简单 闭路 径 不 是 简单 路 径 . 
O 在 下 面 我 们 将 看 到 为 什么 要 加 入 边 各 不 相同 的 限制 .也 应 该 注意 到 ， 严 格 说 来 ， 简 单 闭 链 不 是 简单 的 . 
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3.2.3 强 连 通 有 向 图 和 连通 图 

图 论 很 有 用 的 原因 之 一 是 它 的 几何 形式 允许 我 们 定义 各 种 结构 概念 ， 其 中 一 个 概念 就 是 连 
通 性 ， 一 个 有 向 图 称 为 是 强 连通 的 (strongly connected)， 如 果 对 于 每 一 对 顶点 uw 和 vw,，v 是 从 u 
可 达 的 ， 且 ww 是 从 v 可 达 的 . 因此 ,图 3.7 中 的 有 向 图 Ds 是 强 连通 的 , 但 有 向 图 Ds RERE 
通 的 如 果 一 个 通信 网 络 是 强 连通 的 ， 那 么 每 一 个 人 都 可 以 与 另 一 个 人 通信 .如 果 一 条 运输 网 络 
不 是 强 连 通 的 ， 那 么 存在 两 个 位 置 Alo 使 得 你 不 能 从 第 一 个 位 置 走 到 第 二 个 位 置 ， 或 者 不 能 从 
第 二 个 位 置 走 到 第 一 个 位 置 ， 在 11. 2 节 中 ， 我 们 将 研究 如 何 得 到 强 连 通 运输 网 络 ， 一 个 程序 有 
向 图 从 不 是 强 连通 的 ， 因 为 不 存在 从 停止 顶点 出 发 的 弧 ， 一 个 循环 赛 可 以 是 强 连 通 的 (参见 
图 3. 5)， 然而 ， 它 不 必 一 定 是 强 连通 的 ， 在 一 个 强 连 通 的 循环 赛 中 ， 很 难 把 球 手 分 出 等 级 ， 因 
为 我 们 会 得 到 这 样 的 局 面 ， 其 中 za 打败 xz uz FW us, oe ae ATM us u 打败 za. 

我 们 说 一 个 图 是 连通 的 (connected) ， 如 果 每 一 对 顶点 u Alu 之 间 存 在 一 条 链 ， 这 一 连通 性 的 
概念 与 拓扑 学 中 所 使 用 的 概念 是 一 致 的 ， 这 个 图 有 一 个 “部 分 "在 图 3.9 中 ,图 Gt 和 Gz 是 连 
通 的 而 G3 和 G4 则 不 是 连通 的 ， 物理 网 络 (电网 、 电 话 网 、 管 道 网 络 ) 通 常 是 连通 的 ， 事 实 上 ， 
我 们 尝试 构建 这 些 物 理 网 络 ， 使 得 在 某 一 条 边 上 的 破损 不 会 导致 一 个 非 连通 图 . 

有 用 各 种 方法 设计 的 检测 一 个 图 是 否 是 连通 图 的 算法 ， 最 快 的 算法 已 经 相当 好 ， 它 们 的 计 
算 复 杂 度 与 顶点 n 的 数量 加 上 边 e 的 数量 是 线性 的 ， 使 用 2. 18 节 中 的 语言 ， 它 们 的 步骤 数量 级 


是 十 e( 它 们 是 Onto), BABES) Ri. MARIA 
e< (0)= Pw, 

因此 ,nn 十 e<n 十 台 ， 所 以 这 些 算法 的 数量 级 是 npr? RRP 的 多 项 式 ，( 以 2. 18 节 的 记 
法 ， 它 们 是 O), RTM EME 的 二 次 算法 )、 类 似 的 结果 和 算法 适用 于 有 向 图 和 强 连通 性 
的 概念 ， 我 们 将 在 11. 1 节 中 讨论 其 中 的 一 些 算法 .参见 Aho, Hopcroft 和 Ullman[1974] 、Even 
[1979], Frank[1995], Gibbons[1985], Golumbic[1980], Reingold, Nievergelt 和 Deo[1977] 及 
West[2001]. 
3.2.4 子 图 

在 下 文中 有 时 候 观察 一 个 图 的 子 图 是 很 有 用 的 .假设 G= (V， 已 ) 是 一 个 图 ， 子 图 (subgraph) 
H=(W, PRIE W EV 的 子 集 ,下 是 EE 的 一 个 子 集 且 是 W 的 顶点 的 无 序 对 的 集合 ， 因 此 ， 为 
了 定义 G 的 子 图 ， RIA G 中 选 出 一 些 顶 点 和 连接 所 选 出 的 顶点 的 一 些 边 ， 例 如 ， 在 图 3. 19 中 ， 
图 于 和 于是 图 G 的 两 个 子 图 ， 在 H 中 ， 边 的 集合 是 由 连接 W={a，c，d} 顶 点 的 所 有 G 的 边 组 成 
的 ， 在 这 样 的 情况 下 ， 我 们 说 H' 是 由 W 的 顶点 生成 的 子 图 (subgraph generated) 或 请 导 (induced) 的 
子 图 . 

类 似 的 概念 适用 于 有 向 图 如果 D= (V，A) 是 一 Stan: 那么 DD 的 子 图 (或 有 向 子 图 ) 
J=(W，B) 是 如 下 有 向 图 W 是 V 的 子 集 , B g 


是 A 的 子 集 且 是 W 的 顶点 的 序 对 的 子 集 ， 如 果 
B 是 连接 W 内 的 顶点 的 D 的 所 有 弧 ， 那么 J 是 
一 个 生成 子 图 例如， 在 图 3. 20 中 ， 有 向 图 © > 


e d e 


是 有 向 图 D 的 子 图 且 有 向 图 是 由 顶点 a, c,d © g ‘ H H' 


生成 的 子 图 图 3.19 HÆG 的 一 个 子 图 ， 
作为 这 些 概 念 的 一 个 简单 应 用 ， 考 虑 及 个 人 
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顶点 的 完全 对 称 有 向 图 存在 多 少 个 k 个 顶点 的 子 图 ? 为 了 寻找 这 样 的 子 图 ， 首 先 我 们 选 出 《个 项 
点 ; 实现 这 一 点 有 Co, kA) 种 方法 。 这 些 顶 点 由 内 的 k(k 一 1) 条 弧 连 接 ， 我们 可 以 为 这 个 了 图 
选择 这 一 弧 集合 的 任意 子 集 ; 即 我 们 可 以 e 

有 AAD BE ATF EET. H 

此 ， 根 据 乘法 规则 ， 存 在 


COn,k) + 20D c d | e d 
4k 项 点 子 图 . 
【 例 3. 10 系统 的 可 靠 性 (再 探 例 2.21)】 ) ND 
在 例 2.21 中 ,我们 研究 了 由 可 能 运转 4 a a a 
也 可 能 失效 的 组 成 部 分 组 成 的 系统 ， 并 介 d m37) 
绍 了 已 知 一 些 组 成 部 分 正常 运转 确定 系统 图 3.20 了 是 D 的 一 个 子 图， J 是 由 顶点 a， 
是 否 运转 的 规则 ， 在 研究 这 样 的 系统 可 靠 < 和 d 生成 的 子 图 


性 时 ， 我 们 一 般 用 图 G 表示 一 个 系统 ， 并 让 每 一 条 边 对 应 一 个 组 成 部 分 ， 于 是 在 很 多 情况 (参见 
例 3.4) 下 ， 我 们 说 这 一 系统 是 运转 的 ， 当 且 仅 当 每 一 对 顶点 由 运转 组 成 部 分 的 链 连 接 ， 即 当 且 


仅 当 由 G 的 所 有 项 点 和 运转 边 组 成 的 子 图 H 是 连通 
的 ， 例 如 ， 考 虑 图 3. 21a 的 图 G， 存 在 三 个 组 成 部 s % » 5 
分 , MICH ris 22 和 zs 显然， 这 一 系统 运转 当 且 
仅 当 至 少 有 两 个 组 成 部 分 运转 ， 类 似 地 ， 如 果 G 如 Ea 器 加 
图 3. 2lb 所 示 ， 那 么 这 一 系统 运转 当 且 仅 当成 分 r 9 » 
运转 且 三 个 剩余 组 成 部 分 中 至 少 有 两 个 运转 . a 图 3.21 两 个 系统 
3.2.5 连通 分 支 

假设 G=(V， 加 是 一 个 图 ，G 的 一 个 连通 分 支 (connected component) 或 一 个 分 支 (component) 是 
G 的 一 个 连通 的 生成 子 图 末 ， 而 且 它 在 下 面 的 意义 下 是 最 大 的 : 不 存在 包含 H 的 所 有 项 点 的 更 
大 的 G 的 连通 生成 子 图 多， 例如 ， 在 图 3.22 。 b 


S i 
的 图 G 中 ， 由 顶点 a, bA c 生成 的 子 图 是 连 138) 
通 的 , 但 是 它 不 是 一 个 分 支 ， 因为 由 顶点 a tA 
b,c 和 d 生成 的 子 图 是 一 个 连通 生成 子 图 ， 
d c e g h 
G 


它 包 含 第 一 子 图 的 所 有 顶点， 这 第 二 个 子 图 是 
一 个 分 支 ，G 有 三 个 分 支 ， 其 他 两 个 分 支 分 别 
是 由 顶点 e，f 和 g 生成 的 子 图 和 由 h 和 i 生 图 3.22 图 G 有 三 个 分 支 , 由 顶点 a, b,c 和 dd 
成 的 子 图 ， 这 些 分 支 对 应 于 这 一 图 中 的 “部 生成 的 子 图 、 由 顶点 e，f Ag 生成 的 
分 "， 显 连通 图 正好 有 一 个 分 支 ， 例 如 ， FRR ANA Biss A Mi 生成 的 子 图 
在 例 3. 9 的 信息 检索 中 ,分 支 产生 文件 的 一 个 自然 分 类 . 在 图 3. 4 的 竞争 图 中 ， 有 四 个 分 支 (三 
个 分 支 是 由 一 个 顶点 组 成 的 )， 现 实 世界 的 竞争 图 倾向 于 至 少 有 两 个 分 支 ， 对 于 有 向 图 中 类 似 于 
连通 分 支 的 概念 将 在 练习 中 加 以 讨论 . 
本 节 练 习 
1. 对 于 图 3.7 中 的 有 向 图 Ds: 

(和 ) 寻 找 一 条 非 简单 路 径 的 路 径 . 

(b) 寻 找 一 条 封闭 路 径 . 

《c) 寻 找 一 条 长 度 为 4 的 简单 路 径 . 
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(DBE Gs (qe D+ ty (ty Ds 5s (5, Qs QE MER. 
(6) 寻 找 一 条 包含 顶点 p 且 长 度 为 3 的 循环 . 

2. 对 于 图 3. 18 中 的 图 : 
(a) 寻 找 一 条 不 是 回路 的 闭 链 . 
(b) 寻 找 最 长 的 回路 . 


《〈c) 寻 找 一 条 不 同 于 文中 给 出 的 非 简单 链 . 
(d) 寻 找 长 度 为 6 的 闭 链 . 
.给 出 一 个 有 向 图 和 其 中 的 一 条 不 是 简单 路 径 但 没有 重复 弧 的 路 径 例子 . 
. 给 出 一 个 图 的 例子 ， 在 这 个 图 中 最 短 的 回路 长 度 为 5 且 最 长 的 回路 长 度 为 8. 
, 对 于 图 3. 7 中 的 每 一 个 有 向 图 ， 确 定 它 是 否 是 强 连 通 . 
,图 3. 23 中 哪些 图 是 连通 的 ? 


a b e | a b c d 

e d g h e f g h 
a) b) 

a b < d a b < d 

e S g h e 了 g h 
c) d) 


a b 


apa gy 


图 3. 23 3.2 节 练习 中 的 图 


7. 对 于 图 3. 24 中 的 每 一 个 有 向 图 : 
《a) 寻 找 一 个 不 是 生成 子 图 的 子 图 . 
《b) 寻 找 由 顶点 5，8 和 9 所 生成 的 子 图 . 
(c) 寻 找 一 个 强 连 通 生 成 子 图 . 

8. 对 于 图 3. 25 中 的 图 : 
(a) 寻 找 一 个 不 是 生成 子 图 的 子 图 . 
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(b) 寻 找 连通 但 不 是 连通 分 支 的 生成 子 图 . 
(0) 寻 找 所 有 连通 分 支 . 

9. 一 个 有 向 图 是 单 连通 的 (unilateraliy connected), 
如 果 对 于 每 一 对 顶点 w 和 vw， 或 者 v 是 从 u 可 达 的 
或 者 wu 是 从 wv 可 达 的 . 但 不 必 二 者 同时 成 立 . 

(a) 给 出 一 个 单 连通 的 但 不 是 强 连 通 的 有 向 图 的 
例子 . 

(b) 对 于 图 3. 7 中 的 每 一 个 有 向 图 ， 确 定 它 是 否 是 
单 连 通 的 . 

10. 一 个 有 向 图 是 能 连通 的 (weakly connected)， 如 
果 不 计 所 有 弧 的 方向 时 ， 其 结果 图 (或 可 能 的 多 
重 图 ) 是 连通 的 . 

(a) 给 出 一 个 弱 连 通 但 不 是 单 连通 的 有 向 图 的 
例子 . 

(b) 给 出 一 个 非 弱 连 通 的 有 向 图 的 例子 . 

(0) 对 于 图 3. 7 中 的 每 一 个 有 向 图 ， 确 定 它 是 否 
是 弱 连 通 的 . 

11. 证 明 ， 如果 在 有 向 图 DD 中 v 是 从 uw 可 达 的 ， 那 么 
在 品 中 存在 一 条 从 w 到 = 的 简单 路 径 . 

12, 假设 一 个 由 图 G 定义 的 系统 运转 当 且 仅 当 G 的 顶 
点 和 运转 边 形成 G 的 一 个 连通 子 图 ， 在 什么 样 的 
环境 下 图 3. 26 所 给 定 的 每 一 个 系统 工作 ? 

13. 在 有 向 图 DD 中 ， 一 个 强 分 支 (strong component) Æ 
一 个 强 连通 生成 子 图 ， 且 在 下 面 的 意义 下 它 是 最 大 
的 : 它 不 被 包含 在 任意 更 大 的 强 连通 生成 子 图 中 . 


$ 
1 2 
Al On u 
8 9 
3 4 7 


图 3.24 3. 2 节 练习 中 的 图 
10 


12 
图 3.25 3.2 节 练 习 中 的 图 


例如 ， 在 图 3. 7 的 有 向 图 Ds 中 ， 由 顶点 2, y 和 wv 所 生成 的 子 图 是 强 连 通 的 但 不 是 一 个 强 分 支 ， 因 为 
AIA r y vAu 所 生成 的 子 图 也 是 强 连 通 的 ， 而 后 者 是 一 个 强 分 支 ， 由 单一 顶点 ww 所 生成 的 子 图 
也 是 强 分 支 ， 且 由 顶点 = 和 a 所 生成 的 子 图 也 是 强 分 支 ， 不 存在 其 他 强 分 支 (对 于 把 强 分 支 应 用 于 通信 
网 络 、 能 量 需求 和 概率 现象 的 马尔 可 夫 模型 等 内 容 ， 可 参见 Roberts[1976])， 寻 找 图 3. 7 中 每 一 个 有 


向 图 的 强 分 支 . 


x x x 


a) b) 


图 3.26 3.2 节 练 习 12 的 系统 


14. 寻找 图 3. 2 中 的 警察 机 构 的 所 有 强 分 支 . 
15. 在 有 向 图 忆 中 , 证明: 
《a) 每 一 个 顶点 都 在 某 个 强 分 支 中 . 
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《b) 每 一 个 顶点 至 多 在 一 个 强 分 支 中 . 

证 明 一 个 图 是 连通 的 当 且 仅 当 它 有 一 条 通过 所 有 顶点 的 链 . 

证 明 : 一 个 有 向 图 是 强 连通 的 当 且 仅 当 它 有 一 条 通过 所 有 顶点 的 封闭 路 径 . 

证 明 : 在 一 个 单 连通 有 向 图 D 中 ,在 任意 顶点 集合 内 ， 存 在 一 个 顶点 ， 它 可 以 达到 (使 用 DD 的 弧 ) 这 一 
集合 中 的 其 他 所 有 顶点 . 

在 一 个 通信 网 络 中 ， 假 设 一 条 从 工 到 y 的 弧 意味 着 信息 可 以 直接 从 z 送 到 >。 如 果 我 们 想 用 尽 可 能 小 的 
顶点 集合 放置 信息 ， 使 得 这 条 信息 可 以 到 达 其 他 所 有 项 点 (有 可 能 通过 多 步 )， 当 这 个 通信 网 络 是 下 列 
各 情况 时 ， 所 需要 的 最 少 顶 点 数目 是 多 少 ? 

(a) 强 连通 . 

(b) 单 连通 . 

在 练习 19 中 ， 如 果 这 个 通信 网 络 是 弱 连 通 的 ， 你 能 够 总 用 至 多 一 半 的 顶点 放置 信息 并 确保 它 能 到 达 其 
他 所 有 顶点 吗 ? 

根据 练习 18 的 结果 ， 证 明 一 个 有 向 图 是 单 连通 的 ， 当 且 仅 当 它 有 一 条 通过 所 有 顶点 的 路 径 . 

(a) 给 出 一 个 没有 通过 所 有 顶点 的 循环 的 强 连 通 有 向 图 的 例子 . 

(b) 每 一 个 单 连通 有 向 图 都 有 一 条 通过 所 有 顶点 的 路 径 吗 ? 

有 向 图 的 一 个 能 分 支 ( weak component) 是 一 个 极 大 的 弱 连通 生成 子 图 ， 对 于 图 3. 24 中 的 每 一 个 有 向 
图 ， 寻 找 所 有 弱 分 支 . 

有 向 图 的 单 分 支 (unilateral component) 是 一 个 极 大 的 单 连通 的 生成 子 图 . 

(a) 在 图 3. 24b 的 有 向 图 中 寻找 带 有 五 个 顶点 的 单 分 支 . 

《b) 有 向 图 的 每 一 个 顶点 至 少 在 一 个 单 分 支 中 吗 ? 

《〈c) 每 一 个 顶点 能 在 多 个 单 分 支 中 吗 ? 

一 个 有 向 图 是 单 路 径 的 (unipathic)， 如 果 v EA u 可 达 的 ， 且 正好 存在 一 条 从 x 到 v 的 简单 路 径 . 
(a) 图 3. 7 中 的 有 向 图 D, 是 单 路 径 的 吗 ? 

Cb) PA 3. 15 中 的 有 向 图 又 如 何 呢 ? 

对 于 强 连 通 且 有 ”个 顶点 的 有 向 图 ， 弧 的 最 少数 量 是 多 少 ? 最 多 数量 又 是 多 少 ? 注意， 强 连通 且 有 最 
少数 量 弧 的 有 向 图 很 容易 被 干扰 ， 为 了 干扰 通信 必须 切断 多 少 链接 ?) 


. (Harary, Norman 和 Cartwright[1965]) 考 虑 练习 25 中 提 到 单 路 径 的 定义 ， 一 个 单 路 径 有 向 图 的 两 个 循 


环 能 够 有 公共 弧 吗 ? 〈 给 出 证 明 或 举 反 例 . ) 

(Harary, Norman 和 Cartwright[1965]) 如 果 D 是 强 连通 的 且 至 少 有 两 个 顶点 ， 这 时 ， 每 一 个 顶点 都 必 
须 在 一 个 循环 上 吗 ? (给 出 证 明 或 举 反例 . ) 

假设 有 向 图 局 不 是 弱 连 通 的 . 

(a) 如 果 DD 有 四 个 顶点 ， 弧 的 最 大 数量 是 多 少 ? 

OMR DH n 个 项 点， 又 如 何 ? 

对 于 单 连通 但 不 强 连 通 的 有 向 图 做 练习 29. 


当 单 一 弧 或 顶点 失效 时 模型 化 为 有 向 图 D 的 网 络 的 可 靠 性 可 以 通过 它 的 连通 性 的 改变 量 来 测定 ， 设 
D-u RADA u 之 外 的 顶点 生成 的 子 图 ， 给 出 一 个 有 向 图 D 的 例子 ， 它 的 顶点 u 带 有 下 列 性 质 ; 或 证 
明 不 存在 这 样 的 有 向 图 : 

《a)DD 是 强 连 通 的 且 D—u 是 单 连 通 但 不 是 强 连 通 的 . 

(DOD 523% 2638 4) A. D 一 u 不 是 单 连通 的 . 

(OD 是 单 连通 但 不 是 强 连 通 的 且 D 一 不 是 单 连通 的 . 

设 a 是 DD 的 一 条 统 ， HD-a 是 移 去 弧 a 所 得 的 DD 的 子 图 ， 对 D-a 重复 练习 32. 

(Harary, Norman 和 Cartwright[1965]) 如 果 D 是 一 个 有 向 图 ， 定义 补 有 向 图 D (complementary 
digraph) 如 下 : V(DO=V(D=V A VXV WFR u, VH ADE ADP, MANIERE AD) 
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内 . 例如 ， 如 果 DEM 3. 27 的 有 向 图 ， 那么 D 就 如 图 中 所 示 的 有 向 图 ， 给 出 有 向 图 DD 的 例子 ， 它 是 
弱 连 通 的 ， 但 不 是 单 连通 的 ， 且 使 得 : w w 
(DD 是 强 连 通 的 . 
(DD 是 单 连通 的 但 不 是 强 连 通 的 . 
(OD 是 弱 连 通 的 但 不 是 单 连通 的 . 

35. 在 有 个 顶点 的 完全 对 称 有 向 图 中 ， 如 果 两 个 循 u v u 
环 被 认为 是 相同 的 ， 如 果 其 中 一 个 循环 是 通过 改 


变 开始 顶点 从 另 一 个 循环 得 到 的 ， 确 定 在 这 样 的 _ 3 
有 向 图 中 长 度 为 的 不 同 循环 的 数量 . 图 3.27 有 向 图 和 它 的 补 有 向 图 D 
3.3 色 及 其 应 用 
3.3.1 一 些 应 用 


在 例 1.4 中 ， 我们 考虑 了 州立 法 委员 会 的 会 议 调度 问题 ， 并 把 这 一 问题 翻译 成 关于 图 的 问 
题 ， 本 节 ， 我们 把 这 一 图 问题 阐述 为 一 个 图 着 色 问题 。， 我 们 讨论 图 着 色 的 儿 个 应 用 ， 在 下 一 节 ， 
我 们 将 运用 第 2 章 的 计数 工具 计数 图 着 色 的 数量 . 


【 例 3. 11 立法 委员 会 的 会 议 调度 (再 探 例 1.4、2.33、2.35)】 在 会 议 调度 问题 中 ， 我 们 给 
出 了 一 个 图 C， 其 中 C 的 顶点 是 需要 安排 会 议 时 间 的 所 有 委员 会 ， 当 且 仅 当 两 个 委员 会 有 公共 成 
员 时 就 用 一 条 边 连 接 这 两 个 委员 会 . 现在， 我 们 希望 以 这 种 方法 给 每 一 个 委员 会 指定 一 个 会 议 
时 间 ， 使 得 如 果 两 个 委员 会 有 公共 成 员 ， 即 如 果 对 应 项 点 由 G 中 的 一 条 边 连接 ， 那 么 这 些 委员 
会 得 到 不 同 的 会 议 时 间 ， 取 代 指 定 会 议 时 间 ， 考 虑 给 G 中 的 每 一 个 顶点 指定 一 种 颜色 (对 应 于 一 
个 会 议 时间 )， 使 得 如 果 两 个 顶点 由 一 条 边 连接 ， 那 么 它们 就 得 到 不 同 的 颜色 .委员 会 调度 是 一 
个 非常 好 的 图 着 色 (graph coloring) (也 称 顶 点 着 色 或 着 色 ) 例 子 ， 着 色 一 个 图 的 顶点 ， 使 得 邻接 项 
点 得 到 不 同 的 颜色 . 〈 图 的 边 着 色 将 在 练习 中 讲述 . ) 如 果 使 用 至 多 4 种 颜色 就 可 以 实现 G 的 着 色 ， 
那么 我 们 称 这 样 的 着 色 是 G 的 4 着 色 且 说 G 是 上 可 着 色 的 .使 
得 G 是 4A 可 着 色 的 最 小 数字 人 称 为 G 的 色 数 (chromatic 
number) ， 记 为 X(C)， 为 了 说 明 这 些 概念 ， 返 回 图 1. 1 中 的 图 
并 称 这 个 图 为 G。G 的 一 个 3 着 色 如 图 3. 28 所 示 . 使 用 的 三 种 
MERLE, HEARE. 注意 ， 这 个 图 也 有 一 个 4 着 色 ， 实 
际 上 ， 根 据 定义 ， 该 图 表示 了 一 个 4 着 色 一 一 我 们 不 要 求 使 用 
每 一 种 颜色 .使 用 四 种 颜色 的 一 个 4 着 色 是 将 图 3. 28 中 的 财政 
顶点 (实际 上 是 任意 顶点 ) 改 成 绿色 . 我们 总 是 可 以 增加 所 用 的 
颜色 数目 (直至 顶点 数目 )， 因 此 ， 问 题 的 关键 是 寻找 我 们 所 使 


图 3.28 图 1.1 中 图 G 的 一 个 3 
用 的 最 小 颜色 数 ， 即 X(G)。 这 里 ，X(G) 显然 等 于 3， 因 为 三 个 着 色 ， 指 定 给 顶点 的 


顶点 教育 、 住 宅 和 健康 必须 得 到 不 同 的 颜色 .本 节 描 述 图 着 色 颜色 在 圆 图 中 给 出 

的 应 用 ， 我 们 在 例 1. 4 中 提 到 ， 与 调度 委员 会 会 议 带 有 相同 性 

质 的 其 他 应 用 包括 大 学 中 的 期 末 考 试 调度 和 教室 安排 ， 工 厂 中 的 工作 安排 调度 等 问题 ， 以 及 许 
多 类 似 的 问题 . a 


【 例 3. 12 变 址 寄存 器 和 优化 编译 器 (Tucker[1984])】 在 一 个 优化 编译 器 中 ， 当 程序 在 循环 
内 计算 时 ， 把 频繁 使 用 的 变量 的 值 临时 存储 于 中 央 处 理 器 的 变 址 寄存 器 中 ， 而 不 是 存储 于 正规 
的 内 存 中 ,这样 做 是 更 加 高 效 的 .我 们 希望 知道 ， 关 于 给 定 的 循环 ， 存 储 需要 多 少 个 变 址 寄存 


147 


了 00 第 一 部 分 组 合 数学 的 基本 工具 


器 ? 我 们 设 在 这 一 循环 内 的 变量 是 一 个 图 G 的 顶点 ， 而 且 ， 如 果 在 循环 内 的 某 个 步骤 两 个 变量 
都 必须 存储 的 话 ， 在 G 中 的 两 个 变量 之 间 画 一 条 边 . 如 果 两 个 变量 可 以 由 G 中 的 一 条 边 连接 起 
来 ， 那 么 我 们 希望 以 某 种 方式 给 每 一 个 变量 分 配 一 个 变 址 寄存 器 .两 个 变量 必须 指定 给 不 同 的 
寄存 器 ， 所 需 的 寄存 器 的 最 小 数量 由 G 的 色 数 给 出 . È 


【 例 3. 13 信道 分 配 】 把 一 个 信道 分 配给 某 区 域 的 电视 发 射 器 供 其 使 用 ， 如 果 两 个 发 射 器 相 
互 在 100 英里 的 范围 内 ， 那 么 他 们 必须 得 到 不 同 的 信道 .分 配 信道 的 问题 可 以 看 成 是 一 个 图 着 色 
问题 ， 设 一 个 图 G 的 项 点 是 发 射 器 ， 由 一 条 边 连 接 两 个 发 射 器 ， 当 且 仅 当 他 们 相互 在 100 英里 的 
范围 内 时 ， 分 配 一 种 颜色 (信道 ) 给 每 一 个 顶点 使 得 两 个 顶点 由 一 条 边 连接 时 ， 他 们 得 到 不 同 的 颜 
C. 对 于 给 定 的 区 域 ， 需 要 多 少 个 信道 ? 这 个 数 是 G 的 色 数 . (关于 图 着 色 对 电视 频道 、 电 台 频 
率 分 配 等 更 多 的 内 容 可 以 参见 Cozzens 和 Roberts[1982]、Hale[1980]、Opsut 和 Roberts[ 1981], 
Roberts[1991], van den Heuvel, Leese 和 Shepherd[1998], Welsh 和 Whittle[ 1999]. ) 图 


【 例 3. 14 安排 垃圾 卡车 路 线 〗 接 下 来 考虑 由 纽约 市 卫生 部 提出 的 路 线 安 排 问 题 (参见 
Beltrami 和 Bodin[1973] 、Tucker[1973])S。 需 要 清楚 的 是 ， 这 里 讨论 的 技术 可 以 应 用 于 其 他 路 
线 安排 问题 ， 例 如 ， 送 奶 路 线 和 航空 路 线 等 ， 垃圾 卡车 可 在 给 定 的 一 天 内 访问 若干 场所 ， 这 样 的 
一 辆 卡车 的 游历 是 它 在 给 定 的 一 天 内 所 访问 的 场所 的 一 个 调度 (次 序 )， 且 遵循 这 样 的 限制 ， 这 一 
游历 可 以 在 一 个 工作 日 完成 ， 我 们 希望 寻找 带 有 下 列 性 质 的 游历 集合 : 

1. 每 一 个 场所 i 在 一 周 内 被 访问 给 定数 k; 次 . 

2. 这 一 游历 可 以 分 摊 到 一 周 的 六 天 内 (星期 天 是 假日 ;， 使 得 (a) 在 一 天 内 没有 一 个 场所 被 访 
问 两 次 8 且 (b) 任 意 一 天 分 配 得 到 的 游历 数 不 超 过 卡车 数 . 

3. 对 于 所 有 卡车 来 说 ， 所 参与 的 总 时 间 是 最 小 的 . 

为 解决 这 一 问题 提出 的 一 个 方法 ， 开 始 于 任意 给 定 的 游历 集合 ， 并 就 总 时 间 而 言 不 断 地 改 
进 这 一 集合 (在 现存 的 技术 状态 下 ， 这 一 方法 接近 于 一 个 最 小 集合 ， 但 不 是 总 能 够 达到 一 个 最 小 
集合 )、 在 每 一 步 ， 给 定 的 已 改进 游历 集合 必须 得 到 测试 ， 以 便 看 它 是 否 能 以 某 种 方式 分 割 使 得 
满足 条 件 (2a) ， 即 以 某 种 方式 在 一 周 的 六 天 内 分 摊 ， 使 得 在 一 天 内 没有 被 访问 两 次 的 场所 ， 因 
此 ， 我 们 需要 一 个 有 效 的 “可 分 割 性 "测试 ， 它 可 以 反复 地 使 用 ， 这 样 一 个 测试 的 公式 化 可 归结 为 
一 个 图 着 色 问题 ， 而 且 这 一 问题 将 是 我 们 所 讨论 的 问题 (对 于 整个 问题 的 处 理 的 描述 ， 建 议 读者 
参看 Beltrami 和 Bodin[1973] 及 Tucker[1973]). 

为 了 测试 一 个 给 定 的 游历 集合 是 否 可 以 分 割 ， 使 得 满足 条 件 (2a) ， 我 们 定义 一 个 如 下 所 示 的 
游历 图 (tour graph)G，G 的 顶点 是 这 一 集合 中 的 游历 ， 两 个 不 同 的 游历 用 一 条 边 连接 起 来 ， 当 且 
仅 当 它们 服务 于 某 个 共同 的 场所 ， 于 是 ， 这 个 给 定 的 游历 集合 能 够 以 某 种 方式 在 一 周 的 六 天 内 
分 捧 ， 使 得 条 件 (2a) 得 到 满足 ， 当 且 仅 当 项 点 V(G) 的 集合 能 够 分 成 六 类 ， 使 其 具有 性 质 ，G 中 
没有 边 连接 同一 类 中 的 顶点 .使 用 颜色 描述 这 一 问题 会 很 方便 ， 这 一 分 割 中 的 每 一 类 被 指定 给 
六 种 颜色 中 的 一 种 ， 我 们 需要 一 种 顶点 的 颜色 分 配 ， 使 得 一 条 边 不 连接 同一 颜色 的 两 个 顶点 . 令 
现在 ， 关于 游历 问题 可 以 改 述 如 下 : 这 一 游历 图 是 6 可 着 色 的 吗 ? a 


【 例 3. 15 舰队 维修 】 为 了 定期 维修 ， 我 们 按 计划 的 时 间 让 交通 工具 (汽车 、 卡 车 、 船 、 飞 机 ) 
进入 维修 厂 ， 在 这 一 维修 厂 中 ， 在 时 间 重 全 期 间 ， 必 须 为 两 个 交通 工具 指定 不 同 的 空间 ， 这 一 维 


日 、 图 论 对 卫生 的 其 他 应 用 将 在 11. 4. 3 节 中 讨论 
O 包括 要 求 (a) 是 要 确保 及 时 清理 垃圾 以 保证 没有 积存 . 
© 这 一 思想 源 自 Tucker[1973]. 
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修 厂 需要 多 少 空间 呢 ? 这 一 问题 也 可 以 阐述 为 图 着 色 问 题 ， 令 图 G 的 顶点 是 安排 进行 维修 的 交通 

工具 ， 且 两 个 顶点 由 一 条 边 连接 起 来 ， 如 果 它 们 的 维修 计划 时 间 有 重合 .指定 一 种 颜色 (空间 ) 给 

每 一 个 顶点 ,使 得 有 边 连 接 的 两 个 顶点 得 到 不 同 的 颜色 (空间 )， 这 一 问题 的 答案 就 是 X(G)，。 图 
【 例 3. 16 团 数 和 人 色 数 】 假设 G 是 一 个 图 ，G 中 的 一 个 团 a 

《clique) 是 一 个 顶点 集合 ， 其 中 每 一 个 顶点 都 与 团 中 其 他 顶点 

由 一 条 边 相 连 . 例如， 在 图 3.29 的 图 G 中 , {a, bs c), {dy 

e} 和 {a，6b，c，d}) 就 是 团 ，G 的 团 数 (clique number). w(G). 4, 

是 G 的 最 大 的 团 的 大 小 ， 在 我 们 的 例子 中 ，w(G) 一 4， 因 为 在 

一 个 团 内 的 所 有 项 点 必须 得 到 不 同 的 颜色 ， 这 意味 着 XG > 

wa(G)， 你 能 给 出 一 个 例子 ， 其 中 XCG) 二 o(G) 吗 ? a f 


【 例 3. 17 色 数 和 独立 数 】 假设 G 是 一 个 图 且 W 是 G 的 顶 3.29 一 个 团 数 为 4 的 图 

点 集合 的 一 个 子 集 ，W 称 为 G 的 一 个 独立 集合 (independent 

set)， 如 果 W 中 的 任意 顶点 间 都 没有 边 ， 独立 数 (independence number)a(G) 是 G 的 最 大 的 独立 
集合 的 大 小 ， 例 如 ， 在 图 3. 29 中 ，{a， 思 和 {e，c， 几 是 独立 集 ， 不 存在 四 个 顶点 的 独立 集 ， 所 以 
a(G) =3. 我 们 假设 G 的 顶点 已 被 着 色 ， 两 个 相同 颜色 的 顶点 之 间 不 可 能 有 边 ， 所 以 给 定 颜色 的 所 
有 顶点 定义 一 个 独立 集 ， 因 此 ， 以 X(G) 种 颜色 对 G 的 w= | VO | 个 顶点 着 色 就 把 这 些 顶点 分 成 
k 一 X(G) 个 “颜色 类 ”"， 每 一 个 颜色 类 定义 一 个 独立 集 ， 这 样 的 独立 集 的 平均 大 小 是 n/k= | VG) | /X(G). 
因此 ， 根 据 铝 巢 原 理 的 应 用 (推论 2. 15. 2)， 至 少 存在 一 个 大 小 至 少 是 n/k 的 独立 集 ， 即 


a@ > VO 
x(G) 
或 
X(G)a(G) >| VG) |. G.9) 


【 例 3. 18 课程 调度 】 假设 一 所 大 学 让 它 的 教授 们 在 一 周 的 任意 时 间 内 安排 他 们 的 课程 ， 假 
设 每 一 门 课程 需 要 占据 三 个 学 时 ， 例 如 ,一 个 学 期 的 课程 可 以 是 如 下 形式 ， 
1999 秋 
数学 027: { 星 期 一 3 一 4， 星 期 四 1 一 2 : 15， 星 期 五 3 一 3 : 45} 
经 济 321, {星期 二 3~4 : 30， 星 期 四 3 一 4 : 30) 
统计 及 处 理 分 析 114, { 星 期 一 8 一 9， 星 期 三 8 一 9， 星 期 五 8 一 9} 


学 生 如 何 挑选 互 不 重叠 的 课程 呢 ? 这 所 大 学 可 以 构建 一 个 图 ， 其 中 每 一 个 顶点 代表 该 大 学 开设 
的 一 门 不 同 的 课程 ， 如 果 两 门 课程 在 时 间 上 有 任何 重 倒 ， 在 相应 两 个 顶点 之 间 画 一 条 边 ， 选 门 
课程 的 一 个 学 生 必 须 选 择 个 顶点 ， 这些 顶 点 形成 这 个 图 中 的 一 个 独立 集合 . E 

【 例 3. 19 地 图 着 色 】 对 地 图 进行 着 色 的 问题 是 一 个 古老 的 重要 问题 ， 它 已 成 为 促进 图 论 发 
展 的 重要 诱因 之 一 ， 为 了 解释 地 图 着 色 问 题 ， 让 我 们 考虑 图 3. 30 中 的 地 图 .理想 的 做 法 是 以 某 
种 方式 给 地 图 上 的 国家 着 色 ， 使 得 两 个 有 公共 边界 的 国家 得 到 不 同 的 颜色 ， 当然， 可 以 为 每 一 个 
国家 着 不 同 的 颜色 .然而 ， 很 多 年 来 ， 绘 图 师 一 直 对 使 用 尽 可 能 少量 的 颜色 着 色 地 图 感 兴趣 ， 我 
们 可 以 使 用 红色 着 色 国家 1( 参 见 图 3. 31) 来 开始 着 色 图 3. 30 中 地 图 上 的 国家 ， 然而， 因为 国家 2 
与 国家 1 共享 边界 ， 所 以 必须 得 到 不 同 的 颜色 ， 例 如 蓝 色 . 国家 3 与 目前 已 着 色 的 国家 中 的 每 一 
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个 都 共享 边界 ， 所 以 它 必须 得 到 一 种 不 同 的 颜色 ， 例 如 绿色 .国家 4 与 前 三 个 图 家 都 共享 边界 ， 
所 以 它 也 必须 得 到 第 四 种 颜色 ， 例 如 黄色 .国家 5 与 国家 1，2 和 4 共享 边界 ,但 与 国家 3 不 共 
享 边界 .因此 ， 可 以 使 用 绿色 着 色 国家 5， 最 后 ， 国 家 6 不 能 


是 蓝 色 或 绿色 .在 图 3. 31 中 ,我 们 给 它 着 上 了 红色 . 注意 这 E> 
张 地 图 使 用 了 4 种 颜色 着 色 ， 没有 人 曾 发 现 需 要 用 多 于 四 种 颜 JI 

色 着 色 的 地 图 ， 条件 是 “地 图 "和 “边界 ”被 精 确定 义 ， 不 存在 诸 

如 有 分 成 两 块 的 国家 ， 共 同 边界 是 一 个 点 的 国家 等 .100 多 年 © 


来 ， 人们 猜想 每 一 张 地 图 都 可 以 用 四 种 或 少 于 四 种 颜色 着 色 . 
然而 ， 尽 管 世界 上 一 些 最 优秀 的 数学 头脑 付出 了 努力 ， 但 是 这 
一 四 色 猜 想 (four-color conjecture) 一 直 没 有 得 到 证 明 或 推翻 ， 
四 色 问 题 一 直 没 有 得 到 解决 ， 最 终 ， 于 1977 年 ， 这 一 四 色 猜 
想得到 了 证 明 ( 参 见 Appel 和 Haken[1977]、Appel，Haken 和 
Koch[1977])， 四 色 定 理 的 原始 证 明 包括 使 用 高 速 计算 机 来 检 
查 某 些 特殊 情况 ， 而 且 还 包括 大 约 1200 小 时 的 计算 机 时 间 ( 最 
近 的 工作 已 导致 了 四 色 定理 的 “更 简单 "的 证 明 ， 可 参见 
Robertson 等 [1977]). 

在 处 理 地 图 着 色 问题 和 地 图 的 人 着 色 时 ， 关 键 步骤 之 一 是 图 3.31 图 3.30 中 地 图 
把 地 图 着 色 问题 翻译 成 等 价 的 但 在 某 种 程度 上 更 易 处 理 的 问 的 一 种 着 色 
题 ， 设 每 一 个 国家 的 首都 由 点 表示 .如 果 两 个 国家 共享 边界 ， 


那么 用 一 条 直线 (虚线 ) 连结 其 相应 的 两 个 首都 ， 这 就 给 出 sea 

图 3. 32 的 线 ， 在 图 3.33 中 ， 我 们 只 使 用 首都 以 及 连接 这 些 首 A 

都 的 线 重新 绘制 了 这 一 地 图 ， 它 定义 了 一 个 图 ， 不 是 着 色 整个 

国家 ， 而 是 考虑 只 着 色 它 的 首都 。 以 图 3. 33 中 的 图 为 例 ， 要 求 

是 如 果 两 个 首都 ， 或 顶点 由 一 条 边 连 接 ， 那 么 它们 必须 得 到 不 

同 的 颜色 因此， 一 个 地 图 是 用 人 种 颜色 可 着 色 的 ， 当 上 且 仅 当 图 3. 32 ”虚线 连接 两 个 首都 ， 当 

相对 应 的 图 是 人 可 着 色 的 . m 且 仅 当 它们 所 对 应 的 
图 着 色 及 其 扩展 除 在 这 里 所 描述 的 ， 在 其 他 方面 也 有 很 多 国家 共享 一 个 边界 

应 用 ， 例 如 ， 在 计算 机 科学 中 的 时 间 共享 ， 在 运输 学 中 的 定向 

信号 灯 和 运筹 学 中 的 各 种 调度 及 维修 问题 ， 对 于 这 些 问题 的 一 

些 陈述 可 以 参见 Opsut 和 Roberts[1981] 及 Roberts[1991]. 

3.3.2 平面 图 


图 3. 33 中 的 图 有 这 样 的 性 质 : 除 在 这 一 图 的 顶点 之 外 ， 没 
有 相交 的 边 ， 具有 这 一 性 质 的 图 ， 或 者 有 符合 这 一 性 质 的 等 价 
( 同 构 ) 重 画图 称 为 平面 (planar) 的 ， 每 一 个 地 图 给 出 一 个 平面 图 3.33 根据 图 3. 32 中 的 地 图 
A, 且 反 过 来 ， 每 一 个 平面 图 来 自 于 一 个 地 图 因此， 四 色 定 连接 首都 的 图 
理 可 以 描述 为 如 下 图 论 中 的 定理 : 每 个 平面 图 是 4 可 着 色 的 . 图 3. 34 中 的 第 一 个 图 是 平面 的 ， 
即使 图 上 有 相交 的 边 - 图 3. 34 中 的 第 二 个 图 与 第 一 个 图 等 价 ( 同 构 ) 且 没有 相交 的 边 ， 图 3. 34 中 
的 第 一 个 图 是 完全 图 K4。 因 此，K* 是 平面 的 .图 3. 35a 的 图 Ks 不 是 平面 的 .无 论 你 如 何 定 位 
这 一 平面 中 的 五 个 点 ， 都 不 可 能 使 用 直线 把 它们 连接 起 来 ， 且 其 中 的 任意 两 条 直线 都 不 相交 .， 鼓 
励 读 者 尝试 一 下 .图 3. 35b 的 图 是 另 一 个 非 平面 图 的 例子 .这 个 图 称 为 水 光 气 图 (water-light-gas 
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graph), IEX Ks.3、 我 们 考虑 三 个 房子 和 三 种 公用 设施 并 尝试 着 把 每 一 个 房子 与 每 一 种 公用 设 
施 连 接 ， 没 有 不 相交 的 直线 是 不 可 能 实现 这 一 点 的 .再 一 次 鼓励 读者 尝试 一 下 ， 确 定 一 个 图 是 否 
是 平面 图 的 问题 有 着 广泛 的 应 用 例如， 在 电机 工程 中 ,平面 图 正好 对 应 于 可 能 的 印刷 电路 ， 在 
11. 6. 4 节 中 ， 我 们 给 出 平面 图 在 设备 设计 问题 中 的 使 用 ，Kuratowski[1930] 证 明 在 某 种 意义 下 ， 
Ks 和 Kas.3 是 仅 有 的 非 平面 图 9 . 


1 x K 
2 3 3 

4 4 a) b) 
图 3.34 第 一 个 图 是 平面 的 ， 因 为 可 以 图 3.35 两 个 非 平面 图 Ks 和 Ky. 


通过 第 二 个 图 来 说 明 ， 而 且 由 
项 点 标签 所 示 ， 它 们 是 同 构 的 


为 了 明确 在 什么 意义 下 Ks 和 Ks,3 是 仅 有 的 非 平面 图 ， 我们 说 图 G 是 从 图 G 通过 细 分 
(subdivision) 得 到 的 ， 如 果 我 们 通过 在 G 的 一 条 边 上 加 入 顶点 而 得 到 G'， 在 图 3. 36 中 ,图 
Gi 都 是 从 图 Gi 通过 细 分 得 到 的 。 两 个 图 G 和 G' 被 称 为 同 胚 的 (homeomorphic)， 如 果 二 者 可 以 
从 同一 个 图 H 通过 一 系列 细 分 耐 得到， 例如 ,任意 两 个 简单 链 是 同 胚 的 ， 图 3. 37 给 出 两 个 图 
GMG., ZARENA 月 通过 一 系列 细 分 得 到 的 。 因 此 ，G 和 G' 是 同 胚 的 (同时 ， 它 们 还 同 胚 


中 
T 


MED I 
= 


图 3.36 GERAH e 的 细 分 从 图 G; 得 到 的 ， 图 CEEA e 从 图 G, 得 到 的 


后 ”本 小 节 的 其 余部 分 可 以 跳 过 . 
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See 


图 3.37 G 和 G' 是 同 胚 的 ， 因 为 它们 每 一 个 都 是 通过 细 分 从 五 得 到 的 


定理 3. 2(Kuratowski[1930]) 一 个 图 是 平面 的 当 且 仅 当 它 没有 同 胚 于 Ks 和 Ks 3H FRO. 

对 于 定理 3.2 HER, 我 们 建议 读者 参阅 Harary[1969], Bondy 和 Murty[1976] 或 
Makarychev[1997]， 根 据 Kuratowski 定理 ， 图 3. 38 的 图 G 不 是 平面 的 ， 因 为 它 同 胚 于 Ks, 而 
且 ， 图 G' 也 不 是 平面 的 ， 因 为 它 有 一 个 子 图 H EF K3,3. 


图 3.38 G 与 Ks 同 胚 ，G 有 一 个 同 胚 且 收缩 到 Ki. 的 子 图 HH 


假设 e=={z，y} 是 G 的 一 条 边 ， 收 编 (contracting)e 意味 着 等 同 两 个 顶点 x 和 y， 这 一 新 的 组 
合 顶 点 与 所 有 曾 与 或 y 连接 过 的 那些 顶点 连接 如果 工 和 > 都 曾 与 顶点 = 连接 ， 那 么 只 取 一 条 
从 组 合 顶点 到 = 的 边 ， 在 图 3. 36 中 ， 图 Gi 总 是 可 以 通过 收缩 e 从 图 Gi 得 到 ,为 了 得 到 G ,把 G 
收缩 到 G 意味 着 收缩 G 的 一 系列 边 ， 使 用 收缩 的 平面 图 的 另 一 个 特征 可 以 由 下 面 的 定理 给 出 ， 
这 一 定理 源 自 Halin[1964], Harary 和 Tutte[1965] 及 Wagner[1937]. 

定理 3.3 一 个 图 G 是 平面 的 ， 当 且 仅 当 G 没 有 可 以 收缩 到 Ks 或 K3,3 的 子 图 。 

对 于 定理 3. 3 的 证 明 ， 可 以 参见 Harary[1969]，Bondy 和 Murty[1976] 和 Makarychev[ 1997]. 
根据 定理 3. 3， 图 3. 38 的 图 G' 不 是 平面 的 ， 因 为 它 有 一 个 子 图 H 可 以 通过 收缩 边 {1，2} 或 {2， 
3)} 收 缩 到 K3,3. 

在 结束 本 节 之 前 ， 我 们 注意 到 Kuratowski 定理 并 没有 给 出 检测 图 的 平面 性 的 好 算法 ， 然 而 ， 
存在 这 样 的 算法 ， 对 这 样 的 算法 的 讨论 ， 可 以 参见 Even[1979]， 特 别 地 ， 对 于 二 次 [OO )] 算 法 可 
以 参见 Demourcron，Malgrance 和 Pertuiset[1964] 和 Klotz[1989]， 而 对 于 线性 [O(n)] 算 法 可 以 
参见 Hopcroft 和 Tarjan[1974]、Booth 和 Lueker[ 1976]. 

3.3.3 计算 色 数 

我 们 来 研究 一 下 各 种 图 的 可 着 色 性 .图 K 显然 可 以 使 用 四 种 颜色 着 色 ， 但 不 能 使 用 三 种 或 
更 少 的 颜色 着 色 。 因 此 ，X(K4) 二 4. 图 Ks 可 以 使 用 五 种 颜色 着 色 ， 但 不 能 以 四 种 颜色 或 更 少 的 
颜色 着 色 ( 为 什么 )， 因 此 ，X(Ks) 一 5. (这 不 是 四 色 定理 的 反例 ， 因 为 我 们 已 指出 Ks 不 是 平面 
图 ， 所 以 不 会 在 地 图 中 出 现 . ) 图 3. 35 中 的 K3,3 可 用 两 种 颜色 着 色 : 上 面 三 个 顶点 着 色 为 红色 ， 


O 没有 必要 是 生成 子 图 . 
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下 面 三 个 项 点 着 色 为 蓝 色 . 因为 显然 需要 两 种 颜色 ， 所 以 K3,3 的 色 数 是 2. 

我 们 简单 地 回顾 例 3. 14 中 的 游历 图 问题 ， 一般 地 ， 为 了 运用 这 一 过 程 寻找 游历 的 最 小 集合 ， 
我 们 必须 有 一 个 算法 ， 这 一 算法 可 以 快速 地 重复 使 用 ， 目 的 在 于 确定 给 定 的 图 是 否 是 上 可 着 色 
的 .可 是 ,没有 这 样 的 总 是 “好 ”的 解决 这 一 问题 的 多 项 式 算法 .实际 上 ， 一 般 地 ， 不 知道 是 否 存 
在 一 个 “好 ”算法 (在 2.4 节 的 意义 下 ) 来 确定 给 定 的 图 是 否 是 可 着 色 的 .在 2. 18 节 的 意义 下 ， 
这 一 问题 是 NP 完全 的 ， 所 以 在 精确 的 意义 下 是 一 个 很 困难 的 问题 ， 因 此 ， 垃 圾 卡车 路 线 问 题 可 
以 简化 成 一 个 困难 的 数学 问题 . 然而， 用 精确 的 数学 公式 来 描述 可 以 使 我 们 清楚 为 什么 这 一 问 
题 是 一 个 难题 ， 公 式 化 也 可 以 为 我 们 提供 解决 这 一 问题 的 很 多 工具 ， 至 少 在 特殊 情况 下 是 这 样 . 
需要 注意 的 是 ， 在 现实 世界 中 ， 只 说 一 个 问题 是 不 可 解 的 或 是 很 难 的 是 不 够 的 ， 想 象 一 位 拿 着 
500 000 美元 薪水 的 顾问 走 进 市 长 办 公 室 ， 汇 报 说 经 过 仔细 的 研究 后 ， 他 得 出 结论 说 垃圾 卡车 路 
线 问题 是 一 个 难题 时 的 情景 ! 垃圾 卡车 必须 定好 路 线 ， 所 以 在 这 样 的 情况 下 你 能 做 什么 呢 ? 答案 
是 ， 你 要 开发 部 分 解决 方案 ， 你 要 开发 仅 对 某 些 特殊 情况 可 应 用 的 解决 方案 ， 你 修改 这 一 问题 ， 
或 在 某 些 情况 下 ， 你 甚至 可 以 "说谎 ”， 你 可 以 使 用 未 必 是 真 的 但 似乎 可 以 工作 的 结果 说 谎 ， 其 中 
一 个 这 样 的 结果 就 是 强 完美 图 猜想 或 强 伯 格 猜想 ， 这 可 追溯 到 Claude Berge[1961, 1962] (理解 
下 面 的 推理 并 不 需要 知道 这 一 猜想 的 内 容 ， 对 于 这 一 猜想 的 详细 讨论 可 以 参见 Golumbic[1980]， 
对 于 这 一 猜想 的 讨论 以 及 它 对 垃圾 卡车 及 路 线 的 应 用 可 以 参见 Roberts[1976，1978] 或 Tucker 
[1973])， 正 如 Tucker[1973] 所 指出 的 那样 ， 如 果 这 一 猜想 是 真 的 ， 那么 存在 高 效 的 算法 ， 利 用 
这 个 算法 可 以 确定 给 定 的 图 是 否 可 以 用 给 定数 量 的 颜色 着 色 ， 至 少 在 游历 图 问题 中 是 这 样 的 ， 
在 这 一 问题 中 ， 游 历 图 只 做 局 部 变化 而 不 是 全 局 变化 ， 因 此 ，Tucker 认为 值得 “说 谎 " 并 在 确定 
垃圾 卡车 路 线 中 值得 使 用 强 伯 格 狂想， 那么 ， 会 出 现 什么 错误 呢 ? Tucker 说 ， 可 能 发 生 的 最 坏 
情况 如 下 所 示 。 你 运用 这 一 猜想 确定 垃圾 卡车 路 线 并 寻找 一 条 对 一 周 的 六 天 可 分 配 的 路 线 , 但 
是 事实 上 ， 这 一 路 线 是 不 可 分 配 的 ， 这 种 最 坏 的 情况 对 数学 是 极 大 的 好 处 : 我 们 发 现 了 强 伯 格 猿 
想 的 反例 ! 这 一 非凡 的 论证 不 再 是 必要 的 .经 过 40 年 后 ，Chudnovsky 等 [2000] 证 明了 强 伯 格 猜 
想 (参见 Mackenzie[2002]). 
3.3.4 2 可 着 色 图 

接 下 来 让 我 们 注意 存在 一 个 人 的 值 ， 对 于 该 
值 很 容易 确定 G 是 否 是 上 可 着 色 的 .这 一 情况 
是 k=2S， 一 个 图 是 2 可 着 色 的 当 且 仅 当 其 项 
点 可 以 分 成 两 类 使 得 这 个 图 中 的 所 有 边 都 连接 
两 种 不 同类 中 的 顶点 . (为 什么 ?) 具 有 这 种 划分 
的 图 被 称 为 是 二 部 的 (bipartite)， 11.1 节 描 述 的 
深度 优先 搜索 过 程 给 出 了 测试 一 个 图 是 否 是 二 
部 图 的 多 项 式 算法 (参见 Reingold，Nievergelt 和 
Deo[1977, pp. 399-400]). 

接 下 来 我 们 描述 2 可 着 色 图 的 一 个 非常 有 用 
的 特征 . 设 Zp 是 由 轧 个 顶点 的 单一 回路 组 成 的 
图 . 图 3.39 给 出 Zs, Zi, Zs 和 Zs 容易 证 明 图 3.39 p=3, 4, 5, 6 HEZ, 
Zi 和 Ze 是 2 可 着 色 的 .图 3. 39 给 出 了 二 者 的 2 着色. BR, Z MZ 不 是 2 可 着 色 的 .这 需要 


红色 白色 


白色 红色 


日 ”对 于 存在 确定 G 是 否 k 可 着 色 的 好 算法 的 其 他 情况 的 讨论 可 以 参见 Garey 和 Johnson[1979]、Golumbic[1980]、 
Jensen 和 Toft[1995]. 
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一 点 证 明 ， 我 们 把 证 明 留 给 读者 。 一 般 地 ， 很 容易 看 到 ，Z 是 2 可 着 色 的 当 且 仅 当 p 是 偶数 . 

现在 ,假设 我 们 从 Zs 开始 ， 尽 可 能 增加 一 些 边 ， 然 后 增加 一 些 新 的 顶点 和 一 些 连接 这 些 顶 
点 或 把 这 些 顶 点 和 Zs 的 顶点 连接 起 来 的 边 ， 我们 也 许 得 到 诸如 图 3. 40 中 的 那些 图 ， 现 在 ， 其 中 
的 每 一 个 图 都 不 是 2 可 着 色 的 。 因 为 整个 图 的 2 着 色 会 自动 给 出 Zs 的 一 个 2 着 色 。 这 是 一 个 一 
般 规则 : 任意 图 G 的 & 着 色 是 G 的 所 有 子 图 的 着色。 因此 ， 以 Zs 为 子 集 的 任意 图 都 不 是 2 可 
HEM. 对 于 Zs, Zr 和 Zo 也 同样 成 立 ， 如 果 G 有 奇数 长 度 的 任意 回路 ,那么 这 个 回路 定义 一 
个 形 如 Zp 的 子 图 ， 而且 p RAK: 因此 ，G 不 可 能 是 2 可 着 色 的 . 这 一 陈述 的 逆 也 为 真 ， 我 们 
将 这 一 结果 阐述 为 如 下 定理 . 


图 3.40 以 Zs 为 子 图 的 图 ，Zs 的 顶点 被 标记 为 a, b. c d Mle 


定理 3.4(Kinig[1936]) 一 个 图 是 2 可 着 色 的 当 且 仅 当 它 没有 长 度 为 奇数 的 回路 ， 
为 了 对 定理 3. 4 中 的 道 进行 证 明 ， 我 们 从 没有 奇数 长 度 回路 的 图 G 开始 ， 给 出 寻找 G 的 2 
着 色 的 算法 ， 我 们 可 以 假设 G 是 连通 的 (否则 ， 我 们 可 以 分 别 着 色 每 一 个 连通 分 支 )， 任 意 挑选 
一 个 项 点 ENE NE. IE z 的 所 有 邻居 着 色 成 红 am ne ae 红包 
色 . 对 于 其 中 的 每 一 个 邻居 ， 着 色 它 的 没有 着 色 的 邻居 为 蓝 $ $ g 
E. 继续 这 样 做 下 去 直到 所 有 被 着 色 ， 这 一 算法 可 以 
通过 图 3. 41 来 说 明 ， 图 3. 41 是 连通 的 且 没 有 奇数 长 度 的 回 
路 这里， 选择 的 顶点 x 是 a，2 着 色 如 图 所 示 . fi è $ 
为 了 形式 地 实现 这 一 算法 ， 我 们 把 已 着 色 的 顶点 存储 在 ”红色 He ae He 
称 为 队列 (queue) 的 有 序列 表 中 ， 在 这 一 算法 的 每 一 个 阶段 ， 
我 们 在 队列 中 找到 第 一 个 顶点 >， 并 把 它 从 队列 中 移出 ， 寻 


找 y 未 着 色 的 邻居 ， 并 用 与 y 相反 的 颜色 给 它们 着 色 ， 然 红色 
后 ， 我 们 把 这 些 邻居 加 到 队列 的 尾 端 ， 我 们 继续 这 一 过 程 直 图 3.41 没有 奇数 长 度 回路 的 连通 图 . 
到 所 有 顶点 都 被 着 色 。 这 一 算法 被 形式 地 描述 为 算法 3.1. 首先 着 色 项 点 a 得 到 一 个 
这 里 ，Q 是 所 述 的 队列 . 2 着 色 

算法 3.1: 2 着 色 


MA: 没有 冶 数 长 度 回 路 的 连通 图 G=(V，E). 

输出 : 使 用 两 种 颜色 红 和 蓝 对 GG 的 顶点 的 着 色 . 

DMA. 初始 化 , V 的 所 有 顶点 都 没有 着 色 且 QQ 是 空 的 . 

步骤 2. 在 V 中 挑选 项 点， 着 色 工 为 蓝 色 ， 并 把 工 放 入 到 QQ 中. 

PRI 令 y 是 QQ 中 的 第 一 个 顶点 . 将 y 从 Q 中 移出 . 

步骤 4. 寻找 y 的 所 有 未 着 色 的 邻居 .使 用 与 y 的 颜色 相反 的 颜色 着 色 每 一 个 邻居 .以 任意 
顺序 把 它们 加 到 Q 的 尾部 . 

SRS. 如 果 所 有 顶点 都 被 着 色 ， 停止。 否则 返回 到 步骤 3. 
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为 了 说 明 算法 3. 1， 考虑 图 3. 41 中 的 图 ， 这 些 步骤 概括 在 表 3. 2 中 .挑选 出 的 顶点 zx 是 a， 
Hho 为 蓝 色 ， 且 把 a 放 入 到 队列 中 .寻找 a 的 未 着 色 的 邻居 ， 即 b 和 e， 把 它们 着 色 成 红色 (这 
与 a 的 颜色 相反 )， 把 a 从 队列 Q 中 移出 ， 并 以 6，*e 的 顺序 把 5 Ae 加 入 到 Q 中 .挑选 出 Q 中 的 
第 一 个 项 点; 这 里 是 & 把 它 从 Q 中 移出 .寻找 它 的 未 着 色 邻 居 ; 它们 是 c 和 了. 使 用 与 5 的 颜 
色相 反 的 颜色 着 色 它们 ， 即 蓝 色 ， 以 任意 顺序 把 它们 加 到 Q 的 尾 端 ， 如 果 是 首先 加 入 的 ， 那 么 
QQ 现在 是 e,，c，f. 把 Q 中 的 第 一 个 顶点 移出 ， 这 里 是 它 没有 未 着 色 邻 居 ，Q 现在 是 c，f. 
继续 挑选 Q 中 的 第 一 个 顶点， 即 <， 把 它 移出 ， 寻 找 它 的 未 着 色 邻 居 ， 这 里 是 d 和 g， 并 使 用 与 
“相反 的 颜色 着 色 它们 ， 这 里 是 红色 . 把 d 和 g 加 到 Q 的 尾 端 ， 例 如 d 是 第 一 个 加 入 的 ，Q 现在 
Ef. d, g. FRIE SAQ 的 前 端 移出 ， 把 它 的 未 着 色 邻 居 i 着 色 为 红色 ,并 把 i 加 到 Q 的 尾 
端 ，Q@ 现 在 是 4，g，i。 最 后 ,把 d 从 Q 的 前 端 移出 ,着色 它 的 未 着 色 邻 居 为 蓝 色 ， 并 把 A 加 
到 Q 的 尾 端 ， 停止， 因为 到 此 所 有 顶点 都 已 着 色 . 


表 3.2 把 算法 3.1 运 用 到 图 3.41 中 的 图 


当前 考虑 的 项 点 被 着 色 项 点 新 队列 Q 当前 考虑 的 顶点 被 着 色 项 点 新 队列 Q 
aC fs) a 
a by eart) bre ë d, git) fd, g 
b e SURE) eof f ie) d, gi 
e 无 af d hE) grish 


我 们 使 用 的 访问 所 有 顶点 的 过 程 被 称 为 广度 优先 搜索 (breadth-first search)， 这 是 一 个 非常 
高 效 的 计算 机 过 程 ， 它 在 图 论 中 有 很 多 应 用 .我们 将 在 11. 1 节 讨论 检测 图 的 连通 性 的 算法 时 ， 
讨论 广度 优先 搜索 及 称 为 深度 优先 搜索 的 相关 过 程 ， 在 2. 4 节 和 2. 18 节 的 意义 下 ， 算 法 3. 1 是 
“好 "算法 ， 不 难 证 明 它 的 复杂 度 的 阶 是 "+e， 其 中 是 这 个 图 的 顶点 数量 ， 而 “是 其 边 数 ， 因 为 


一 个 图 至 多 有 (2 } 条 边 ， 所 以 我 们 如 3. 2. 3 那样 推理 得 出 结论 
e< (2)= aD <, 


因此 ， 算 法 3. 1 至 多 需要 步骤 数 为 ntn 的 阶 , 它 是 的 多 项 式 (使 用 2.18 节 的 记 法 ， 这 个 算法 
HOG? )). 

为 了 说 明 算法 3. 1 的 功效 ， 我 们 必须 证 明 每 一 个 顶点 最 终 都 被 着 色 ， 并 且 证 明 用 这 种 方法 可 
得 到 一 个 图 着 色 . 图 G 的 连通 性 确保 每 一 个 顶点 最 终 被 着 色 (我 们 省 略 这 一 事实 的 形式 证 明 ). 
为 了 证 明 可 以 得 到 一 个 图 着 色 , 假设 w 和 ww 在 G 中 是 邻居 .它们 能 得 到 相同 的 颜色 吗 ? 检查 它们 
不 能 得 到 相同 颜色 的 最 简单 方法 是 ， 在 一 个 连通 图 内 定义 顶点 a Ab 之 间 的 距离 d(a，5b) 是 它们 
之 间 的 最 短 链 的 长 度 ， 于是， 能够 证 明 如 果 d(z，z) 是 奇数 则 项 点 < 着 色 成 红色 ， 如 果 d(x, z) 
是 偶数 则 顶点 = 着 色 成 蓝 色 S (这 一 证 明 留 作 练习 31). 现在， 如 果 两 个 邻居 w 和 vw 都 被 着 色 成 红 
色 ， 那 么 存在 一 条 从 工 到 w 的 最 短 链 Cl ， 其 长 度 为 奇数 ， 及 一 条 从 x By 长 度 为 奇数 的 最 短 链 
Cz， 因 此 Ci 加 上 边 {u， 加 上 (后 向 的 )Cz 形成 一 个 从 工 到 z 的 长 度 为 奇数 的 闭 链 但是， 如果 
GG 有 一 条 奇数 长 度 的 闭 链 ， 它 必定 有 一 个 奇数 长 度 的 回路 (练习 32)， 因 此 ， 我 们 得 到 一 个 矛盾 
MR u 和 都 被 着 色 成 蓝 色 ， 我 们 也 可 得 到 类 似 的 矛盾 . 

记 住 , 算法 3. 1 和 定理 3. 4 只 适用 于 2 着 色 . 一 般 的 图 着 色 问 题 是 NP 完全 问题 ， 对 于 任意 
固定 的 4>>3， 不 存在 确定 上 可 着 色 性 的 多 项 式 算法 ， 更 不 用 说 寻找 实用 的 最 优 着 色 . 


O 定理 3.4 的 最 短 证 明 是 简单 地 用 这 种 方法 定 又 著 色 . 


159) 


160] 
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3.3.5 图 着 色 变形 
存在 很 多 图 (顶点 ) 着 色 的 变形 .下 面 的 三 个 例子 只 是 揭 开 图 论 中 这 一 急速 发 展 领域 的 表皮 . 


【 例 3. 20 信道 分 配 和 工 着 色 问题 】 回想 一 下 例 3. 13 的 信道 分 配 问题 ， 与 这 一 问题 相关 的 图 
把 发 射 器 当 作 顶点 ， 且 两 个 顶点 之 间 有 一 条 边 ， 如 果 所 对 应 的 发 射 器 与 另 一 个 发 射 器 间 的 距离 
在 100 英里 以 内 ， 使 用 尽 可 能 少 的 颜色 着 色 这 一 图 等 价 于 解决 信道 的 分 配 问题 . 

然而 ， 在 某 种 情况 下 ， 不 仅 “ 拨 着 的 "发 射 器 不 能 得 到 相同 的 人 G Gg @ 
道 ， 而 且 他 们 不 能 得 到 相差 某 些 特定 值 的 信道 . 我 们 称 这 一 “禁止 ” 了 ry > 
的 差 集合 为 TRAT- set), H T. Hi, XF UHF 电视 ， 相 距 
不 足 55 英里 的 发 射 器 不 能 得 到 其 差 为 工 集合 中 任意 值 的 信道 ， 其 
中 T={0，1，7，14，15}， 给 定 一 个 了 集合 和 一 个 图 G，G 的 顶点 
着 色 称 为 G 的 了 着色， 如 果 在 这 一 着 色 中 ， 邻 接 项 点 没有 绝对 差 在 d e / 
工 中 的 颜色 (绝对 兰 是 指 | ci 一 oj |. tha, eae. 图 3.42 四 © © 
给 出 了 带 有 集合 T= {0，3，4，7} 的 一 个 图 的 工 着 色 例子 ， 注 图 3.42 带 有 工 集合 工 一 


意 ， 邻 接 项 点 的 颜色 绝对 差 等 十 1，2，8，9，10， 其 任意 一 个 都 不 {0，3，4，7)} 的 一 
在 工 集合 内 ， 我 们 假设 所 有 工 集合 都 包含 0， 否 则 ， 所 有 项 点 都 被 个 图 的 工 着 色 
着 色相 同 颜色 的 毫 无 意义 的 情况 会 组 成 一 个 工 着 色 . a 


在 例 3. 20 中 ,我们 可 以 用 颜色 1. 100, 500, 1000 和 2000( 取 代 1, 2, 3, 4M 11) 容 易 地 
着 色 图 3. 42 中 的 顶点 ， 产 生 一 个 了 着 色 . 然 而， 这 不 是 一 个 高 效 了 着 色 ， 那 么 ， 一 个 高 效 了 着 
色 意 味 着 什么 呢 ? 正如 最 小 化 颜色 数量 被 用 作 高 效 图 着 色 的 标准 一 样 ， 我 们 需要 高 效 TE 
标准 ， 关 于 信道 分 配 ， 有 时 候 我 们 所 关心 的 是 所 用 的 信道 总 数 ， 而 有 时 候 我 们 又 关心 的 是 所 用 的 
信道 范围 ， 因 此 ， 有 时 候 ， 我 们 对 于 工 着 色 中 所 用 的 颜色 总 数量 感 兴趣 ， 而 有 时 候 ， 又 对 所 用 
的 颜色 范围 更 感受 兴趣 . 

一 个 工 着 色 的 阶 (order) 指 的 是 所 用 的 颜色 总 数量 ， 图 3. 42 中 的 图 的 工 着 色 阶 等 于 5， 因为 
使 用 了 五 种 不 同 的 颜色 : 1，2，3，4，11. 了 着 色 图 G 所 需要 的 最 小 颜色 数量 ( 即 最 小 阶 ) 称 为 G 
的 工 色 数 ， 记 为 XT(G)， 图 3. 42 所 使 用 的 了 着 色 在 这 一 意义 下 不 是 最 有 效 的 ， 因 为 可 以 使 用 4 
种 颜色 着 色 ( 但 不 是 3)， 顶 点 a, b, dA e 都 需要 不 同 的 颜色 .因为 任意 两 个 顶点 可 以 由 一 条 边 
连接 起 来 ， 因此，XT(G) 达 4， 顶 点 < 和 了 都 可 以 与 a( 或 d) 有 相同 的 颜色 ， 产 生 一 个 阶 为 4 的 本 
着 色 . 所以， 如果 G 是 图 3. 42 的 图 ， A T 一 {0，3，4，7}， 那 么 XT(G) 一 4. 

如 下 面 的 定理 所 示 ， 图 G 的 T 着 色 的 最 小 阶 XT(G) 并 非 一 个 新 参数 . 

定理 3. 5(Cozzens 和 Roberts[1982]) 对 于 所 有 图 G 和 任意 工业 合 T， 有 

XT(G) = XO). 

证 明 ”因为 我 们 假设 0 包含 在 每 一 个 工 集合 中 ，G 的 任意 T 着 色 将 (起 码 ) 是 一 个 图 着 色 . 
因此 XT(G) 三 XGO). 

接 下 来 ， 可 以 使 用 下 面 的 方法 把 7 种 颜色 的 G 的 任意 图 着 色 转 化 成 ; 种 颜色 的 着色， 不 失 
一 般 性 ， 我 们 假设 图 着 色 中 的 j 种 颜色 是 1，2，…，j. 使 用 颜色 i。(t 十 1) 取 代 颜 色 i， 其 中 :是 工 
集合 丁 的 最 大 元 素 。 这 些 新 颜色 形成 G 的 一 个 着色 (参见 练习 37)、 因 此 ,使 用 XCG) 种 颜色 的 图 
着 色 可 以 转化 成 使 用 相同 数量 颜色 的 着色. 因此 ,Xr(G)<X(G). 

我 们 证 明了 Xr(G)X(G) 和 Xr(G)<X(G)， 因 此 有 

Xr(G) = XO). 
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高 效 性 的 一 个 更 普通 的 标准 必须 与 工 着 色 中 所 使 用 的 颜色 范围 有 关 .， 在 信道 分 配 中 ,很 多 
时 候 ， 重 要 的 不 是 需要 分 配 多 少 信道 ， 而 是 信道 的 总 需求 是 否 能 适合 分 配 的 带宽 ， 我 们 定义 工 
着 色 的 跨度 (span) 是 所 使 用 颜色 的 最 大 值 与 最 小 值 的 差 . 图 3. 42 中 的 工 着 色 的 跨度 等 于 10， 它 
得 自 于 11-1，11 是 这 一 工 着 色 中 所 使 用 的 颜色 的 最 大 值 ， 而 1 是 最 小 值 ， 图 G 的 所 有 了 着 色 的 
最 小 跨度 称 为 G 的 工 跨度 ( 代 span)， 记 为 pr(G). 图 3.42 所 使 用 的 了 着 色 关 于 跨度 是 最 高 效 
的 .假设 1 是 任意 了 着 色 使 用 的 最 小 颜色 ， 把 颜色 只 局 限于 1，2，…，10 将 不 能 为 这 个 图 构成 
一 个 工 着 色 ( 练 习 38). 

图 的 本色 数 和 芽 跨度 是 一 个 不 容易 确定 的 值 ， 使 用 2. 18 节 的 记 法 ， 其 每 一 个 的 计算 都 属于 
NP 完全 问题 类 ， 然 而 ， 对 于 某 些 图 和 特殊 的 了 集合 ,已 找到 工 跨 度 的 精确 值 ( 例 如 ， 参 见 
Bonias[1991]、Liu[1991]、Raychaudhuri[1985]、Tesman[1993] 和 Wang[1985]). 


【 例 3. 21 任务 分 配 和 集合 着 色 问 题 ]S 诸如 构建 一 架 飞机 等 大 型 且 复杂 的 任务 实际 都 是 由 
很 多 子 任务 组 成 的 ， 其 中 一 些 子 任 务 是 不 相 容 的 ， 因 此 不 能 在 同一 时 间 内 进行 例如， 一些 子 任 
务 可 能 需要 相同 的 工具 、 资 源 、 飞 机 棚 空 间 等 等 ， 任 务 分 配 问 题 就 是 调度 子 任务 使 得 只 有 相 容 的 
子 任务 才能 安排 在 重 和 时 间 内 . 

为 了 用 图 理论 阐明 这 一 问题 ， 我 们 令 每 一 个 顶点 代表 这 个 大 型 任务 的 一 个 子 任务 ， 如 果 两 
个 子 任务 不 相 容 ， 则 在 它们 之 间 连 一 条 边 ， 于 是 ， 因 为 每 一 个 子 任务 都 需要 一 个 “时间 段 "， 我 们 
不 是 给 每 一 个 顶点 只 分 配 一 种 颜色 ， 而 是 分 配 一 组 颜色 ， 这 组 颜色 代表 这 一 子 任务 所 需要 的 时 
间 ， 如 果 是 一 个 项 点， 我 们 记分 配给 x 的 集合 为 S(z)， 如 前 面 一 样 ， 我 们 将 要 求 邻接 顶点 不 
能 有 相同 的 颜色 。 据 此 ， 我 们 的 意思 是 如 果 By 邻接， 那么 S(z) 和 S(y) 必 须 没有 任何 公共 成 
员 ， 即 

Six) N SC) = Ø. 

这 样 的 一 个 着 色 称 为 这 个 图 的 集合 着 色 (set coloring). A 3. 43 给 出 了 图 Zs 的 集合 着 色 例子 ， 注 
意 这 些 集合 不 必 有 相同 的 大 小 ， 在 这 一 例子 中 它们 就 没有 相同 的 大 小 ， 当 对 顶点 着 色 时 ， 最 小 化 
所 使 用 的 颜色 总 数量 是 集合 着 色 中 高 效 性 的 标准 . . 

为 了 给 集合 着 色 更 多 结构 ， 我 们 考虑 所 有 已 分 配 的 集合 大 小 相 ua 
同 的 特殊 情况 (Gilbert[1972] 在 关于 涉及 移动 式 无 线 电 通 信 的 频率 
分 配 的 问题 中 引入 这 一 思想 )， 一 个 人 元 组 着 色 ( 人 tuple coloring) 指 15} {24,5} 
的 是 一 个 集合 着 色 ， 其 中 每 一 个 顶点 被 分 配 上 个 颜色 的 集合 (如 果 
每 一 个 集合 只 包含 一 个 元 素 ， 即 如 果 我 们 有 一 个 1 元 组 着 色 ， 那 么 
这 个 集合 着 色 就 是 普通 的 图 着 色 )， 图 3.44 给 出 对 图 Z 使 用 8 种 
颜色 的 3 元 组 着 色 的 例子 . 图 3.43 Z 的 集合 着 色 

元 组 着 色 一 个 图 需要 多 少 种 颜色 ? 如 果 这 个 图 有 个 顶 
点 ， 一 个 大 致 的 上 界 是 hn 种 颜色 (给 每 个 顶点 一 个 完全 不 同 的 1123) 
种 颜色 集合 )， 然 而 我 们 可 以 做 得 更 好 ， 下 面 的 定理 给 出 了 基于 
图 的 色 数 而 非 图 的 顶点 集合 大 小 的 上 界 ， 定 理 3.6 的 证 明 留 作 “7 Heel 
练习 (参见 练习 59). 

定理 3.6 图 G 至 多 使 用 上 。X(G) 种 颜色 进行 人 元 组 着 色 . BAS 1.2.7) 

“元 组 着 色 一 个 图 所 需要 的 最 小 颜色 数量 被 称 为 GHA A 。 图 3.44 Z 的 3 元 组 着 色 


{24} {1,8} 


© 此 内 容 来 自 于 Opsut 和 Roberts[1981]. 
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Č dk Ck tuple chromatic number) ， 记 为 次 (G)、 根 据 定理 3.6， 我们 知道 XCG)<k*X(G)， 事 实 
上 ， 对 于 很 多 不 同类 的 图 ， 次 (G) 的 上 界 是 次 (G) 的 精确 值 ， 但 是 一 般 情况 下 这 不 一 定 成 立 .我 
们 已 证 明 可 以 使 用 8 种 颜色 3 元 组 着 色 Z5， 这 比 + X(Zs)=3 + 3=9 好 (Jrving[1983] 已 证 明 寻 
找 鸡 (G) 是 一 个 NP 完全 问题 )、 事 实 上 ，8 是 图 Zs 的 3 元 组 色 数 . Re 和 “是 任意 一 对 邻接 项 
点 ， 那么， a 和 4 不 能 有 任何 共同 颜色 .不 失 一 般 性 ,使 用 颜色 1，2，3 着 色 顶 点 a, 使 用 颜色 
4，5，6 着 色 顶 点 h。 于 是 很 容易 证 明 只 使 用 7 种 额 色 无 法 给 余下 顶点 进行 3 元 组 着 色 . 

使 用 定理 3. 6 中 的 上 界 可 止 确 确定 元 组 色 数 的 一 类 图 是 完全 图 ， 因 为 在 完全 图 内 ， 任 意 两 
个 顶点 是 邻接 的 , 元 组 着 色 中 的 颜色 无 法 重复 ， 因 此 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 3.7 对 于 任意 n 和 k, Xi (Kn)==k* X(Kn)=kn. 

对 于 不 元 组 的 其 他 参考 ， 可 以 参见 Brigham 和 Dutton[1982]、Geller[1976]、Roberts[1991] 
和 Scott[1975]. 


(Gl 3.22 调度 立法 委员 会 会 议 (再 探 例 1. 4): 列表 着 色 】 在 例 1.4 中 ,我 们 考虑 了 一 个 调度 
问题 ， 其 中 每 一 位 委员 会 主席 都 提供 一 份 可 以 接受 的 会 议 时 间 列 表 ， 没 有 这 一 额外 限制 时 ， 这 一 
调度 问题 可 以 翻译 成 例 3. 11 的 图 着 色 问 题 ， 带 有 这 一 限制 时 ， 这 一 问题 就 变 成 寻找 一 个 图 着 色 的 
问题 ， 其 中 分 配给 一 个 顶点 的 颜色 是 从 可 能 接受 的 颜色 列表 中 选 出 来 的 ， 在 很 多 其 他 应 用 中 也 出 
现 相同 种 类 的 问题 ， 例 如， 在 信道 分 配 中 ， 给 定 发 射 机 的 用 户 可 能 指定 一 个 可 接收 信道 的 列表 . 
设 L(zx) 表 示 分 配给 顶点 z 的 颜色 列表 . 了 称 为 G 的 列表 分 配 (list assignment). Xf G 的 一 个 顶点 着 
色 ， 使 得 分 配给 项 点 工 的 颜色 来 自 于 列表 L(x)， 那 么 这 个 顶点 着 色 称 为 列表 着 色 (lL-list coloring), 

图 3. 45a 给 出 了 有 列表 分 配 的 图 Ks.s 的 例子 ， 对 于 这 一 分 配 你 能 寻找 到 一 个 列表 着 色 吗 ? 
顶点 a 必须 被 着 色 为 1 或 2。 如 果 它 被 着 色 1， 那 么 项 点 d 必须 被 着 色 为 3， 因为 顶点 a 和 顶点 d 
之 间 存 在 一 条 边 ， 类似 地 ， 项 点 /必须 被 着 色 为 2， 但 是 没有 给 顶点 c 留 下 颜色 。 如 果 顶 点 a 被 
着 色 2， 也 存在 类 似 的 问题 ， 因 此 ， 我 们 证 明了 对 于 这 一 列表 分 配 ， 这 个 图 不 是 列表 可 着 色 的 ， 然 
而 ， 如 果 分 配给 顶点 的 列表 如 果 图 3. 45b 所 示 ， 那 么 如 表 3. 3 所 示 的 着 色 颜 色 给 出 一 个 具有 列表 着 
色 功 能 的 选择 . 


41,2) 41.3} 123) (12) 


13 24 
a b c a T T ni 


dua fea Taz dua © 23) 


a) b) 
图 3. 45 Ks.: 的 两 个 列表 分 配 


f. 3.4} 


RII 图 3.45b 的 列表 分 配 和 图 的 列表 着 色 


ma | a | e | c d EI NE 
列表 41,2) | fl 3} {2, 4} il. 2} (2, 3) (3, 4} 
选 样 1 1 4 2 li 3 3 


【 例 3. 23 修正 列表 的 列表 着 色 】 在 委员 会 调度 的 例子 中 ( 例 3. 22)， 如 果 不 存在 列表 着 色 ， 
你 将 做 什么 呢 ? 我 们 可 以 要 求 某 些 人 接受 不 在 他 们 原来 列表 中 的 一 些 颜色 . 考虑 这 一 问题 的 一 
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个 简单 方法 是 允许 某 些 人 工 扩展 他 们 的 列表 L(xz)， 向 其 中 (从 可 能 的 颜色 中 ) 加 入 额外 的 颜色 . 

必须 这 样 做 的 最 小 人 数 是 多 少 ? 我 们 说 带 有 列表 分 配 虐 的 G 是 p 可 加 的 (praddable)， 如 果 我 们 

能 够 确定 G 中 的 p 个 不 同 顶点 fz1，zz，…，zp 和 (不 必 不 相同 ) UL(z) 中 的 颜色 a，c ，…，cp， 

使 得 如 果 对 于 i 二 1，2，…, 记 有 上 (zi)==L(zi)Utc)}， 而 对 于 其 他 顶点 z+ 有 上 DSL), WA 

存在 带 有 列表 分 配 L' 的 G 的 列表 着 色 . 我 们 对 I(G，L) 的 计算 感 兴 超 ， 即 带 有 列表 分 配 虐 的 G 

是 p 可 加 的 最 小 p.， 作为 一 个 简单 例子 ， 考虑 图 3.46 所 示 的 图 G 和 ayo m 

列表 分 配 L， 于 是 ,不 存在 列表 着 色 ， 因 为 顶点 5 和 4d 在 任意 的 列表 4 6 

着 色 中 都 必须 得 到 不 同 的 颜色 然而， 把 颜色 2 加 入 到 L(d) 中 使 得 

这 成 为 列表 可 着 色 ， 因此， WAL MG 是 1 可 加 的 且 KG, L=. 
考虑 图 G= Kio.lo， 它 的 顶点 有 两 类 A MB, 每 一 类 都 有 10 个 42) {1 

顶点 ， 且 A 中 的 每 一 个 项 点 z 与 B 中 的 每 一 个 顶点 y 之 间 有 边 ， 在 图 3. 46 一 个 1 可 加 的 图 G 

有 A 的 顶点 上 ， 使 用 集合 {1，2，3，4，5}) 的 10 个 2 子 集 作为 集合 

Liz), HF B 的 顶点 也 是 如 此 .我 们 将 证 明 1(Kio.1o，L) 二 4， 假设 我 们 把 一 种 颜色 加 入 某 些 集 

合 L(z) 得 到 L(x)， 使 得 存在 L' 的 Ki0,10 的 列表 着 色 ， 假 设 这 个 列表 着 色 在 A 上 使 用 7 种 颜色 ， 


在 B 上 使 用 s 种 颜色 。 那 么 显然 有 7 十 s<5， 现 在 ， A 上 的 (”2”) 个 集合 不 使 用 这 种 颜色 ， 所 


以 至 少 A 上 的 (5 ”) 个 集合 需要 加 入 一 种 颜色 类似 地 ， 至 少 B 上 的 (“2“) 个 集合 需要 加 入 一 


种 颜色 ， 因 为 A 上 的 所 有 其 他 集合 都 有 种 颜色 中 的 一 种 颜色 ， 而 且 对 B 也 同样 如 此 .所 以 加 
人 的 颜色 也 形成 一 个 着 色 ， 因 此 下 式 成 立 : 

a < (5 站 + Ezi 
对 于 某 个 > 和 *， 上 式 为 等 式 ， 事 实 上 ，r 一 3 和 * 一 2 时 可 得 到 等 式 ， 因 此 


Ko D = (°5°)+ (sz)=4 


Mahadev 和 Roberts[2003J 证 明 存 在 G，L 使 得 1(G，L)/ | VIG) | 任意 接近 于 1， 这 一 定理 的 解 
RE: 存在 某 种 情况 ， 其 中 几乎 每 一 个 人 都 必须 接受 不 在 他 们 原来 列表 中 的 颜色 . a 

尽管 列表 L(z) 可 以 在 大 小 上 发 生变 化 ， 让 我 们 考虑 列表 都 是 相同 大 小 的 情况 ， 这 时 ， 对 于 
列表 着 色 的 一 个 重要 问题 是 : 给 定 图 G， 寻 找 这 样 的 最 小 的 c: 使 得 无 论 把 大 小 为 c 的 什么 列表 
分 配给 顶点 ， 总 可 以 找到 一 个 列表 着 色 . 如果 一 个 图 G 对 于 任意 大 小 为 的 列表 ， 可 以 被 二 列表 
着 色 ， 我们 说 G 是 c 可 选 的 (cchoosable)、G 为 c 可 选 的 最 小 <c 定义 为 G 的 选择 数 (choice 
number)， 记 作 ch(G)， 正 如 我 们 在 图 3. 45 中 所 看 到 的 那样 ,图 K3,3 不 是 2 可 选 的 。 即 使 
图 3.45b 中 的 列表 分 配 可 以 产生 一 个 列表 着 色 ， 图 3. 45a 中 的 列表 分 配 不 可 能 产生 列表 着 色 ， 在 
练习 60 中 ,我 们 要 求 读者 证 明 K3.3 是 3 可 选 的 .因此 ，ch(Ks,s ) 一 3. 

如 我 们 所 研究 的 很 多 其 他 图 着 色 问题 一 样 ， 计 算 一 个 图 的 选择 数 也 是 一 个 NP 完全 问题 . 
Gravier[1996] 证 明了 这 一 点 . 但 是 ， 像 其 他 着 色 问 题 一 样 ， 可 以 得 到 一 般 情 况 的 选择 数 上 界 和 
特殊 类 图 的 精确 值 . 

WREX, WMR G Ec 可 选 的 ， 那么 对 于 每 一 个 顶点 的 任意 c 种 颜色 的 列表 分 配 存在 列表 着 
色 .特别 地 ， 如 果 我 们 把 集合 {1，2，…，c) 分 配给 每 一 个 顶点 ,列表 着 色 ( 也 必须 是 一 个 正确 的 
图 着 色 ) 一 定 存在 ， 至 此 ，G 的 色 数 至 多 是 c。 至 此 ,我 们 证 明了 

AG) > XG). (3.10) 
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方程 (3.10) 中 的 等 式 有 时 候 对 某 些 图 成 立 。 考虑 有 个 顶点 的 完全 图 K。。 回想 一 下 ， 
X(K，) 二 nn; 每 一 顶点 与 另外 一 个 顶点 都 是 邻接 的 ， 因 此 需要 n PBI. Ky 的 选择 数 ch (K,) 是 什 
么 呢 ? 很 容易 看 到 ch(K，,)<n， 因 为 当 从 一 个 顶点 的 列表 中 选 出 一 个 元 素 着 色 顶 点 时 ， 不 能 选择 
的 唯一 的 颜色 是 已 分 配给 邻接 项 点 的 颜色 ， 而 且 有 n 一 1 种 这 样 的 颜色 。， 由 不 等 式 ch(Kn)<n 及 
方程 (3. 10), 有 
(Ky) = n = X(Ky). 

然而 ,我 们 当然 不 能 总 是 得 到 方程 (3. 10) PANG. WSL, Erdos, Rubin 和 Taylor[1979] 已 
证 明 选 择 数 与 色 数 之 间 的 差 可 以 任意 大 ， 关 于 这 一 领域 的 进一步 研究 ， 可 参见 Alon[1993] 以 及 
Kratochvil, Tuza 和 Voigt[1999]. 
本 节 练 习 

L 考虑 下 面 纽约 市 西区 的 四 个 垃圾 卡车 巡回 ， 巡 回 1 遍历 从 21 街 到 30 街 的 场所 ， 巡 回 2 遍历 从 第 28 街 到 

40 街 的 场所 ， 巡 回 3 遍历 从 第 35 街 到 第 50 街 的 场所 ， 这 回 4 遍历 从 第 80 街 到 第 110 街 的 场所 ， 夯 出 

相应 的 巡回 图 . 
, 在 练习 1 中 能够 将 每 个 巡回 都 安排 在 星期 一 和 星期 二 ， 使 得 没有 场所 在 同一 天 访问 两 次 吗 ? 
,对 于 图 3. 47 中 的 每 一 个 图 ;: 


a b bA fd e 
(a) 确 定 它 是 否 是 3 可 着 色 的 . 
《b) 确 定 它 的 色 数 XG). 
e d a e 8 
a) b) 


ew 


4. 一 个 地 方 动物 网 想 要 游客 参加 动物 喂养 旅行 ， 而 且 确 定 了 
下 面 的 旅程 ， 旅 程 1 观看 狮子 、 大 象 和 能 乌 ， 旅程 2 观看 
RF. GAM: 旅程 3 观看 大 象 、 班 马 和 长 颈 鹿 ;旅程 4 


WES, TAWAN: KE SWERM, RT AEN, e ZN 
如 果 动物 一 天 的 喂养 不 超过 一 次 ， 只 利用 星期 一 、 星 期 三 A 
和 星期 五 能 安排 这 些 旅程 吗 ? (Xx) (| 
. 下面 是 正在 考虑 的 组 约 市 垃圾 卡车 巡回 (没有 得 到 市 长 的 \ = A 
7 \ y > 
d) 


支持 )， 巡 回 1 Pear PRI, A E A 
的 42 码头 回收 垃圾 ， 巡 回 2 巡回 格林 威 治 村 、42 码头 、 
帝国 大 厦 和 大 都 会 歌剧 院 ， 巡 回 3 访问 谢 伊 球场 、 布 朗 克 
斯 动物 网 和 布鲁克 林 植 物 园 。 巡 回 4 到 自由 女神 雕像 和 图 3.47 3. 3 节 练习 中 的 图 
42 码头 ; 巡回 5 到 自由 女神 雕像 、 纽 约 证 券 交 易 所 和 帝 
国 大 厦 ; 巡回 6 访问 谢 伊 球场 、 扬 基 棒 球 馆 和 布朗 克 斯 动物 园 ; 巡回 7 访问 纽约 证 券 交易 所 、 哥 伦比 亚 
大 学 和 布朗 克 斯 动物 园 ， 假 设 环 卫 工 人 拒绝 一 周 工作 超过 三 天 ， 能 够 分 捧 这 些 巡 回 ， 使 得 没有 场所 在 给 
定 的 日 子 内 被 巡回 超过 一 次 吗 ? 
, 下 面 的 委员 会 需要 调度 会 议 时 间 . 
A= (MEM, 28, ABI, 格林} 
B= (258, BAR, ST) 
C={ 哈 里斯， 奥利弗 } 
DD 一 {哈里 斯 ， 约 输 ， 梅森} 
E= {奥利弗 ， 卡 明 斯 ， 拉 森 } 
三 个 会 议 时 间 足 以 调度 这 些 委员 会 ， 使 得 没有 成 员 同时 出 席 两 个 会 议 吗 ? 为 什么 ? 
. 给 移动 式 无 线 电话 机 分 配 频率 时 ， 一 个 * 环 带 "得 到 一 个 由 那个 环 带 的 所 有 交通 工具 使 用 的 频率 . (因为 
相距 太 近 或 气象 原因 ) 相 干扰 的 两 个 环 带 必须 得 到 不 同 的 频率 、 如 果 有 6 个 环 带 a, b, c d, eMf, H 
a 只 干扰 5; 5 干扰 a,c，d; c Fib, d, es d 干扰 5，c，e; e 干 扰 c，d，f; 了 只 干扰 e， 那么 需要 多 
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少 个 不 同 的 频率 ? 

8. 给 工人 分 配 工作 区 域 时 ， 我 们 要 确保 如 果 两 个 工人 工作 相互 干扰 ， 那 么 他 们 将 得 到 不 同 的 工作 区 域 . 如 
果 有 6 名 工人 a, b, c, d, e, fs RIAa Fib, e 和 f; 工人 5 干扰 a, cMfs 工人 c 干 扰 b, dM 
Si 工人 4 干扰 c,e。 和 /; 工人 e 干 扰 a, d 和 六 工人 /干扰 所 有 其 他 工人 ， 那 么 需要 多 少 个 工作 区 域 ? 

9. 在 一 个 程序 的 给 定 循环 中 有 六 个 变量 ， 变量 A 必须 在 步 又 1 到 步骤 存储 ， 变 量 B 在 步骤 3 到 步骤 6 存 
fi, 变量 C 在 步骤 4 到 步骤 7 存储 ， 变 量 DD 在 步骤 6 到 步骤 9 Hh, WHE MRS 到 步骤 9 仓储， 变 
量 下 在 步骤 9 到 步骤 10 存储 ， 为 了 存储 需要 多 少 个 变 址 寄存 器 ? 

10. 寻找 对 应 于 图 3. 48 中 地 图 的 图 ， 注 意 单一 公共 点 不 能 作为 公共 边界 . 


e “9 cael a 


a) b) c) 
图 3.48 地 图 


11. 把 图 3. 49 中 的 地 图 翻译 成 一 个 图 G 并 计算 X(G). 

12. 对 于 图 3. 50 中 的 每 一 个 图 : 
DME wG). DME a(G). 
OME X(G) 并 证 明 不 等 式 (3. 9). 


(1,23) {1.2} 23,5) (2,3,4) (2.4.6.7) 


{1,2,3} 
{12} {2,3,4,5} {1,2,3} 
{1,3} 


a) b) 
图 3.49 3.3 节 练习 的 地 图 图 3.50 练习 的 图 


13. 设 G 是 有 17 个 顶点 且 色 数 是 4 的 任意 图 . 
(a)G 必须 有 一 个 大 小 为 4 的 独立 集合 吗 ? 
(DG 必须 有 一 个 大 小 为 5 的 独立 集合 吗 ? 
14. 如 果 用 4 种 颜色 着 色 长 度 为 11 的 回路 Za 的 项 点， 你 能 说 出 得 到 相同 颜色 的 最 大 的 顶点 集合 的 大 小 吗 ? 
15. 给 出 图 G 的 例子 ， 使 得 : 
《a)XCG) 一 wo(G) (DX(O) >G) 
16. 设 0G) 是 G 的 团 的 最 小 集合 S 的 大 小 ， 使 得 每 一 个 顶点 在 S 的 某 个 团 中 .6(G) 和 X(G) 之 间 的 关系 是 
什么 ? 
17. 以 Ks 作为 子 图 的 任意 图 能 是 平面 的 吗 ? 为 什么 ? 
18. 假设 有 四 座 房子 和 四 种 公共 设施 ， 每 一 座 房子 通过 一 条 边 与 每 一 种 公共 设施 相连 接 ， 其 结果 图 是 平面 的 吗 ? 


168) 


(169) 
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为 什么 ? 
. Ka 能 够 来 自 一 张 地 图 吗 ? 为什么? 
20. Ca) SA Kz 通过 细 分 能 够 得 到 Ks 吗 ? 
(b) Kz 和 Ks 是 同 胚 的 吗 ? 
. 图 3. 47 中 的 哪些 图 是 平面 的 ? 
, 使 用 下 面 的 定理 证 明 图 3. 51a 中 的 图 是 非 平面 的 : 
(a)Kuratowski 定理 (定理 3. 2) (b) 52H 3. 3 
.对 于 图 3. 51b 中 的 图 重复 练习 22. 
24. 对 于 图 3. 47 中 的 所 有 图 ， 寻 找 通过 收缩 边 {c，e) 所 得 到 
的 图 . 
5. 对 于 图 3. 47 中 的 所 有 图 ， 寻 找 通 过 按 下 面 的 顺序 收缩 边 
{ay bbs (by chy {cs a) OBB. 
26. 设 顶 点 4 在 图 G 中 的 度 deg u) MELA u 的 邻居 数量 . 
设 4(G) 是 G 的 所 有 项 点 的 度 的 最 大 值 ， 证 明 X(G)<1++ 
AG). 图 3. 51 两 个 非 平面 图 
. 给 出 G 的 例子 使 得 X(G) 一 1+A(G)， 其 中 4(G) 的 定义 同 练习 26. 
28. X(G)=w(G) 的 图 G PRK y 完美 的 (weakly yperfecD， 给 出 一 个 弱 完美 图 和 一 个 非 贤 y 完 美 图 的 例子 . 
29. 证 明 每 一 个 2 可 着 色 图 都 是 弱 7 完美 的 . 
30. 关于 图 3. 23 中 的 图 < g 说 明 算 法 3. 1. 
31, 证 明 : 根据 算法 3.1, MUR d(z，z) 是 奇数 则 项 点 = 得 到 红色 ， 如 果 d(z，z) 是 偶数 则 项 点 = 得 到 蓝 色 ， 
其 中 工 是 开始 顶点 . 
32. WE: 如 果 一 个 图 有 一 条 奇数 长 度 的 闭 链 ， 那 么 它 有 一 条 奇数 长 度 的 回路 . 
33. WEW: X(Z,)=3 当 且 仅 当 p 是 奇数 . 
34. (a) 使 用 T= 10，1，2) 确 定 Ky 的 工 荐 色 . 
《(b) 使 用 T 一 (0，2，4} 确 定 Z 的 工 着 色 . 
(0) 使 用 T=(0，1，2，4，8，15) 寻 找 图 3. 52 中 的 图 的 阶 为 6 的 了 着 色 . 
(d) 使 用 T={0，1，3} 寻 找 图 K, 的 了 着 色 ， 上 且 使 得 这 一 工 着 色 的 跨度 为 7. 
35. 当 使 用 工 集合 (0，1，3，4} 时 ， 确 定 K, 的 本 跨度 . 
36. 在 确定 一 个 高 效 着 色 时 ， 最 小 化 阶 和 最 小 化 跨度 可 能 需要 不 同 的 了 着 色 ， 回想 X(Z:) 一 3 和 根据 定 
理 3.8， 对 于 任意 的 工 集合 ， 有 Xr(Zs) 一 3. 
(a) 对 于 工 集合 {0，1，4，5}， 使 用 3 种 颜色 寻找 Z 的 具有 最 小 可 能 跨度 的 工 着 色 . 
(b) 对 于 工 集合 {0，1，4，5}， 使 用 4 种 颜色 寻找 Z 的 具有 最 小 可 能 跨度 的 T 
《对 于 工 集合 {0，1，4，5}， 使 用 5 种 颜色 寻找 Z 的 具有 最 小 可 能 跨度 的 TE. 
(d) 对 于 工 集合 {0，1，4，5)， 存 在 既 最 小 化 阶 又 最 小 化 跨度 的 Z 的 一 个 工 着 色 吗 ? 
证 明 : 从 使 用 颜色 1，2，…，j 的 图 G 的 一 个 顶点 着 色 出 发 ， 通 过 颜色 i(t 十 1) 取 代 颜 色 i 可 以 得 到 一 
个 着 色 .， 其 中 + 表 示 这 一 给 定 的 本 集合 中 的 最 大 颜色 . 


g 


S 


a) b) 


8 


37. 


38. 证 明 ; 关于 跨度 ,图 3. 42 中 的 工 着 色 是 最 高 效 的 ， 即 证 明 : 对 v 
FT=(0. 3, 4, 7}, 图 3. 42 中 的 图 不 能 使 用 颜色 1，2，…， Us 
nT Hf, 其 中 n<10. a 


39. 寻找 图 3.52 中 的 图 的 一 个 集合 着 色 ， 对 偶数 下 标的 每 一 个 顶点 w 
分 配 两 种 颜色 ， 对 奇数 下 标的 每 一 个 顶点 分 配 三 种 颜色 . 

40. 使 用 5 种 颜色 寻找 Z 的 一 个 2 元 组 着 色 . 

41. 回想 妃 (G) 是 使 得 G 有 使 用 普 种 颜色 的 上 元 组 着 色 的 最 小 的 内 求 。 图 3. 52 3. 3 节 练习 所 使 用 的 图 


Us ay 


5 
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o 


54. 


56. 


57. 


5i 


G 


(a)X (Z4) (b)X2(Zs) (OX (K) (DX (Za) (e)%3(Z2) (DX (Ks) 


.寻找 图 3. 52 中 图 G 的 Xz(G). 

. 如果 G 是 2 可 着 色 的 且 至 少 有 一 条 边 ， 证 明 X (G)=2m. 

.证明 Xs (Zs)=8. 

5. 对 于 图 3. 50 中 每 一 个 图 ， 确 定 它 是 否 是 带 有 给 定 列表 分 配 的 列表 可 着 色 . 
, ER: (G, 上 L) 对 于 某 个 p 是 pp 可 加 的 当 且 仅 当 


1U {LD:zr € V| SX. 


PEK). 有 各 有 (站 ) 个 顶点 的 丙 类 顶点 AB, A 中 的 每 一 个 顶点 x 与 也 中 的 每 一 个 顶点 y 令 


HE 设 把 集合 {1，2，…，m} 所 有 2 元 素 子 集 给 A 的 顶点 ， 且 对 B 中 的 顶点 也 类 似 ， 确 定 
KKG LD. 


= BE Ki,1 的 定义 类 似 于 例 3. 23 中 的 Kiwe， 设 对 于 所 有 的 x， 有 | L(z) | =3 及 | U L(z) | = 6， 证 明 
Kis RF Liè 1 可 加 的 . 

证明; 
(a)Z 不 是 2 可 选 的 . 〈b)Z, 是 3 可 选 的 . 

n (a) 确定 Z 的 选择 数 . 《b) 对 于 偶数 n. WE Z, 的 选择 数 . 


.假设 给 定 有 个 顶点 的 一 个 图 的 元 组 着 色 。 如 果 我 们 把 这 一 元 组 着 色 看 成 是 这 个 图 的 一 个 列表 分 


配 ， 那么 可 能 有 多 少 种 不 同 的 列表 着 色 ? 


,一 个 图 G 是 上 边 可 着 色 的 (k-edge-colorable)， 如 果 你 能 够 使 用 种 颜色 着 色 边 ， 使 得 具有 公共 顶点 的 两 


条 边 得 到 不 同 的 颜色 ， 设 边 色 数 (edge chromatic number)X(G) 是 使 得 G 是 人 边 可 着 色 的 最 小 的 k& 陈 
述 *(G) 与 练习 26 中 定义 的 数 A(G) 之 间 的 关系 . (关于 边 着 色 的 应 用 ， 参 见 Fiorini 和 Wilson[1977]. ) 


如果 G 有 个 顶点 ,证 明 


n 7 
AG < X(G) <n—aG) +1. 


-个 图 GINA k IH Ck-critical), WMR X(G) 一 上 ， 但 对 于 每 一 个 顶点 uE V(G) 有 XG- u) <k. 
(a) 寻 找 所 有 2 临界 图 . 
(b) 给 出 一 个 3 临界 图 的 例子 . 
《c) 你 能 找到 所 有 的 3 临界 图 吗 ? 


5. 如 果 G 一 (V，EE) 是 一 个 图 ， 它 的 补 G 是 这 样 的 图 : 它 的 顶点 集合 为 V 且 对 于 V 中 的 z 天 >，z 和 ?之 


HARA, MANMI, y) EE. 

(a) 陈述 团 数 w(G) 和 顶点 独立 数 a(G ) 之 间 的 关系 . 

(b) 回 想 0(G) 是 覆盖 G 的 所 有 顶点 的 最 小 的 团 数 .证 明 XG) 二 0(G ). 

ORIG BB a 完美 的 (weakly a-perfect)， 如 果 0(G) 二 a(G)， 给 出 一 个 弱 a 完美 图 及 一 个 非 弱 a 完 
美 图 的 例子 . 

G 称 为 是 y 完美 的 (六 perfectb) 或 a THM (or perfect), WH G 的 每 一 个 生成 子 图 都 是 弱 y TRURI a 

完美 的 。 分 别 给 出 下 列 各 图 的 例子 : 

(a)y 完 美 OR y ERBI y 完美 

(oa 完美 (d) 弱 a 完美 但 非 a 完美 

Lovász[1972a, b] 证 明 : 一 个 图 G 是 7 完美 的 ， 当 且 仅 当 它 是 a 完美 的 ， 因 此 ，y 完 美 (或 a 完美) 的 图 

称 为 完美 (perfect) 的 。 关 于 完美 图 的 更 多 内 容 和 它们 的 应 用 可 参见 Golumbic[1980]. 

(WER: GEB y 完美 的 当日 仅 当 G BB o 完美 的 不 成 立 . 

(bb) 证明: GE y 完美 的 当 且 仅 当 G* Æ y 完美 的 (可 以 使 用 Lovasz 的 结果 ). 

《Tutte[1954]、Kelly 和 Kelly[1954], Zykov[1949]) iE: 对 于 任意 整数 上 1， 存 在 一 个 图 G 使 得 


170) 


171 
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w(G)=2 H X(G)=k. 
59. 证 明定 理 3. 6. 
60. FA 3. 45a 给 出 了 Ks.: 的 一 个 列表 分 配 ， 表 明 Ks.; 不 是 2 可 选 的 。 这 一 练习 给 出 Ka.: 是 3 可 选 的 证 明 . 设 
工 是 Ks.s 的 一 个 列表 分 配 ， 其 中 每 一 个 列表 的 大 小 都 为 3. 
(a) 假 设 两 个 非 邻 接 项 点 的 列表 分 享 同一 种 颜色 。 通 过 使 用 这 一 相同 颜色 证 明 存 在 一 个 LARS. 
《b) 假 设 非 邻接 项 点 的 每 一 对 列表 都 不 分 享 同一 种 颜色 .证 明 存在 一 个 工 列 表 着 色 . 
《0 证明 为 什么 ch(K3.3)=3. 


3.4 EZER? 
3. 4.1 定义 和 例子 
假设 G 是 一 个 图 ， 且 P(G， zx) 计数 以 至 多 工种 颜色 着 色 G 的 方法 数量 ， 计数 给 地 图 着 色 的 


方法 数量 的 相关 思想 (参见 练习 3) 是 由 Birkhoff[1912] 在 研究 四 色 和 猜想 时 提出 的 ， 我 们 将 在 下 面 
讨论 ， 数 PCG, x) th Birkhoff 和 Lewis[1946] 提 出 的 。 注意， 如 果 使 用 工种 颜色 不 能 着 色 G 则 
PCG, 1)& 0. WE, LORE PG, D#0 的 最 小 正 整数 ， 研 究 P(G，x) 的 最 主要 的 原因 之 一 是 
想 了 解 X(G) 的 有 关 情况 ， 本 节 将 较为 详细 地 研究 数 P(C，z)， 要 频繁 使 用 第 2 章 的 计数 技术 . 

首先 考虑 图 3. 53 所 示 的 图 Kz， 如 果 工 种 颜色 可 用 ,那么 它们 中 的 任意 一 种 都 能 用 于 着 色 项 
Sha, SRM x 一 1 种 颜色 的 任意 一 种 都 能 用 于 着 色 顶 点 4， 因此， 根据 乘法 规则 ， 


P(K2,z) = x(x—1) = a? — z. r b 
oe 

特别 地 ， 
P(K2,4) = 16-4 = 12. 图 3.53 MK: 


至 多 用 4 种 颜色 着 色 Ke 的 12 种 方法 如 表 3. 4 所 示 . 
表 3.4 使 用 红色 (R)、 绿 色 (G)、 蓝 色 (B) 和 黄色 (YX) 对 图 3.53 中 的 图 K; 的 着 色 


a R R | R | G G G | B B B Y Y y. 
| claplvlRlelY R G Y R G B 
下 面 考虑 图 3. 54 PHE K. WRA HETH, HWA a 的 着 色 就 存在 q $ 


工种 选择 ， 对 于 其 中 每 一 种 选择 ， 对 于 顶点 5 存在 x 一 1 种 选择 ， 因 为 6 有 到 a 
的 一 条 边 ， 对 于 其 中 的 每 一 种 选择 ， 对 于 顶点 c 存在 xz 一 2 种 选择 ， 因 为 c 有 到 a 
和 4 的 边 ， 对 于 其 中 的 每 一 种 选择 ， 对 于 顶点 d 存在 + 一 3 选择 ， 因 为 4 有 到 a， 


b, 中 每 一 个 的 边 ， 因此， 有 
PCK4z) = z(z 一 D)(z 一 2)(z 一 3) = xt — 6x3 + 1x? — 6x. 图 3.54 EK, 
为 了 使 用 z 种 或 更 少 的 颜色 着 色 图 3. 55 中 的 图 ， 对 于 顶点 了 存在 b 
种 选择 .那么 对 于 顶点 a 存在 剩余 的 一 1 种 选择 ， 对 于 其 中 的 每 一 种 选 
择 ， 对 于 顶点 6 也 存在 z 一 1 种 选择 (因为 6 可 以 得 到 与 4 相同 的 颜色 ), 对 。 Tey 


于 顶点 c 也 存在 z 一 1 种 选择 ， 对 于 顶点 d 也 存在 x 一 1 种 选择 ， 对 于 顶点 
。 也 存在 x 一 1 种 选择 ， 因 此 ， 
P(G,z) = z(z 一 D5 = x8 — 545 +1024 — 102 +52? — z. 7 4 
现在 研究 图 3. 56 中 的 图 Z. AE., a 和 必须 得 到 不 同 的 颜色 , 但 。 图 3.55 一 个 图 


O 除 7.16 节 之 外 ， 后 面 的 内 容 都 不 需要 本 节 的 内 容 ， 但 强烈 地 鼓励 读者 学 习 本 节 内 容 ， 因 为 它 提供 了 很 多 第 2 
章 讲述 的 计数 技术 的 应 用 . 
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是 a 和 c 可 以 得 到 相同 的 颜色 . 类 似 地 ,5 和 d 可 以 得 到 相同 的 颜色 ， 等 等 ， 如果 工 种 颜色 可 用 ， 
那么 对 于 顶点 a 存在 种 选择 这 时 ，5 Ald 或 者 得 到 相同 的 颜色 或 者 不 同 的 颜色 ， 分 两 种 情况 
讨论 更 加 方便 . 


情况 1: 5 和 d 得 到 相同 的 颜色 . a b 
情况 2: 5 和 d 得 到 不 同 的 颜色 . 
在 情况 LP, c 可 以 得 到 不 用 于 Md 的 任意 一 种 颜色 。 因 此 ， 对 于 顶点 a 存 


在 z 种 选择 ，z 一 1 种 选择 的 每 一 种 选择 都 可 共用 于 5b 和 d， 而 x 一 1 种 选择 的 4 e 
每 一 种 选择 可 用 于 <， 因此 ， 使 用 r 种 或 更 少 的 颜色 且 和 d 得 到 相同 颜色 的 图 3.56 图 Z 
着 色 数量 是 

z(z—1)*, 
在 情况 2 中 ， 对 于 顶点 a 存在 z 种 选择 ， 对 于 顶点 5 存在 zx 一 1 种 选择 ， 对 于 顶点 d 存在 z 一 2 种 
选择 (因为 它 得 到 的 颜色 必须 不 同 于 5b 所 得 到 的 颜色 )， 于 是 对 于 顶点 c 存在 x 一 2 种 选择 (因为 它 
不 可 能 得 到 用 于 5b 和 4d 的 颜色 的 任何 一 种 ,但 是 它 可 以 得 到 a 的 颜色 )， 因 此 ,5b 和 d 得 到 不 同 颜 
色 的 着 色 数 量 是 


a(x—1)(x—2)?, 
因为 或 者 情况 1 或 者 情况 2 成 立 ， 加 法 规则 给 出 
P(Z4,z) = z(z 一 1)2 十 z(z 一 1)(z 一 2)2 = xt — 4r 十 6z2 — 3x, (3.11) 


读者 应 该 注意 到 ， 在 我 们 给 出 的 每 一 个 例子 中 ，P(G，z) 都 是 z 的 多 项 式 ， 这 总 成 立 ， 因 
此 ， 称 P(G，z) 为 色 多 项 式 (chromatic polynomial) 是 有 意义 的 . 

定理 3.8 PG, x) 总 是 一 个 多 项 式 日. 

我 们 将 在 下 面 证 明 这 一 定理 .回想 X(G) 是 使 P(G，z) 取 0 的 最 小 正 整数 ， 也 就 是 说 ， 这 样 
的 不 是 多 项 式 P(G，z) 的 根 .因此 ， 色 数 可 以 通过 求 一 个 多 项 式 的 根 计 算 ，Birkhoff 研究 四 色 
问题 的 方法 是 基于 尝试 刻画 色 多 项 式 是 什么 多 项 式 的 思想 ， 特 别 是 地 图 (或 平面 图 ) 的 色 多 项 式 ， 
然后 检查 4 是 否 是 这 些 多 项 式 的 任意 一 个 的 根 .到 今天 ， 刻 画 色 多 项 式 的 问题 仍 没 有 得 到 解决 , 
在 下 面 我 们 将 讨论 这 一 问题 . 

【 例 3. 24 立法 委员 会 会 议 调 度 (再 探 例 3. 11)】 使 用 三 种 或 少 于 三 种 颜色 计数 图 3. 28 中 的 图 
G 的 着 色 数 ， 我 们 首先 计算 P(C，z)， 如 果 对 于 教育 委员 会 的 着 色 存 在 工种 选择 ， 那 么 对 于 住房 
委员 会 的 着 色 存在 z 一 1 种 选择 ， 对 于 健康 委员 会 的 着 色 存 在 x 一 2 种 选择 ， 留 给 运输 委员 会 的 着 
色 是 z 一 2 种 选择 ， 对 于 环境 委员 会 的 着 色 是 x 一 2 种 选择 ， 最 后 对 于 财政 委员 会 的 着 色 有 x 一 1 种 
选择 ， 因 此 ， 有 


P(G,z) 一 zz 一 1D)2(z 一 2)3 
以 及 
P(G,3) = 12. 
这 一 结果 与 例 1. 4 的 讨论 结论 一 致 、 在 表 1. 7 中 我 们 描述 了 以 三 种 或 少 于 三 种 颜色 着 色 的 12 种 
可 能 情况 . a 


接 下 来 我 们 给 出 关于 色 多 项 式 的 简单 但 又 很 基础 的 两 个 结果 .其 一 是 关于 及 n 个 顶点 但 没 
有 边 的 空 图 (empty graph) In. 
定理 3.9 (a) 如 果 G 是 KK,， 那 么 
PCG, x) = zx(z— D(zr—2)(r—n+D). (3.12) 


日 ”这 一 定理 是 由 Birkhoff[1912] 对 于 地 图 所 发 现 的 。 对 于 任意 图 ， 它 是 由 Birkhoff 和 Lewis[1946] 提 出 的 - 
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(b) 如 果 G 是 I，， 那么 PCG, =z". 

EA (a) 对 于 第 一 个 顶点 的 着 色 存 在 工种 选择 ， 对 于 第 二 个 顶点 的 着 色 存在 x 一 1 种 选择 ， 
以 此 类 推 . 

(b) 对 于 个 顶点 的 每 一 个 顶点 的 着 色 都 存在 工种 选择 . 

《3. 12) 式 的 右边 的 表达 式 将 频繁 出 现 ， 所 以 为 方便 起 见 给 它 起 一 个 名 字 ， 称 它 为 xm . 
3.4.2 化 简 定 理 

组 合 数学 中 一 个 很 常用 的 技术 是 把 较 大 的 计算 化 简 成 一 些 较 小 的 计算 .本 书 中 ， 我 们 经 常 
使 用 这 一 技术 ， 特 别 是 在 第 6 章 ， 我 们 要 研究 递 推 关系 并 把 zw 的 计算 化 简 成 对 于 小 于 hyk R 
xe 的 值 ， 对 于 色 多 项 式 的 计算 ， 事 实证 明 这 是 一 个 非常 有 用 的 技术 ， 本 小 节 开 发 和 运用 几 个 化 
简 定理 ， 这 些 定理 可 以 用 于 把 任意 色 多 项 式 的 计算 化 简 成 为 带 有 较 少 边 的 图 的 色 多 项 式 计算 ， 
直至 完全 图 或 空 图 的 色 多 项 式 的 计算 . 

现在 描述 第 一 个 定理 . 

定理 3. 10( 两 部 分 定理 ) 假设 我 们 把 G 的 顶点 集合 划分 成 互 不 相交 的 集合 W1 和 Wo, Lit 
Gi 和 Gz 分 别 是 由 Wi PW: 生成 的 子 图 .假设 在 G 中 ,没有 把 WI 的 顶点 与 We 的 顶点 连接 起 
来 的 边 ， 于 是 ， 有 

P(G,x) = P(G) ,7x)P(G2 ,z). 

证 明 ”如果 有 z 种 颜色 可 用 ，G' 的 着 色 就 存在 P(G!，x) 种 选择 对 于 其 中 每 一 种 选择 ， 

Gz 的 着 色 存 在 P(Gz ，z) 种 选择 ， 这 是 因为 G1 的 着 色 不 影响 Gz 的 着 色 ， 因 为 不 存在 连接 两 个 


部 分 的 边 ， 所 以 根据 乘法 规则 这 一 定理 成 立 . 
为 了 说 明 这 一 定理 ， 考 虑 图 3. 57 中 的 图 G， 这 时 有 
P(G,z) = (z(G3))(z(3)) = (19)? = [z(z 一 1)(z 一 2)]2. 
为 了 陈述 下 一 个 关键 的 化 简 定理 ,假设 是 图 G HRA d SN L \ 
连接 顶点 a Mb. RIVA G 出 发 定义 两 个 新 图 ， 图 G: 是 通过 删除 a 加 
边 。 但 保留 顶点 a 和 6 而 得 到 的 ， 图 CY 是 通过 把 顶点 a Mo 看 成 Ñ 


相同 的 顶点 而 得 到 的 ， 在 这 一 情况 下 ， 这 一 新 的 组 合 顶点 与 所 。 图 3. 57 有 两 个 部 分 的 图 

有 与 或 4 连接 过 的 顶点 相连 接 . (如 果 a 和 6 都 与 一 个 顶点 < 连接 ， 那 么 只 包含 从 这 一 组 合 顶点 
发 出 的 一 条 边 ， 在 3. 3. 2 节 中 我 们 说 GY 是 从 G 通过 收缩 边 a 得 到 的 . ) 图 3. 58 和 图 3. 59 给 出 这 两 
个 新 图 


图 3.58 图 和 Gs 图 3.59 Br 


定理 3. 11( 基 础 化 简 定理 信 ) 
P(G,z) = P(G。,z) — P(Gs,z). (3.13) 
证 明 ”假设 我 们 用 至 多 = 种 颜色 着 色 Ge ， 其 中 边 a 在 G 中 连接 顶点 a Mb. MARK a Md 


© 这 一 定理 是 由 Birkhoff 和 Lewis[1946] 提 出 的 - 


BSE 图 论 概述 119 


得 到 不 同 的 颜色 ， 或 者 a 和 6 得 到 相同 的 颜色 使 得 和 6 得 到 不 同 颜色 的 着 色 Ge 的 方法 数量 与 

着 色 G 的 方法 数量 相同 ， 即 为 P(G，z). 使 得 a 和 5 得 到 相同 颜色 的 着 色 Ge 的 方法 数量 与 着 色 (176) 
Gs 的 方法 数量 相同 ， 即 P(Gz ，z)、 因 为 我 们 知道 在 Gs 中 ，a 和 ”会 得 到 相同 的 颜色 ， 另 外 迫使 

联合 顶点 和 得 到 与 指定 给 顶点 的 颜色 不 同 的 颜色 ， 当 且 仅 当 a Mo 中 的 一 个 或 二 者 被 迫 得 

到 与 指定 给 顶点 < 的 颜色 不 同 的 颜色 ， 根 据 加 法 规则 ， 这 一 结果 满足 


P(G asx) = P(G,z) + PCG, x). a 
为 了 说 明 这 一 定理 ,考虑 图 3. 60 中 的 图 G ı 2 1 2 2 
并 使 用 基础 化 简 定理 计算 它 的 色 多 项 式 . 我 们 ba 


选择 顶点 1 和 顶点 3 之 间 的 边 作为 ， 所 以 得 到 
图 中 所 示 的 以 和 Ge. BEE. 图 3.60 的 图 GC 是 “ 
RRR Ko ， 因 此 ， 根 据 定理 3. 9， 我 们 知道 


PG = zz 一 D， (3.14) m 
图 Gs 有 两 个 部 分 Kl 和 Ko WEBE x i 
理 , 有 图 3. 60 ”基础 化 简 定理 的 运用 
P(G',,7) = PCK: 42) P(K2 52). (3.15) 
根据 定理 3. 9，(3. 15) 式 右边 的 第 一 个 表达 式 是 x， 而 第 二 个 表达 式 是 x(z 一 1)， 因此， 有 
P(G,z) = z。z(z 一 1) = (2—1). (3.16) 


把 (3. 14) 式 和 (3. 16) 式 带 人 (3. 13) 式 ， 我 们 得 到 
P(G,z) 一 z2(z 一 1) 一 zz 一 1) 
一 z(z 一 1)(z 一 1) 
一 Z(Z 一 1)2. 
当然 ， 这 一 表达 式 可 以 直接 得 到 。 然而， 这 是 使 用 基础 化 简 定理 的 一 个 很 好 的 说 明 ， 顺 便 提 一 
下 ， 对 G= Kz 再 一 次 运用 基础 化 简 定理 ， 易 证 


PG ,zx) = PC(Kz,z) = P(1z,z) 一 PC ,z)， (3.17) [17] 
同样 ， 因 为 Ki 二 hh， 由 (3.15) 式 和 (3.17) 式 ,我 们 有 
P(G' ,7) = Ph DLP x) — Ph ,7)). (3. 18) 
最 后 ， 把 (3. 17) RAG. 18) 式 代入 到 (3. 13) 式 得 到 
P(G,z) = PC) .2)(PU2 +2) — Ph 2) — CPU? 52) — PC 2). (3.19) 


我 们 已 把 PCG，z) 简 化 成 表达 式 (3. 19)， 而 这 一 表达 式 只 需要 知道 不 同人 值 的 多 项 式 P, 1). 
作为 第 二 个 例子 ， 我 们 使 用 基础 化 简 定理 计算 P(K3，。 。 b a b a 
x). 考虑 图 3.61, ME H=K3, A Hs 是 图 3.60 中 
的 图 G, 且 H&K. 因此， 有 \ / Be | 
P(K3,7) 一 P(G,z) 一 PCKz,z) c c c 
一 z(z 一 1)2 一 z(z 一 1)， H 
其 中 第 一 个 表达 式 来 自 于 我 们 前 面 的 计算 ， 而 第 二 个 表 
达 式 来 自 于 PCK2 ，z) 的 公式 .简化 后 ， 我 们 得 到 
P(K3,2) =z(z— D[(a—- 1) — 1] 


=z(z— D(zx—2) 
=, 


H-Ky He 


图 3.61 基础 化 简 定理 的 第 二 个 应 用 


这 一 表达 式 与 定理 3. 9 一 致 . 
读者 应 该 注意 到 ， 基 础 化 简 定理 的 每 一 次 运用 都 减少 留 下 的 每 个 图 中 的 边 的 数量 .因此 ， 通 
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过 反复 使 用 基础 化 简 定理 ， 最 终 我 们 一 定 结束 于 没有 边 的 图 ， 即 形 如 I 的 图 我们 的 第 一 个 例 
式 . 因为 有 Pk, D=. Alt, 我们 最 终 把 
图 3. 62 给 出 基础 化 简 定理 的 最 后 说 明 . 在 


子 说 明了 这 一 点 .在 任何 情况 下 ， 实 际 上 这 表明 3 
小 4 : 4 
P(G，z) 简 化 成 每 一 项 是 形 如 x 的 和 、 差 或 积 
这 个 图 中 ,我们 简单 地 画 出 一 个 图 来 表示 这 个 图 
的 色 多 项 式 ， 每 一 步 都 指出 了 边 a. a bak ca = 


定理 3.8 一 定 成 立 ， 即 P(G，z) 总 是 zx 的 多 项 

的 表达 式 ( 可 以 通过 对 图 中 的 边 数 作 归 纳 而 得 到 T 
形式 证 明 ). 

3.4.3 色 多 项 式 的 性 质 2 =PUKs.)P(K0)-P(Ks)-P(K 2) 


我 们 已 经 指出 ，Birkhoff 引入 色 多 项 式 的 愿望 Pele 2)eaG 10-2) aC 1-2) 
之 一 是 说 明 什么 样 的 多 项 式 是 色 多 项 式 ， 从 而 研 Der2 
究 那些 色 多 项 式 的 根 ， 本 节 研 究 色 多 项 式 的 性 质 . 图 3.62 基础 化 简 定理 的 另 -- 个 应 用 


我 们 将 发 现 通过 研究 图 的 色 多 项 式 可 以 对 一 个 图 有 
很 多 了 解 ， 练 习 14 到 练习 17 给 出 这 里 所 陈述 的 定理 的 证 明 框架 ， 并 进一步 给 出 色 多 项 式 的 性 质 . 

第 一 个 定理 概括 了 色 多 项 式 的 基本 性 质 ， 这 些 性 质 可 以 通过 3.4. 1 节 和 3. 4. 2 节 的 所 有 例子 得 到 
证 实 . 
定理 3. 12(Read[1968]) 假设 G 是 有 ) 个 顶点 的 图 ， 且 

P(G,z) = apx? 十 ap-1zp1 十 … 十 alZ 十 ao， 
那么 

(a) PCG, x) HRA ny H p=n. 

Dr 的 系数 是 1， 即 an = 1. 

OPKAAFT O, HP ao 一 0. 

(d) 或 者 PCG，z) 一 zx" 或 者 PC(G，z) 的 系数 和 等 于 0. 

定理 3.13(Whitney[1932]) P(G，z) 是 工 的 连续 回 的 和 ， 且 这 些 敌 的 系数 的 符号 交替 ， 即 
FRAL A 

P(G,z) = 2" — an1 1"! + an-22" 2 F ee as (3. 20) 
且 对 于 iSl, a>0, 对 于 i<1, ai =0. 

定理 3.14(Read[1968]) 在 P(G，z) 中 ，z"-1 的 系数 的 绝对 值 是 G 的 边 的 数量 . 

遗憾 的 是 ， 我 们 在 定理 3. 12 和 3. 13 中 列 出 的 色 多 项 式 的 性 质 不 能 刻画 色 多 项 式 ， 有 很 多 满 
足 所 有 这 些 条 件 的 多 项 式 P(z)， 但 是 它们 不 是 任何 图 的 色 多 项 式 ， 例 如， 考虑 下 面 的 多 项 式 ， 

P(x) = xt — 423 +322, 
TEM z 的 系数 是 1， 常 数 项 是 0， 系 数 和 是 0， 且 从 zl 开始 系数 符号 交 蔡 ， 直 到 系数 为 零 ， 然 
而 ，P(z) 不 是 任何 图 的 色 多 项 式 ， 如 果 它 是 的 话 ， 根 据 定理 3. 12(a) ， 这 个 图 的 顶点 数量 应 该 等 
于 4. 根据 定理 3. 14， 边 数 也 应 该 等 于 4， 不 存在 带 有 四 个 顶点 和 四 条 边 的 图 以 这 一 多 项 式 作为 
色 多 项 式 ， 这 很 容易 证 实 ， 也 可 以 参见 Lehmer[1985]， 他 找到 了 关于 6 个 顶点 或 少 于 6 个 顶点 
的 所 有 图 的 色 多 项 式 . 
关于 色 多 项 式 的 更 多 结果 ， 可 以 参见 Jensen 和 Toft[1995]、Liu[1972] 和 Read[1968]. 


名 ”本 小 节 可 以 跳 过 . 
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本 节 练 习 

1. 确定 图 3. 63 中 的 每 一 个 图 的 色 多 项 式 . 

2. 对 于 图 3. 63 中 的 每 一 个 图 ， 确 定 以 最 多 三 种 颜色 着 色 这 个 图 的 方法 数量 . 

3. 一 张 地 图 M 的 色 多 项 式 PLM，) 是 使 用 工种 或 少 于 工 种 颜色 着 色 M 的 方法 数量 ， 确 定 图 3. 64 中 的 地 
图 的 PM, 1). 

4. HL, 是 由 nn 个 顶点 的 简单 链 组 成 的 图 ， 确 定 P(L. ，z) 的 公式 . 


a) b) c) 4) 


D la 
图 3. 63 3.4 节 练习 的 图 图 3,64 3.4 节 练习 的 地 图 


5. 对 于 图 3. 65 中 的 每 一 个 图 ， 使 用 化 简 定理 确定 其 色 多 项 式 . (你 可 以 把 各 图 简化 成 有 前 面 已 知 色 多 项 式 
的 图 . ) 


人 下 > 


图 3.65 3.4 节 练 习 的 图 


6. 如 果 G 是 图 3. 65a 的 图 ， 对 于 各 种 使 用 多 项 式 P(I,，z) 表 示 POG, 1). 
7. WEL, 如 练习 4 中 的 定义 ， WA PZ, z), PCZ DA P(L.，z) 之 间 的 关系 是 什么 ? 
8. 使 用 化 简 定理 寻找 图 3. 66 中 的 地 图 的 色 多 项 式 ( 参 见 练习 3)， 你 可 以 使 用 练习 4 的 结果 . 
9. 设 N(G， 忆 是 正好 使 用 工种 颜色 着 色 G 的 方法 数量 .对 于 下 面 每 一 个 图 以 及 给 定 的 z 的 值 ， 确 定 NOG, x). 
WZ, z=4 (b)Ks, z=6 (OL, zx=3 
10. 对 于 <r, 利用 数 N(G，z) 确 定 P(G，z) 的 表达 式 . 
1L. 如 果 我 们 有 图 G 的 某 些 顶 点 的 一 个 着 色 ， 我 们 称 这 是 G 的 一 个 子 着 色 (subcoloring)， 与 G 的 某 些 项 点 
的 子 着 色 一 致 的 G 的 所 有 顶点 的 着 色 称 为 这 一 子 着 色 的 扩展 (extension)， 图 3. 67 给 出 一 个 图 G AG 的 
三 个 子 着 色 。 如 果 正 好 只 有 一 种 额外 的 颜色 可 用 ， 比 如 说 是 蓝 色 ， 那 么 第 一 个 子 着 色 可 以 正好 用 一 种 
方法 扩展 到 G， 即 通过 把 顶点 a 着 色 为 蓝 色 ， 顶 点 5 着 色 为 红色 .然而 ,第 二 个 子 着 色 可 以 用 两 种 方法 
扩展 到 G， 即 通过 着 色 a 为 蓝 色 ， 着 色 6 为 红色 ， 或 着 色 a 为 红色 ， 着 色 b 为 蓝 色 . 


a dae dae dae 
b e b c b c bi c 
re We 全 
G 


第 一 个 子 着 色 。 第 二 个 子 着 色 第 三 个 子 着 色 
图 3.66 3.4 节 练习 的 地 图 图 3.67 一 个 图 G 和 G 的 三 个 子 着 色 


18. 
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(a) 图 3.67 中 的 第 三 个 子 着 色 有 多 少 种 扩展 ? 

(b) 考 虑 图 3. 68 中 的 图 G 和 图 中 所 示 的 顶点 a。,b 和 c 的 子 着 色 ， 如果 只 有 颜色 绿 、 红 、 蓝 和 棕色 是 可 
用 的 ， 那 么 这 一 子 着 色 到 整个 G 的 扩展 有 多 少 种 ? 

(c) 考 虚 图 3. 69 中 的 图 和 此 图 所 示 的 子 着 色 . 如果 红 ， 蓝 和 绿 这 三 种 颜色 可 用 ， 使 用 三 种 或 少 于 三 种 
颜色 将 子 着 色 扩展 到 整个 图 的 着 色 ， 确 定 每 一 个 子 着 色 的 扩展 数量 . 


A, weak 


— 监 色 


图 3. 68 一 个 图 及 一 个 子 着 色 图 3. 69 AMF HE 


12. 重复 练习 11(c)， 至 多 使 用 x(z 汪 3) 种 颜色 ， 确 定 扩展 数量 . 
13. 证 明 下 列 多 项 式 不 是 色 多 项 式 . 


(a)P(z) 一 礁 一 1 (b) P(a) =P Hr 
(c) P(x) = 228 — 327 《d)P(z) 一 到 十 到 十 工 
(e) Pla) =a Ha (DP) = 2! 32° +324 


15. 通过 对 边 数 。 作 归 纳 ， 并 运用 基础 化 简 定理 证 明定 理 3. 12 的 (a) 和 (b). 

16. 通过 对 边 数 。 作 归纳 ， 并 运用 基础 化 简 定理 证 明定 理 3. 13. 

17. 通过 对 边 数 。e 作 归纳 ， 根 据 定理 3. 13 证 明定 理 3. 14. 

18. 如 果 G 是 有 nn 个 顶点 的 连通 图 ， ER: 对 任意 正 整数 g, 有 PCG, Dg. 

19. WEH: 对 于 任意 的 +<0， 有 PCG, 2040. 

20.(a) 如 果 G 有 上 个 连通 分 支 , 证 明 使 在 P(G，x) 有 非 零 系数 的 最 小 i 至 少 是 k. 
(b) 这 一 最 小 i 一 定 要 等 于 吗 ? 为 什么 ? 
(OEM: 如 果 P(G，z) 二 zx(x 一 1)"'， 那 么 G 是 连通 的 . 

21. 假设 W, 是 mn 十 1 个 顶点 的 轮子 (wheel) ， 即 从 Z, 出 发 ， 通过 增加 一 个 顶点 并 把 这 个 顶点 与 Z, 的 所 有 项 
点 连接 得 到 的 图 ，W, 和 Ws 如 图 3. 70 Bra. 确定 P(W,.，z)， 可 以 使 用 P(Z.，z) 写 出 你 的 答案 . 

22. ik Z, 是 长 度 为 ”的 回路 . 
NER: 对 于 >>3，( 一 D)"[P(Z.，z) 一 (z 一 1)"] 是 一 个 独立 于 的 常数 . 
(b) 通 过 计算 (a) 中 的 常数 ,求解 PCZ.，z). 

23. 假设 HÆG 的 一 个 团 ， 且 我 们 有 两 个 至 多 使 用 x 种 颜色 的 HRA FRE. 证 明 : 使 用 至 多 zx 种 颜 
色 扩展 到 G 着 色 的 数量 对 于 每 一 个 子 着 色 都 是 相同 的 . 

24. 下 面 是 另 一 个 化 简 定 理 . 假设 HMK 是 G 的 生成 子 图 ， HA 
V(GO=VCE) UVCK) 和 E(G) 一 ECH) UECK)， 而 且 假 设 
VCHDmVCK) 是 有 请 个 顶点 的 图 G 的 一 个 团 。 那么 

PCH. x) PK x) 


ro 


P(G,z) = 


W, Ws 
(a) 如 果 电 是 由 (a,，d，e， 几 所 生成 的 子 图 ，K 是 由 {c,b,d，e} i 


所 生成 的 子 图 ， 对 于 图 3. 68 中 的 图 G 说 明 此 结果 (不 考虑 13.70 BFW. HWS 
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THE). 
《b) 利 用 练习 23 的 结果 证 明 此 定理 . 
如果 色 多 项 式 PCK。，z) 被 展开 ，z 的 系数 被 记 为 s(n，k)， 并 称 其 为 第 一 类 斯 特 林 数 (Stirling number 
of the first kind)。 练 习 25 到 练习 27 都 将 探究 此 数 。 确定 : 
(a)s(ny 0) (b)s(ny n) (s(n, 1) (s(n, n=) 
26. WEB: 


R 


snk) = (n= V)s(n— 1,8) + s(n lsk — 1). 
使 用 练习 26 的 结果 说 明 如 何 通过 类 似 于 帕斯卡 三 角形 的 方法 计算 第 一 类 斯 特 林 数 ， 并 运用 你 的 想法 计 
算 s(6，3). 


3.5 树 
3.5.1 树 的 定义 和 例子 


本 节 和 下 一 节 考 虑 图 论 中 最 有 用 的 一 个 概念 ， 那 就 是 树 的 概念 ， 树 (tree) 是 一 个 连通 的 且 没 
有 回路 的 图 T 图 3. 71 给 出 一 些 树 . 


oe 


a) b) 
图 3.71 一 些 树 


27. 


【 例 3. 25 电话 树 】 很 多 公司 及 其 他 机 构 都 预先 安排 电话 链 以 便 在 诸如 使 公司 无 法 开张 的 如 
风 雪 等 紧急 情况 下 通知 他 们 的 雇员 .在 这 样 的 电话 链 中 ,一 位 主管 做 出 一 个 决定 (例如 ， 由 于 大 
雪 而 关闭 公司 ) 并 给 几 个 指定 的 人 打 电 话 ， 而 这 些 人 再 分 别 给 几 个 指定 的 人 打 电 话 ， 以 此 类 推 . 
我 们 设 这 一 公司 的 人 是 一 个 图 的 项 点， 如 果 a 呼叫 5 则 包含 一 条 从 a Bb 的 边 (虽然 打 电 话 不 是 
对 称 的 ， 但 我 们 使 用 无 向 的 边 )， 这 一 结果 图 就 是 诸如 图 3. 72 所 示 的 树 . 


Allen Baker Carter Davis Engel Freyer Gold 


图 3.72 电话 链 加 


【 例 3. 26 邮件 分 类 SY 在 美国 如 果 发 送 人 遵守 邮电 服务 指南 ， 打 算 寄 出 的 邮件 都 会 书写 一 
个 由 特定 几 个 十 进 制 数字 组 成 的 ZIP 代码 . 到达 邮 局 的 邮件 首先 根据 最 有 意义 的 数字 被 分 类 成 
10 堆 ， 然 后 ， 每 一 堆 根据 下 一 个 最 有 意义 数字 再 被 分 成 10 堆 ， 以 此 类 推 ， 这 一 分 类 过 程 可 以 由 


© 这 一 例子 基于 DeoL1974] 的 工作 . 
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一 棵 树 概括 ， 图 3. 73 给 出 了 其 中 的 一 部 分 .为 了 给 出 更 简单 的 例子 ,假设 我 们 通过 给 邮件 一 个 
仅 由 三 个 数字 组 成 的 代码 而 不 是 ZIP 代码 ， 每 一 个 数字 是 0 或 1， 在 一 个 大 的 机 构 内 分 类 邮件 . 
于 是 分 类 树 如 图 3. 74 所 示 . 


Dia ig 


第 一 位 有 意义 
数字 


F . 第 二 位 有 意义 
012 901 ol 数字 


o 10 101014 
图 3.73 通过 ZIP 代码 分 类 邮件 的 分 类 树 的 一 部 分 图 3.74 i ii ee 


【 例 3. 27 进化 树 】 现代 生物 学 中 的 广泛 接受 的 观点 是 ， 所 有 现存 的 有 机 体 都 来 自 于 一 个 共 
同 的 祖先 ， 而 且 当 给 定 群落 通过 某 个 过 程 ， 如 变异 ， 分 裂 成 两 个 或 更 多 的 群落 时 ， 新 的 物种 产 


生 ， 通常 使 用 树 模型 化 物种 进化 成 新 物种 的 进化 Acletoxenina 

过 程 ， 树 的 顶点 是 物种 ， 从 一 个 物种 出 发 的 一 条 

边 延伸 到 一 个 直接 后 代 ， 图 3.75 给 出 一 个 进化 Acletoxenus pa Pseudiasta 
树 ， 进 化 树 也 出 现在 其 他 非 生物 学 的 领域 MO S S » 

如 ， 在 语言 学 中 ， 我 们 通过 拼写 中 的 “变异 "研究 Paty org ing, tang, Cong, 


单词 随时 间 的 进化 ， 研 究 进化 的 科学 领域 种 系 发 
展 史 中 的 一 个 共同 问题 是 ， 从 现存 物种 的 信息 重 
新 构造 进化 树 或 种 系 发 生 树 (phylogenetic tree), S75 果 强 科 的 种 系 发 生 树 (部 分 )( 双 妇 鳃 ) 
对 此 我 们 将 在 3. 5.7 节 中 更 详细 说 明 . GET Crenel 12501) 

本 节 和 下 一 节 考 虑 树 的 其 他 多 种 应 用 ， 特 别 地 ， 强 调 在 有 机 化 学 、 种 系 发 生 树 重 构 和 在 计算 
机 科学 中 的 搜索 与 排序 问题 上 的 应 用 
3.5.2 树 的 性 质 

树 的 一 个 基本 性 质 是 通过 关注 树 的 顶点 数量 和 边 的 数量 之 间 的 关系 而 得 到 的 

定理 3.15 如 果 丁 是 一 棵 有 nn 个 顶点 和 e 条 边 的 树 ， 那 么 7 一 e 十 1. 

我 们 已 画 出 的 任意 一 株 树 都 可 以 说 明定 理 3. 15， 我 们 将 在 3. 5. 3 节 中 给 出 证 明 

注意 性 质 a 二 e 十 1 不 能 刻画 树 ， 存 在 这 样 的 图 ， 它 有 性 质 se 十 1， 但 不 是 树 (练习 6)， 然 
而 ,我 们 有 下 面 的 结果 ， 这 一 结果 将 在 3. 5. 5 节 中 给 出 证 明 

定理 3.16 假设 G 是 一 个 有 n 个 顶点 和 e 条 边 的 图 ， 那么 G 是 树 当 且 仅 当 G 是 连通 的 且 n 二 


"ba 


etl. 
接 下 来 我 们 注意 到 定理 3. 15 的 一 个 有 趣 的 推论 .这 一 结果 用 于 计数 树 的 数目 . 

定理 3.17 如 果 工 是 一 可 有 多 于 1 个 顶点 的 树 ， 那 么 至 少 存在 两 个 度 为 1 的 顶点 . 

证 明 因为 了 是 连通 的 ， 所 以 每 一 个 顶点 的 度 一 定 三 1( 为 什么 )， 现 在 根据 定理 3.15 和 3.1， 
Ai Udeg(u)=2e=2n—2. WMR "一 1 个 顶点 的 度 二 2， 那么 这 些 度 的 和 必定 至 少 是 2(" 一 1) 十 1 一 
2n 一 1， 这 一 结果 大 于 2 一 2， 因 此 ， 不 超过 "一 2 个 顶点 的 度 之 2. a 
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3.5.3 定理 3. 15 的 证 明 S 

定理 3.18 在 一 哥 树 工 中 ， 如 果 工 和 》 是 任意 两 个 项 点， 那么 存在 一 条 且 仅 存在 一 条 连接 
工 和 y 的 简单 链 . 

证 明 ”我们 知道 ， 因 为 工 是 连通 的 ， 所 以 z 和 y 之 间 存在 一 条 链 . 回想 一 下 一 条 简单 链 是 
没有 重复 顶点 的 .zx 和 y 之 间 的 最 短 链 一 定 是 一 条 简单 链 ， 因 为 如 果 r, u ry vy ry Uy ore 
w, yr My 之 间 的 一 条 最 短 的 链 ， 且 有 重复 顶点 vw， 那 么 我 们 略 去 重复 顶点 "之 间 的 部 分 ， 
得 到 从 工 到 y 的 一 条 更 短 的 链 . 因 此， 存在 一 条 连接 x My 的 简单 链 ， 接 下 来 假设 CO Sr, r, 
225 +) Tey y EER r M y 的 最 短 的 链 ， 我 们 证 明 不 可 能 存在 其 他 连接 x 和 的 简单 链 ， 假 设 
Co 是 这 样 的 一 条 链 ， 设 rp+1 是 使 C 和 Cz 不 同 的 Ci 中 的 第 一 个 顶点 ， 设 z 是 使 Cl 和 Cz 相同 
的 Cl 中 xz 后 面 的 下 一 个 顶点 .那么 我 们 得 到 一 条 回路 : 沿 着 C1 从 zp 到 ze， 然 后 沿 着 Cz 从 
za 返回 到 zp。， 这 与 是 一 棵 树 相 矛盾 . 

为 了 说 明 这 一 定理 ,我 们 注意 到 ， 在 图 3. 71 的 树 c 中 ， 连 接 顶 点 a。 Mg 的 唯一 简单 链 由 a， 
b, c, d, e, f, g 给 出 现在 我 们 返回 到 定理 3. 15 的 证 明 . 

定理 3. 15 的 证 明 ”对 nn 作 归 纳 进行 这 一 证 明 。 如 果 n 二 1， 结 果 是 显然 的 。 只 有 一 个 顶点 的 
树 没 有 边 ， 现 在 假设 对 于 顶点 数量 少 于 的 所 有 树 这 一 结果 成 立 ， 并 假设 树 有 个 顶点 .在 TT 
中 挑选 出 任意 一 条 边 {v，z}， 根 据 定理 3.18，u,v 是 4 和 vw 之 间 的 唯一 简单 链 ， 如 果 我 们 从 G 
中 把 边 {u，v) 去 除 (但 是 留 下 顶点 w，v)， 我 们 得 到 一 个 新 图 H. MEE HH, u 和 wv 之 间 不 存 
在 链 ， 因 为 如 果 存 在 链 的 话 ， 很 容易 找到 u 和 vw 之 间 的 简单 链 ， 但 是 这 也 是 G 中 的 一 条 简单 链 ， 
AG €u 和 ~ 之 间 只 存在 一 条 简单 链 . 

现在 ， 因 为 在 uw 和 vw 之 间 没 有 链 ， 昌 是非 连通 的 .不 难 证 明 ( 练 习 22)H 正好 有 两 个 连通 分 
E. KENA H 和 号 因为 其 中 每 一 个 都 是 连通 的 ， 且 没有 回路 (为 什么 )， 所 以 每 一 个 都 是 树 . 
另外 ， 每 一 个 的 顶点 数量 都 少 于 G， 根 据 归 纳 假设 ， 如 果 Ae 是 Hi 的 顶点 数量 和 边 的 数量 ， 我 们 
Ai maa tl Rm=etl., WIE n=n +nz 及 e 二 el 十 ez 十 1( 加 上 边 {u，v})， 我 们 得 出 结论 : 

n=mtm=(atDt(e+D = (a+et+D+1l= etl. 
3.5.4 支撑 树 ” 

假设 G=(V，E) 是 一 个 图 , 且 日 一 (W，F) 是 一 个 子 图 我们 说 H 是 一 个 支撑 子 图 

(spanning subgraph) 如 果 W=V. 支撑 于 图 是 一 棵 树 时 被 称 为 支撑 树 (spanning tree)， 例 如 ， 对 


于 图 3. 76 中 的 图 G， 图 3.76 中 所 示 的 H 和 K a a a 

是 支撑 子 图 ， 因 为 它们 的 顶点 个 数 与 G HR. K 

是 一 棵 支撑 树 。 支 撑 树 在 组 合 数学 中 有 着 广泛 的 c bi c b c 
应 用 ， 我 们 马上 将 对 此 进行 探讨 ， 电 网 的 分 析 可 

简化 成 寻找 相应 图 的 所 有 支撑 树 (参见 Deo 4 e d e d e 


[1974])， 通 过 程序 有 向 图 ， 支撑 树 也 可 以 用 于 
评估 程序 运行 时 间 (DeoL1974]，p. 442)， 它 们 也 


了 f f 
出 现 于 政治 学 和 考古 学 的 排序 问题 中 (Roberts G H K 
[1979] 和 Wilkinson[1971])， 它 们 也 构成 网 络 流 图 3.76 HAK 是 G 的 支撑 子 图 ， 
中 的 大 量 算法 和 运筹 学 中 求解 最 小 成 本 问题 的 基 天 还 是 一 棵 支撑 树 


日。 本 小 节 可 以 跳 过 . 
日 本 小 节 可 以 跳 过 ， 在 11. 1 节 或 13. 1 节 之 前 学 习 - 


88) 


国 
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础 (第 13 RE). Graham 和 Hell[1985] 提 及 了 支撑 树 在 计算 机 设计 、 通 信 网 络 设计 、 电 力 网 、 租 线 

电话 网 络 、 接 线 、 运 输 网 络 中 的 链接 、 流 程 网 络 中 的 管道 、 网 络 可 靠 性 、 图 像 处 理 、 自 动 语音 识 

别 、 诊 类 和 分 类 问题 等 方面 的 应 用 ， 他 们 的 论文 也 给 出 了 许多 支撑 树 及 其 应 用 的 参考 文献 . 
现在 ,我 们 更 详细 地 给 出 支撑 树 的 若干 应 用 . 


【 例 3. 28 高 速 公路 的 构筑 〗】 假设 在 一 个 没有 良好 高 速 公 路 的 偏远 地 区 涌现 出 了 几 个 城市 . 
理想 的 是 建筑 足够 多 的 高 速 公 路 ， 使 得 或 者 直接 通过 高 速 公 路 或 者 通过 去 其 他 城市 实现 各 城市 
之 间 的 往来 ， 设 城市 是 一 个 图 G 的 顶点 ， 而 且 由 一 条 边 连 接 每 一 对 城市 ， 我 们 希望 选取 G 的 边 
的 一 个 子 集 F 表示 要 修建 的 高 速 公 路 ， 使 得 如 果 我 们 使 用 G 的 项 点 和 下 的 边 ， 就 有 一 个 连通 图 . 
因此 ， 我 们 寻找 G 的 一 个 连通 支撑 子 图 ， 如 果 我 们 希望 最 小 化 成 本 ， 那 么 我 们 选择 要 修建 的 高 
速 公路 一 定 对 应 于 具有 如 下 性 质 的 G 的 连通 支撑 子 图 日， 除去 任意 一 条 边 将 产生 一 个 不 再 是 连 
通 的 支撑 子 图 ， 但 是 ， 如 果 在 G 的 任意 连通 支撑 子 图 H 中 存在 一 个 回路 ,那么 除去 这 一 回路 的 
任意 一 条 边 都 不 会 断 开 H( 为 什么 )、 因 此 ，H 是 连通 的 且 没 有 回路 ; 即 H 是 一 棵 支撑 树 . 另 
外 ， 如 果 G 的 每 一 条 边 上 都 有 表示 修建 相应 的 高 速 公路 的 成 本 的 权 或 数字 ， 那 么 ， 我们 希望 寻 
找 一 棵 在 下 面 的 意义 下 最 小 的 支撑 树 F 其 边 上 的 权 的 总 和 不 大 于 任何 其 他 支撑 树 的 边 上 的 权 的 
总 和 .我们 将 在 13. 1 节 研 究 寻找 最 小 支撑 树 的 算法 ， 有 时 候 ， 我 们 也 对 寻找 最 大 支撑 树 感 兴趣 . 
寻找 它们 的 过 程 类 似 于 寻找 最 小 支撑 树 的 过 程 . 应 该 注意 到 的 是 ， 如 果 连 接 是 瓦斯 管道 、 电 线 连 
接 、 铁 路 、 污 水 管道 等 等 时 ， 也 引发 类 似 的 最 小 支撑 树 的 应 用 . a 

例 3. 28 所 采用 的 方法 中 假设 不 允许 高 速 公路 在 所 研究 城市 以 外 的 某 一 点 连接 ， 在 该 假设 中 
PAL: 我们 想 要 或 者 直接 在 两 个 城市 之 间 往 来 或 者 通过 另 一 个 城市 把 它们 连接 起 来 ， 如果 我 们 
允许 高 速 公 路 在 所 研究 城市 之 外 的 某 一 点 连接 ， 那么 最 小 化 成 本 时 可 能 实现 额外 的 成 本 节约 . 
这 些 成 本 节约 的 “额外 ”点 称 为 施 泰 纳 点 (Steiner point)， 对 于 施 泰 纳 点 的 更 多 信息 可 以 参见 Bern 
和 Graham[1989]、Cieslik[1998]. 


【 例 3. 29 电话 线 】 在 偏远 地 区 ， 可 以 通过 公路 连接 分 散 的 村 落 ， 但 是 没有 任何 电话 服务 . 
我 们 希望 铺设 电话 线路 ， 使 得 每 一 对 村 落 都 可 以 用 电话 线 连接 (不 必 是 直接 的 )。 沿 着 现存 的 公路 
铺设 电话 线 是 最 便宜 的 ， 沿 着 哪些 公路 铺设 电话 线 ， 可 确保 每 一 对 村 落 被 连接 ， 且 电话 线 的 总 长 
度 (这 一 总 长 度 可 能 与 安装 总 成 本 成 正比 ) 可 以 达到 最 小 呢 ? 我 们 再 一 次 寻找 最 小 支撑 树 (为 
tt). a 


【 例 3.30 计算 机 硬件 (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993])】 一 台数 字 计 算 机 有 很 多 由 高 频 线 
路 连接 的 各 种 组 成 部 分 ， 为 了 减 小 容量 和 延迟 线路 效应 ， 最 小 化 两 个 部 件 之 间 的 线路 长 度 是 很 
重要 的 .我 们 需要 连通 所 有 组 成 部 分 并 寻找 一 棵 最 小 支撑 树 . a 


【 例 3.31 数据 存储 (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[ 1993], Kang 等 [1977 ])】 在 很 多 应 用 问题 
中 ,数据 被 存储 在 一 个 二 维 数组 中 。 当 这 一 数组 的 行 有 很 多 类 似 的 项 ， 只 在 少数 几 个 地 方 不 同 
时 ， 我 们 可 以 通过 只 完全 地 存储 一 行 ， 然 后 再 存储 其 他 行 与 这 一 参考 行 (reference row) 的 差额 来 
节省 内 存 ， 构 建 一 个 在 行 和 行 / 之 间 的 边 上 具有 权 的 完全 图 C 就 是 : 从 第 i 行 切换 到 第 j 行 ， 
从 第 j 行 切换 到 第 i 行 时 所 需 的 项 改变 数量 .我 们 可 以 通过 选取 带 有 最 小 数据 存储 量 的 那 一 行 作 
为 参考 行 ， 然 后 寻找 图 G 的 最 小 支撑 树 来 最 小 化 数据 存储 ， 为 什么 ? a 


【 例 3.32 测量 双人 金属 对 象 的 同 质 性 S】〗 最 小 支撑 数 已 在 美国 国家 标准 局 以 及 其 他 地 方 都 得 


© ”此 内 容 来 自 于 Filliben，Kafadar 和 Shier[ 1983], Goldman[1981], Shier[1982]. 
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到 应 用 ， 如 确定 双 金 属 对 象 成 分 在 什么 程度 上 具有 同 质 性 ， 给 定 一 个 这 样 的 对 象 ， 通 过 把 原料 的 
一 组 样品 点 作为 顶点 来 构建 一 个 图 对 每 一 个 样品 点 测量 其 成 分 并 由 一 条 边 连接 物理 上 相近 的 
两 个 样品 点 .在 边 {z，y} 上 设置 权 ， 该 权 等 于 点 莽 与 y 之 间 的 物理 距离 乘 以 0 到 1 之 间 的 同 质 因 
数 ， 如 果 这 两 点 的 成 分 完全 一 样 则 这 一 因数 是 0， 如果 这 两 点 的 成 分 完全 相反 则 等 于 1， 否则 就 
是 0 一 !1 之 间 的 一 个 数 ， 在 结果 图 中 寻找 最 小 支撑 树 。 这 棵 树 的 所 有 权 的 和 是 0， 表 示 所 有 样品 
点 有 完全 相同 的 成 分 ， 有 一 个 很 高 的 值 则 说 明 原料 差异 很 大 ， 最 小 支撑 树 上 边 的 权 的 和 这 一 统 
计量 是 测量 同 质 性 中 一 个 非常 有 价值 的 统计 量 ， 根 据 Goldman[1981]， 它 可 能 发 展 成 为 一 段 时 期 
内 (相当 长 ) 的 使 用 标准 . a 

现在 我 们 给 出 支撑 树 的 一 个 主要 结果 . 

定理 3.19 G 是 连通 的 当 且 仅 当 它 有 支撑 树 . 

证 明 ”假设 G 是 连通 的 .那么 存在 G 的 一 个 有 最 小 数量 的 边 的 连通 支撑 子 图 甩 ， 现 在 ，H 
HAMM. AHWR CEH 的 一 个 回路 ， 就 除去 C 的 任意 一 条 边 (不 除去 相应 的 顶点 ) 留 下 G 的 
一 个 仍 连 通 且 边 比 H 少 一 条 的 支撑 子 图 .但 是 根据 H 的 选择 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 ，H 没有 回 
路 ， 同 样 根据 选择 ，H 是 连通 的 。 因 此 ，HH 是 支撑 树 . 

相反 ， 如 果 G 有 一 棵 支撑 树 ， 那 么 它 显然 是 连通 的 . E 

可 以 如 下 重 述 定理 3. 19 的 证 明 ， 假 设 我 们 从 连通 图 G 开始 ， 如果 G 没有 回路 ， 它 已 经 是 一 
棵 树 。 如 果 它 有 一 个 回路 ， 除 去 这 一 回路 的 任意 一 条 边 ， 留 下 一 个 连通 图 ， 如 果 还 存在 一 个 回 
路 ,除去 该 回路 的 任意 一 条 边 留 下 另 一 个 连通 图 ， 以 此 类 推 . 

注意 ,定理 3. 19 给 出 确定 图 G 是 否 连通 的 方法 : 简单 地 测试 G 是 否 有 一 棵 支撑 树 ， 实 现 这 
一 点 的 算法 将 在 13. 1 节 讨论 . 

3.5.5 定理 3. 16 的 证 明和 相关 结果 

现在 我 们 给 出 定理 3. 16 的 证 明 ， 然 后 给 出 一 个 相关 的 定理 . 

定理 3. 16 的 证 明 ”在 定理 3. 15 中 ,我 们 已 经 证 明了 该 等 价 的 一 个 方向 ， 为 了 证 明 另 一 个 方 
向 ,假设 G 是 连通 的 ， 且 有 ”一 e 十 1， 根 据 定理 3. 19，G 有 一 棵 支撑 树 T， 那 么 工 和 G 有 相同 数 
量 的 顶点 .根据 定理 3.15, 本 有 nn 一 1 Ri. AWG HA n-i 条 边 ， 且 因为 工 的 所 有 边 都 是 C 
的 边 ， 所 以 有 T 一 G. a 

我 们 还 有 类 似 于 定理 3. 16 的 另 一 个 结果 ， 这 一 结果 将 在 第 13 章 中 讨论 . 

定理 3.20 假设 G 是 一 个 有 nn 个 顶点 和 e 条 边 的 图 ， 那 么 G 是 树 当 且 仅 当 G 没有 回路 且 n 一 
etl 

证 明 同上 ， 只 剩 下 证 明 这 一 定理 的 一 个 方向 ， 假 设 G 没 有 回路 ， 且 "一 e 十 1， 如 果 G 不 是 
连通 的 , Ki, Koy +) Kp 是 它 的 连通 分 支 ， p>. WK Ans 个 顶点 .那么 Ki 是 连通 的 且 
没有 回路 ， 所 以 Ki 是 树 ， 因 此 ， 通 过 定理 3. 15，Ki; 有 ni 一 1 条 边 ， 我 们 得 出 结论 ; G 的 边 数量 
由 下 式 给 出 : 


(mD mD D= En p=n—p. 
{AY p>l, n—p<n—1, BRA ne 十 1， 这 是 一 个 矛盾 . 国 
3.5.6 化 学 键 和 树 的 数量 
1875 年 ， 凯 菜 (Arthur Cayley) 在 尝试 着 枚 举 出 饱和 碳 氢化 合 物 的 异 构 体 ， 即 形 如 Ce Hzk+2 
的 化 学 混合 物 时 发 现 了 树 ， 这 一 工作 是 化 学 和 生物 化 学 领域 的 大 量 图 论 研究 的 先驱 这里， 我 们 
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给 出 凯 莱 的 方法 . 

在 化 学 中 组 合 数学 方法 被 用 来 表示 分 子 、 群 和 反应 路 径 . (将 在 第 9 章 中 学 习 的 ?编码 理论 是 
系统 化 大 量 可 用 化 学 数据 的 基础 ， 是 枚 举 分 子 、 异 构 体 和 有 各 种 性 质 的 族 的 基础 。 图 论 被 用 来 理 
解 化 学 混合 物 、 蛋 白质 等 的 结构 ， 以 及 化 学 结构 中 的 对 称 性 ， 而 且 图 论 对 开发 化 学 命名 的 分 类 方 
法 也 是 很 有 用 的 .在 计算 机 辅助 分 子 设计 和 组 合 化 学 的 快速 发 展 领域 ， 工 业 对 这 些 技术 的 使 用 不 
断 增 加 ， 对 于 图 论 和 化 学 的 优秀 参考 文献 ， 参 见 Balaban[1976]、Hansen，Fowler 和 Zheng[2000]、 
McKee 和 Beineke[ 1997}, Rouvray 和 Balaban[1979]， 也 可 参见 (化 学 教育 杂志 》1992 年 9 HP, JE 
中 特 载 了 化 学 中 的 图 论 ， 我们 将 在 6. 4 节 和 第 8 章 给 出 组 合 数学 对 化 学 的 其 他 应 用 . 

异 构 体 Ci Har ;2 可 以 通过 用 字母 C 代表 碳 原子 并 用 字母 H 代表 氢 原 子 来 表示 ， 如 果 两 个 原 
子 在 给 定 的 混合 物 中 是 键 合 的， 那么 连接 这 两 个 原子 .例如 ， 图 3. 77 给 出 了 甲烷 和 乙 烷 的 表示 . 
我 们 可 以 使 用 由 顶点 取代 字母 的 图 取代 这 些 图 ， 如 图 3. 78 所 示 ， 我 们 称 这 些 图 为 键 合 图 (bond 
graph)， 注 意 ， 给 定 一 个 饱和 碳 氨 化 合 物 的 键 合 图 ， 可 以 用 明确 的 方式 使 用 字母 C 和 HH 重新 给 
顶点 赋 标 签 ， 如 果 一 个 顶点 与 其 他 4 个 顶点 键 合 ， 则 给 其 赋 标 签 C( 碳 的 化 合 价 为 4)， 如 果 它 与 
另 一 个 顶点 键 合 则 赋 标 签 HCH 的 化 合 价 是 1)， 键 合 图 的 每 一 个 顶点 或 者 与 一 个 或 者 与 四 个 顶点 
键 合 ， 某 些 其 他 的 饱和 碳 氢化 合 物 键 合 图 如 图 3. 79 所 示 . 


甲烷 zt 甲烷 乙 烷 
图 3.77 ”两 个 饱和 碳 氧 化合物 图 3.78 图 3.77 中 的 饱和 碳 氨 化 合 物 的 键 合 图 


丙烷 TR RT 
图 3.79 更 多 键 合 图 


图 3. 78 和 图 3. 79 中 的 图 都 是 树 ， 我 们 将 证 明 这 不 是 偶然 的 ， 即 每 一 个 饱和 碳 氧 化合 物 的 键 
合 图 都 是 树 . 
回想 一 下 ， 图 中 的 顶点 的 度 是 它 的 邻居 数量 ， 且 根据 定理 3. 1， 顶 点 的 度 的 和 是 边 数量 的 两 
48. 现在 在 Ce Hze+z 的 键 合 图 中 ， 有 
kA+2k+2 = 3k+2 
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个 顶点 另外， 每 一 个 碳 顶 点 有 度 4， 而 每 一 个 氧 项 点 有 度 1、 因 此 ， 度 的 和 是 
4k+1(2k+2) 一 6k 十 2. 

边 的 数量 是 这 个 数 的 一 半 ， 即 3k 十 1。 因 此 ， 边 的 数量 恰好 比 顶 点 的 数量 少 1。 因 为 化 合 物 
Ce Hz4+2 的 键 合 图 一 定 是 连通 的 ， 所 以 根据 定理 3. 16， 这 个 键 合 图 是 树 . 

现在 ， 凯 莱 把 枚 举 所 有 可 能 的 饱和 碳 氨 化 合 物 的 问题 ， 抽 人 象 成 枚 举 每 一 个 顶点 有 度 1 或 4 的 
所 有 树 的 问题 ， 他 发 现 从 枚 举 所 有 树 开始 更 加 容易 。 在 这 一 过 程 中 ， 他 从 理论 上 发 现 了 之 前 不 知 
道 的 一 些 饱和 碳 氨 化 合 物 的 键 合 图 ， 而 且 预 言 了 它们 的 存在 这些 饱 和 碳 氨 化 合 物 后 来 都 被 发 
AT. 

显然 ， 是 否认 为 特定 类 型 的 图 已 被 标记 (参见 3. 1. 3 节 的 讨论 )， 在 计数 该 类 型 的 不 同 图 的 数 
量 上 会 产生 很 大 的 不 同 ， 特 别 地 ， 凯 莱 发 现 ， 对 于 n 宇 2， 存 在 "个 有 nn 个 顶点 的 标签 树 ， 在 
这 里 ， 我 们 将 给 出 这 一 结果 的 一 个 证 明 . 对 于 其 他 证 明 的 概览 ， 可 以 参见 Moon[1967]( 还 可 参 
见 Harary 和 Palmer[1973]、Shor[1995]、Takacs[1990]). 

定理 3. 21(Cayley[1889]) 如 果 过 2， 那 么 存在 mm PRAM OA NAMA AER. 

设 Nd ，d，…，dn) 计 数 有 个 顶点 的 标签 树 的 数量 ， 且 顶点 标签 为 ?， 有 度 di 十 1， 我 
们 首先 注意 到 下 面 的 结果 ， 这 将 在 练习 34 中 证 明 . 

定理 3.22 wR n>? Ad, RAR MM. 那么 


fp bÝ din- 
N(di d2, sdn) = oe (3.21) 
[Con 2sdivdeyesdy) oR Dodi 一 一 2 
在 这 一 定理 中 ， 
Cin—2idi rder sdn) = S 


是 2. 11 节 所 学 过 的 多 项 式 系数 . 
为 了 说 明定 理 3. 22， 注 意 


N(1,3,0,0,0,0) = C(4;1,3,0,0,0,0) = 


4! 


= 4, 


有 4 棵 6 个 顶点 的 标签 树 且 项 点 1 有 度 2， 顶 点 2 有 度 4， 剩 余 的 项 点 有 度 1， 图 3. 80 给 出 这 四 
棵 树 . 


图 3. 80 ”分别 带 有 度 1 十 1、3 十 1、0 十 1、0 二 1、0 十 1、0 十 1 的 四 棵 标签 树 


现在 , 凯 莱 定理 可 以 作为 定理 3. 22 的 一 个 推论 。n 个 顶点 的 标签 树 的 数量 T(n) 由 下 式 
给 出 : 


195] 
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Tin) = {NGdi,ds dn) :di >0, Sai =n—-2}, 
这 等 同 于 a 
Ti) = {C(n—2;di,d? ,dn) :di > 0, Sai 一 nm 一 2)} . 
现在 ， 很 容易 看 到 二 项 式 展 开 式 (定理 2.7) 扩 展 成 下 面 的 多 ARAFA: 如 果 p 是 一 个 正 整 数 ， 
那么 
(ay Haz tear)? =E {CCpsdi, dz ,es di att abt aft di >0, Xa; =p}. 


Ak. Wk=n, p=n—2, a =a ===], RIA 
Tin) = (+1 +0541)? = nr? 


这 就 是 凯 莱 定 理 . 
3.5.7 种 系 发 生 树 的 重建 

在 例 3. 27 中 ， 我们 引入 了 进化 树 ， 或 种 系 发 生 树 的 概念 ， 更 一 般 的 种 系 发 生 树 在 它 的 边 上 
有 代表 两 个 进化 事件 之 间 的 时 间 历 程 的 实数 权 ， 生 物 学 (和 其 他 领域 ， 如 语言 学 ) 中 的 一 个 重要 问 
题 是 ， 根 据 有 关 现存 物种 的 某 些 信息 重新 构建 种 系 发 生 树 ， 从 生物 学 观点 对 这 一 课题 的 一 般 性 
介绍 可 以 在 Fitch[1999] 中 找到 ， 从 组 合 数学 的 观点 对 此 的 介绍 可 以 在 Gusfield[1997] 中 找到 ， 种 
系 发 生 树 重建 的 一 般 方法 开始 于 现存 物种 的 DNA 序列 ， 基 于 序列 的 方法 (sequence-based method) 
直接 使 用 这 些 序列 重建 种 系 发 生 树 ， 相 反 ， 基 于 距离 的 方法 (distance -based method) 首 先 计算 所 
有 序列 对 的 距离 ， 然 后 使 用 这 些 距离 重建 种 系 发 生 树 ， 更 详细 地 ， 它 们 开始 于 ”个 物种 和 一 个 
nXn 的 对 称 和 矩 阵 DD， 其 i,j 项 DGi， 力 给 出 这 两 个 物种 i 和 j 之 间 的 计算 距离 。 然 后 ， 它 们 寻找 
一 棵 树 ， 在 这 棵 树 中 ， 给 定 的 物种 是 叶子 (leaD ， 即 只 带 有 一 个 邻居 的 顶点 ， 且 D(i， 力 等 于 或 非 
常 近 接 于 这 棵 树 中 的 i M j 之 间 的 距离 di，j)， 这 里 ， 我 们 通过 计算 这 棵 树 上 唯一 的 从 ;到 的 
简单 链 上 的 权 的 和 来 度量 具有 边 权 的 树 中 顶点 i 和 jj EN d CG, j). (定理 3. 18 说 ,在 任 
意 一 梨 树 上 ， 在 给 定 的 两 个 顶点 之 间 总 是 存在 唯一 的 简单 链 . ) 

WD 是 一 个 对 角 线 上 的 元 素 为 0 的 mnXn 对 称 
矩阵， 我 们 说 D 是 一 个 附加 距离 短 阵 (additive ee 
distance matrix) ， 如 果 我 们 能 够 找到 有 个 叶 的 边 。 D=|。]。。s 
加 权 树 ， 其 中 n 对 应 于 给 定 的 物种 ， 使 得 d(i,， = J$ 
DG, j). Win, PA 3.81 的 矩阵 D 是 一 个 附加 距 
离 矩阵 ， 且 该 图 中 的 工 是 这 个 矩阵 所 对 应 的 加 权 。 图 3.81 一 个 附加 距离 矩阵 DD 和 对 应 的 加 权 树 
树 ， 例 如 ， 在 这 棵 树 中 ， 从 1 到 4 的 唯一 简单 链 上 
的 权 是 2，3 和 1， 所 以 d(1，4) 二 6， 这 对 应 于 D(1，4)， 什 么 样 的 矩阵 是 附加 距离 矩阵 呢 ? 

定理 3.23(Boneman[1971]) 对 角 线 上 元 素 是 0 的 对 称 短 阵 门 是 附加 距离 给 阵 ， 当 且 仅 当 对 
于 所 有 的 i， j, k, L 2st DUG, +D, D, DG, kb+DG, D, DG, DDG, bP, % 
大 的 两 个 相等 . 

为 了 说 明 这 一 定理 ,我 们 注意 到 在 图 3.81 中 ，D(1，2) 十 D(3， 49=9, DU, 30+ 
DO, 4)=15,D(1, 4) 十 D(2，3) 一 15。 在 可 能 的 条 件 下 ， 存 在 重建 正好 对 应 于 附加 距离 矩阵 
的 边 加 权 树 的 好 算法 ， 事 实 上 是 OO ) 算 法 。 对 于 其 他 参考 文献 ， 可 以 参见 Gusfield[1997]. 

如 果 一 个 矩阵 不 是 附加 距离 矩阵 ， 那 么 我 们 可 能 希望 寻找 一 个 "最 接近 ”的 边 加 权 树 ， 使 用 
各 种 方法 可 以 使 这 一 问题 更 精确 ， 但 是 几乎 所 有 方法 都 已 证 明 很 难得 到 准确 解 (更 准确 地 说 ， 
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这 一 问题 是 NP 难题 )， 一 个 这 样 的 问题 是 寻找 一 个 附加 距离 矩阵 D' 使 得 max | DG, D= 
DG, j) | 尽 可 能 小 (该 问题 是 NP EBD. Agarwala 等 [1996] 找 到 一 个 近似 最 优 解决 方案 的 算 
法 ， 即 寻找 一 个 边 加 权 树 且 保证 max | DG, -D G, j) | 至 多 是 最 优 的 三 售 ，Cohen 和 
Farach[1997] 改 进 了 这 一 算法 ， 基 于 Buneman 定理 (定理 3. 23) 的 其 他 算法 在 Erdos 等 [1997， 
1999] 中 得 到 描述 . 

本 节 练习 


1. WR ZIP 代码 "是 由 四 个 数字 组 成 的 ， 且 每 一 个 都 是 0、1 或 者 2， 画 出 分 类 邮件 的 分 类 树 . 
2. 寻找 四 个 顶点 的 所 有 非 同 构 树 . 


3. 寻找 五 个 顶点 的 所 有 非 同 构 树 . 
4. 确定 ， 
(a) 有 10 条 边 的 树 中 的 顶点 个 数 . 
(b) 有 10 个 顶点 的 树 中 的 边 的 个 数 . 
5. 对 于 图 3. 76 中 的 各 图 ， 核 实 定理 3. 1. 
6. 给 出 满足 n= e+] 但 不 是 一 棵 树 的 图 G 的 例子 . 
7. 对 于 图 3. 23 中 的 每 一 个 图 ， 或 者 寻找 一 棵 支撑 树 ， 或 者 证 明 不 存在 支撑 树 . 
8. 在 图 3. 82 所 示 的 边 上 带 权 的 每 个 图 中 ， 寻 
找 带 有 最 小 总 权 的 支撑 树 . 5 
9. 次 林 (forest) 是 一 个 图 ， 它 的 每 一 个 连通 分 YK eh 3 
支 都 是 一 棵 树 ， 如 果 一 个 森林 有 个 顶点 AN 
和 上 个 分 支 ， 它 有 多 少 条 边 ? 12 
10. 定理 3. 18 的 唯一 性 的 一 个 简单 “证 明 "如 a) b) 
下 所 示 ， 假 设 C 和 Cs 是 连接 = M y 的 两 图 3.82 边 上 带 权 的 图 
个 不 同 的 简单 链 ， 那么 Cy 后 面 跟着 的 C> 
是 一 个 闭 链 ， 但 是 ， 如 果 一 个 图 有 陡 链 ， 那 么 它 必定 有 回路 ， 证 明 后 面 的 陈述 为 假 . 
11. 在 一 个 有 15 条 边 的 连通 图 中 ， 顶 点 的 最 大 可 能 数量 是 多 少 ? 
12. 在 一 个 有 25 个 顶点 的 连通 图 中 ， 边 的 最 小 可 能 数量 是 多 少 ? 
13. 在 一 个 有 15 条 边 和 三 个 分 支 的 图 中 ， 顶 点 的 最 大 数量 是 多 少 ? 
14. 证 明定 理 3. 18 的 道 定理 ， 即 如 果 G 是 任意 图 ， 且 任意 两 个 顶点 都 由 唯一 的 简单 链 连 接 ， 那么 G 
是 树 . 
15. 证 明 ， 如 果 用 一 条 边 连接 一 棵 树 的 两 个 非 邻接 顶点， 那么 这 一 结果 图 有 一 条 回路 . 
16. 证 明 ， 如 果 从 一 棵 树 中 除去 任意 一 条 边 ， 那 么 结果 图 是 非 连通 的 . 
17. 如 果 我 们 有 一 个 (连通 ) 电 网 ， 它 有 。 个 元 件 ( 边 ) 和 个 节点 (顶点 )， 为 了 清除 这 一 网 络 中 的 所 有 回路 ， 
我 们 必须 消除 的 元 素 的 最 小 数量 是 多 少 ? 
18. ME G 是 一 棵 有 个 顶点 的 树 ， 证 明 它 的 色 多 项 式 由 下 式 给 出 : 
P(G,x) = zr(z— 1)". 
19. 使 用 练习 18 的 结果 确定 一 棵 树 的 色 数 . 
20. 通过 证 明 每 一 棵 树 是 二 部 的 来 确定 树 的 色 数 . 
21. 证 明 练习 18 的 结果 的 逆 命 题 为 真 ， 即 如 果 
P(G,z) = x(2—1)"", 


那么 G 是 一 棵 树 . 
22. 假设 G 是 一 棵 树 ，{w，v} 是 G 的 一 条 边 ，H 是 通过 从 G 消除 边 {u，v} 得 到 的 ,但 是 保留 顶点 u Mv. 
证 明 五 正好 有 两 个 连通 分 支 .〈 不 能 使 用 本 节 中 除 定理 3. 18 外 的 任何 定理 . ) 
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23. (Peschon 和 Ross[1982]) 在 一 个 配 电 系统 中 ， 某 些 配置 是 由 连通 的 电线 连接 起 来 的 ， 使 用 一 个 开关 系统 
打开 或 关闭 这 些 线路 ， 打 开 的 线路 的 全 体 必 须 有 两 个 性 质 : 〈1) 每 一 个 配置 必须 在 一 条 打开 的 线路 上 ， 
(2) 没 有 打开 线路 的 回路 ， 因 为 打开 回路 中 一 条 打开 线路 的 短路 将 关闭 这 一 回路 中 的 所 有 线路 ， 讨 论 寻 
找 需 要 打开 的 开关 中 的 数学 问题 . 

. (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993]、Prim[1957]) 一 个 情报 机 关 的 间谍 每 一 位 都 知道 如 何 互相 联系 ， 然 
而 ， 在 两 个 间谍 i 和 j 之 间 传 送 的 信息 被 拦截 的 概率 是 py. 如 果 我 们 想 要 确保 所 有 间谍 得 到 一 个 信息 ， 
且 最 小 化 信息 被 拦截 的 概率 ， 哪 些 间 谍 应 该 把 这 一 信息 传 给 哪些 间谍 ? 作为 支撑 树 问 题 来 阐述 这 一 问 
题 ，[ 提 示 : 你 将 需要 使 用 对 数 . ] 

25, 这 里 是 寻找 一 个 连通 图 G 的 支撑 树 的 算法 。 任 意 挑选 出 一 个 顶点 并 标记 它 ， 包 括 连接 没有 被 标记 的 邻 
接 项 点 的 边 并 标记 那个 邻接 顶点 ， 在 每 一 步 ， 都 从 最 后 被 标记 的 项 点 到 一 个 没有 被 标记 的 项 点 不 断 增 
加 一 条 边 ， 直 到 没有 办 法 继续 为 止 。 然 后 返回 到 最 近 被 标记 的 顶点 ， 并 从 这 一 顶点 继续 下 去 ， 当 所 有 
顶点 都 已 被 标记 时 停止 。( 这 一 过 程 称 为 深度 优先 搜索 (depth first search)， 在 11.1 节 我 们 将 讨论 这 一 
课题 . ) 

(a) 使 用 图 3. 82 中 的 图 说 明 这 一 算法 (不 考虑 权 ). 
(ER: 存在 使 用 此 方法 无 法 找到 的 一 个 图 的 一 棵 支撑 树 . 

26. 假设 一 个 化 合 物 CH 有 一 个 键 合 图 ， 这 个 键 合 图 连通 且 没 有 回路 .证 明 m 必定 是 2k 十 2. 

27. 确定 K. 的 支撑 树 的 数量 

28. 通过 寻找 下 列 情况 的 所 有 标签 树 核实 凯 莱 定理 . 

(a) 有 三 个 顶点 . 

(b) 有 四 个 顶点 . 

存在 符合 下 列 各 条 件 的 七 顶点 树 吗 : 

(a) 每 个 顶点 有 度 1? 

《b) 两 个 顶点 有 度 1 且 五 个 顶点 有 度 2? 

《c) 五 个 顶点 有 度 1 且 两 个 项 点 有 度 2? 

(d) 各 顶点 有 度 2, 2, 2, 3, l, 1, 1? 

存在 有 五 个 顶点 且 其 中 两 个 顶点 度 为 3 的 树 吗 ? 

,在 下 列 各 情况 中 ， 通 过 公式 确定 满足 给 定 度 的 条 件 的 标签 树 的 数量 ， 并 画 出 所 讨论 的 树 . 

(a) 顶 点 1，2 和 3 有 度 2， 顶 点 4 和 5 有 度 1. 
(b) 顶 点 1 有 度 2， 顶 点 2 有 度 3， 了 项 点 3，4 和 5 有 度 1. 
《c) 顶 点 1 有 度 3， 顶 点 2 和 3 有 度 2， 顶 点 4 和 5 和 6 有 度 1. 

32. 寻找 下 列 情况 的 标签 树 的 数量 : 

(a) 六 个 顶点 ， 其 中 四 个 有 度 2. 
《b) 八 个 顶点 ， 其 中 六 个 有 度 2. 
《c) 五 个 项 点， 其 中 正好 有 三 个 有 度 1. 
《d) 六 个 项 点， 其 中 正好 有 三 个 有 度 1. 


2 
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33. HEM: 如 果 da, #n—2, WN, dz, =, d)=0. [提示 : 对 边 数 计数 . ] 
a 
34. 这 一 练习 给 出 定理 3. 22 的 证 明 框架 。 使 用 等 式 (3. 21) 的 右边 定义 Md, dzs s 加 )， 只 要 证 明 如 果 
n>2， 所 有 d RERNE 了 di 一 a 一 2， 那么 
a 


Ndi,di,***,d,) = Md: sdz sda) (3. 22) 
即 可 . 
(a) 在 给 定 假设 下 ， 对 "一 2 证 实 (3. 22) 式 . 
(b) 在 给 定 假设 下 ,证 明 : 对 于 某 个 i 有 4d; 二 0. 


(c) 假 设 (b) 中 的 i 是 nw， 证 明 下 面 的 等 式 : 
Nd sdi yt sent 0) =N(di — 152 sd; ,ee 
十 Nd sd: — leds + 
十 Nd sdz ds, 
HPA d> Nd, doy s diis de—1y desis oy 
《d) 证 明 M 也 满足 (3. 23) 式 . 
《e) 通 过 对 nn 作 归纳 证 明 (3. 22) 式 (用 第 6 章 的 术语 来 说 ， 这 一 证 明 本 质 上 相当 于 证 明 : 如 果 M 和 NN 满 
足 相同 的 递归 式 和 相同 的 初始 条 件 ， 那 么 有 M 一 N). 
35. 确定 下 列 矩阵 哪些 是 附加 距离 矩阵 . 


JH (3.23) 
i), 
da- HRES. 23) 式 的 右边 . 


pois sg 

rand Pipes rozal 
wli oz wji o el olse al 
2 Aeg lo 21 of 


36. a) 证 明 在 图 3. 83 的 树 a 中， 定理 3. 23 中 的 所 有 三 个 和 都 相等 
(b) 证 明 对 于 图 3. 83 的 树 b 上 述 结论 为 假 . 


ay e 
ye, 
be 4, 
d, A vi 
le ie, 
a) b) 


图 3.83 ” 边 加 权 树 .在 这 些 树 中 ，a 中 从 工 到 i、 到 j、 到 k、 到 1 的 链 的 
长 度 和 b 中 从 到 i、 到 j 和 y 到 k、 到 4 的 链 的 长 度 是 任意 的 
而 且 ， 可 以 把 任意 正 权 a., b, c. d, e 分 配给 这 些 边 


37. 假设 是 一 棵 边 加 权 树 且 有 
di 四 十 dh) < disk) +d, D = did + dk). 
js k, LRF 3. 83 的 a 或 者 b 中. 
38. 假设 是 一 棵 种 系 发 生 树 ， 且 每 一 个 顶点 至 多 有 三 个 邻居 ， 当 每 一 个 “进化 事件 ”涉及 一 个 种 群 分 离 成 
两 个 新 种 群 时 出 现 这 一 情况 ， 根 据 练习 37 证 明 对 于 所 有 的 i,，j, ke l, EA 3. 23 中 的 三 个 和 之 一 严格 
小 于 其 他 两 个 和 . 


3.6 根 树 的 应 用 3 
3.6.1 定义 


使 用 树 搜索 一 个 表格 或 文件 是 计算 机 科学 中 最 重要 的 操作 之 一 ， 在 例 2. 18 中 , 我 们 讨论 了 
搜索 一 个 文件 寻找 某 个 人 的 键 (识别 数字 ) 的 问题 ， 并 指出 存在 更 有 效 的 搜索 方法 而 不 是 只 简单 
地 从 列表 的 头 走 到 尾 ， 本 节 给 出 如 何 使 用 搜索 树 做 到 这 一 点 .然后 ， 对 于 计算 机 科学 中 的 另 一 个 
重要 问题 我 们 给 出 如 何 使 用 树 : 把 一 组 给 定 元 素 按 其 自然 顺序 排序 ， 如 给 定 的 数字 列表 ， 最 后 ， 


O 本 节 可 以 跳 过 - 
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我 们 使 用 关键 字 的 思想 阐述 3. 5. 7 节 中 讨论 的 种 系 发 生 树 重建 问题 的 一 个 不 同方 法 . 

在 定义 搜索 树 之 前 ,我 们 注意 到 图 3. 72 到 图 3. 74 中 的 每 一 棵 树 都 是 按 下 面 的 方式 画 出 来 
的 . 每 一 个 顶点 有 层次 (levej)0，1，2,，…,，k 正好 存在 一 个 层次 是 0 的 顶点 ， 根 (roob)， 所 有 
邻接 顶点 正好 相差 一 个 层次 ， 且 位 于 层次 i+] 上 的 每 一 个 顶点 正好 与 位 于 层次 i 上 的 一 个 顶点 
邻接 ， 这 样 的 树 称 为 根 树 (rooted tree) (不 难 证 明 ， 在 指定 一 个 顶点 作为 根 之 后 ， 每 一 棵 树 都 可 被 
认为 是 根 树 ; 参见 练习 5)。 数 字 上 称 为 这 一 根 树 的 高 度 (height)， 在 图 3.72 中 的 例子 中 ,层次 0 
( 根 ) 的 顶点 是 Boss; 层次 1 的 顶点 是 Jones, Smith 和 Brown; 层次 2 的 顶点 是 Johnson, Jackson 
等 等 ， 层 次 3 的 顶点 是 Allen 和 Baker 等 等 。 高 度 是 3， 在 一 棵 根 树 中 ， 所 有 与 顶点 u 邻接 且 位 
Fiku 低 的 层次 上 的 顶点 称 为 u AIRF (children). 例如， 在 图 3.72 中 ，Brown 的 孩子 是 White 、 
Black 和 Green。 在 一 棵 树 上 ， 通 过 一 条 顶点 链 与 “相连 且 位 于 比 x 低 的 层次 上 的 所 有 顶点 称 为 u 
的 后 代 (descendant)， 因 此 ， 在 我 们 的 例子 中 ，Brown 的 后 代 是 White, Black, Green, Engel, 
Freyer 和 Gold, 

一 棵 根 树 称 为 m 元 (mary) 树 ， 如 果 每 一 个 顶点 有 m 个 或 少 
Fim 个 孩子 ，2 元 根 树 称 为 二 又 树 (binary tree)， 一 棵 根 树 称 为 
HA m A(complete mrary) 树 ， 如 果 每 一 个 项 点 或 有 0 PBK m 
孩子 ， 图 3. 84 给 出 一 个 完全 二 叉 树 ， 在 一 棵 二 叉 树 中 ， 我 们 将 
假设 一 个 顶点 的 任意 孩子 被 指明 为 左 孩 子 (left child) 或 右 孩子 
Cright child), 

【 例 3. 33 代码 树 】 当 需 要 传输 数据 时 ， 每 一 个 符号 被 编码 ， 
或 被 指定 一 个 二 进 制 电 ， 假 设 数据 由 成 绩 组 成 : 15 个 A、27 个 1 3 5 7 
B、13 个 C、4 个 DD 和 1 个 F， 如果 每 一 个 位 串 的 长 度 相 同 ， 那 ”图 3.84 一 个 完全 二 叉 搜 索 树 
么 我 们 需要 长 度 为 三 (或 更 长 ) 的 位 串 表示 这 五 个 符号 ， 因 此 这 一 
数据 集合 至 少 需 要 


(15 十 27 十 13 十 4 十 1)。3 = 180 fù. 


如 果 我 们 是 要 最 小 化 需要 传输 的 位 数 ， 那 么 将 不 能 使 用 长 度 为 4 或 更 长 的 位 串 . 
如 果 允 许 我 们 使 用 可 变 长 度 的 位 串 ， 那 么 就 能 节省 更 多 ， 假 设 我 们 如 下 表示 成 绩 ，A: Ol, B: 
1, C; 111, D; 10, F; 010， 现 在 我 们 只 需要 
(15.2) 十 (27。1) 十 (13。3) 十 (4。2) 十 (1。3) = 107 fù. 


尽管 这 节省 了 传输 的 位 数 ， 但 对 于 这 一 编码 还 存在 一 个 问题 ， 考虑 下 面 的 传输 :， 01011. 
收 者 开始 解码 时 ， 第 一 个 成 绩 是 什么 ?可 能 是 一 个 A， 因 为 传输 开始 于 01， 然 而 ， 也 可 以 解释 
成 一 个 F， 因 为 传输 也 开始 于 010， 这 一 问题 的 出 现 是 因为 一 个 位 串 是 某 个 其 他 位 串 的 前 轰 ， 我 
们 需要 寻找 一 种 这 一 情况 不 会 发 生 的 编码 、 这 样 的 编码 称 为 前 轰 码 (prefix code). 

容易 找到 前 辍 码 (事实 上 ， 上 面 的 长 度 为 3 的 位 串 编 码 就 是 前 辍 码 )， 考 虑 图 3. 85 中 的 二 叉 
树 ， 在 该 树 中 ， 左 分 支 被 标记 为 0， 右 分 支 被 标记 为 1， 通 过 查看 从 根 到 这 个 顶点 的 唯一 链 ， 可 
生成 一 个 与 每 个 顶点 相关 联 的 位 串 ， 表示 各 成 绩 的 顶点 相应 地 被 标记 ， 注 意 到 标签 为 BO010) 的 顶 
点 的 唯一 链 开始 于 根 且 走向 左 侧 (0)， 然 后 到 右 侧 (1) 再 到 左 侧 (0). 

这 一 前 轰 码 在 把 长 度 为 3 的 位 串 指定 给 每 一 个 成 绩 的 编码 时 可 以 节省 位 数 . 但是， 这 是 我 们 
能 做 的 最 好 的 吗 ? 同上 面 一 样 ， 与 前 辍 码 相关 的 树 称 为 代码 树 (code tree). H 3.85 仅 是 关于 该 
例 的 代码 树 的 一 个 例子 .最 小 化 传输 数据 位 数 的 问题 等 价 于 寻找 一 棵 最 优 的 代码 树 ， 给 定 一 
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个 符号 集合 和 这 些 符号 的 使 用 频率 ，Huffman[1952] 给 出 构建 最 优 代码 树 的 算法 ， 下 面 算法 输出 
的 最 优 代码 树 有 时 称 为 太夫 曼 树 (Huffman tree). 


算法 3. 2: 最 优 代码 树 

MA: 个 独立 顶点 ( 根 树 ) 的 森林 S， 带 有 标签 和 权 ， 
标签 是 符号 {9 20 ot sh BEAR. for os fale 

BH: RREH. 

SRL ESPERARARDRK fi 和 f; HRT 
ar. 

BRL NE-AR RAR sj OH fy = Sit fy 并 且 以 
工 和 了" 作为 它 的 孩子 的 完全 二 又 树 T. 

PRI ATRARS PHT MT’. 如 果 S 是 一 棵 树 ， 
停止 并 输出 S， 和 否则， 返回 到 步 又 1. 图 3. 85 一 棵 代码 树 


作为 一 个 例子 ， 假 设 需要 传输 下 面 的 数据 : 15 个 A，4 个 B，10 个 C，15 个 D，11 个 及 格 
和 3 个 不 及 格 ， 图 3. 86 给 出 使 用 算法 3. 2 的 一 个 最 优 代码 树 的 构建 过 程 ， 注 意 ， 如 果 所 有 位 串 
的 长 度 必须 相同 ， 那 么 6 个 不 同 的 信息 (A，B，C，D， 及格, 不 及 格 ) 至 少 需 要 长 度 为 3 的 位 串 . 
因此 ， 传 输 的 位 的 总 数量 等 于 (15 十 4 十 10 十 15 十 11 十 3)。3 三 174. 使 用 算法 3.2， 我 们 发 现 只 
需要 


203 


B 


(15。2) 十 (4。4) 十 (10。3) 十 (15。2) 十 (11。2) 十 (3。4) = 140 
个 位 ， 节 约 了 大 约 20%， 我 们 在 练习 中 证 明 这 一 算法 的 最 优 性 (参见 练习 20)， 第 10 章 有 更 多 关 
于 代码 的 内 容 . (204) 


e 
3 4 1 4 15 


图 3.86 使 用 算法 3.2 传输 15 个 A、4 个 B、10 个 C、15 个 D、11 个 及 格 和 3 个 不 及 格 
的 最 优 代 码 树 (图 /算法 开始 于 左上 角 ， 且 沿 逆 时 针 进 行 ) a 


3.6.2 搜索 树 

假设 我 们 有 一 个 n 个 名 字 的 文件 . 设 本 是 任意 二 丸 ( 根 ) 树 。 按 下 面 的 方法 使 用 一 个 键 (一 个 
SHOW 的 每 一 个 顶点 RRE: WMR u 有 一 个 孩子 ， 那 么 它 的 左 孩子 和 左 孩 子 的 所 有 后 代 得 
到 比 “的 键 的 实数 小 的 键 ， 它 的 右 孩子 和 右 孩子 的 所 有 后 代 得 到 比 “的 键 的 实数 大 的 键 ， 带 有 这 
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样 标签 的 二 叉 树 称 为 二 又 搜索 树 (binary search tree)( 可 以 为 每 一 个 二 叉 树 找到 这 样 的 标签 ; 参见 
下 面 的 内 容 )。 图 3. 84 给 出 - -个 完全 二 叉 搜索 树 ， 在 这 棵 二 又 树 上 ， 键 是 整数 1，2，…，11. 
现在 给 定 一 个 键 &， 为 了 定位 这 个 键 我 们 从 根 开始 搜索 这 棵 二 叉 树 。 在 每 个 阶段 ， 我 们 寻找 被 
检查 的 顶点 z 的 键 ， 开 始 时 工 是 根 .我 们 看 上 是 等 于 、 小 于 ， 还 是 大 于 z 的 键 ， 如 果 等 于 ， 那 么 
我 们 就 已 找到 了 所 要 的 文件 ， 如 果 小 于 ， 我 们 接 下 来 看 的 左 孩 子 ， 如 果 大 于 ， 我 们 接 下 来 看 x 
的 右 孩子 ， 持 续 同 样 的 过 程 . 例 如， 使 用 图 3. 84 的 二 叉 搜索 树 ， 为 了 寻找 键 7， 我 们 从 键 8 开 
始 ， 这 是 树 的 根 ， 然 后 我 们 走 到 键 4( 因 为 7 小 于 8)， 然 后 走 到 键 6( 因 为 7 大 于 4)， 然 后 走 到 键 
7( 因 为 7 大 于 6)， 注 意 ,我 们 的 搜索 花 了 四 步 而 不 是 按照 列表 1，2，…，11 的 顺序 搜索 所 需 的 
七 步 .关于 二 叉 搜 索 树 的 其 他 应 用 参见 练习 23. 

假设 我 们 能 够 找到 一 个 二 叉 搜索 树 ， 最 坏 情况 下 文件 搜索 的 计算 复杂 度 是 什么 呢 ? 这 个 复 
杂 度 是 从 根 降 到 没有 孩子 的 顶点 的 最 长 链 中 顶点 的 个 数 ; 即 它 比 二 叉 搜索 树 的 高 度 大 1， 显 然 ， 
如 果 我 们 找到 高 度 最 小 的 二 叉 搜索 树 ， 那 么 可 以 最 小 化 这 个 计算 复杂 度 ， 现在， 任意 的 二 又 树 都 
可 以 改 成 二 又 搜索 树 ， 关 于 其 证 明和 算法 不 妨 参见 Reingold，Nievergelt 和 Deo[1977]， 因 此 ， 
留 给 我 们 下 面 的 问题 ， 给 定 >， 有 ”个 顶点 且 高 度 为 的 二 叉 树 的 最 小 h 是 什么 ? 我 们 将 通过 下 
面 的 定理 回答 这 一 问题 ， 这 一 定理 的 证 明 已 在 3. 6. 3 节 中 给 出 ， 其 中 , [al 是 比 a 大 或 等 于 a 的 最 
小 整数 . 

定理 3.24 nn 个 顶点 的 二 叉 树 的 最 小 高 度 是 log2 (n 十 1) 1-1. 

图 3. 84 中 的 二 叉 树 是 有 11 个 顶点 和 最 小 高 度 3 的 二 叉 树 ， 因 为 

f loge (n+1)1=Tlogz12)=[3. 58] = 4. 
总 之 ,定理 3. 24 给 出 使 用 二 叉 搜索 树 搜索 文件 的 计算 复杂 度 的 一 个 对 数 下 界 ， 
f loge (n+ 1) 1—1+1=f loge(n+ D) l 

当然 ， 可 以 通过 寻找 最 小 高 度 二 叉 搜索 树 而 得 到 这 一 下 界 ， 这 样 的 二 叉 搜索 树 总 是 可 以 找到 的 
(参见 定理 3. 24 的 证 明 )， 这 一 结果 概括 如 下 . 

推论 3. 24.1 使 用 二 又 搜索 树 的 文件 搜索 的 计算 复杂 度 是 | logz (n 十 1) 1. 

一 般 来 说 ， 这 一 对 数 复杂 度 比 我 们 在 例 2. 18 中 得 到 的 通过 按 顺 序 查看 列表 中 的 项 来 搜索 文 
件 的 复杂 度 n 要 好 得 多 。 因 为 当 n 增 大 时 ， 对 数 「 log (tD | 会 比 n 小 的 多 . 
3.6.3 定理 3. 24 的 证 明 S 

为 了 证 明定 理 3. 24， 我 们 首先 证 明 下 面 的 定理 . 

定理 3.25 如 果 丁 是 一 个 有 n 个 顶点 且 高 度 为 hh HAR, ML nA, 

证 明 层次 0 上 存在 一 个 项 点， 层次 1 上 至 多 有 21 一 2 个 顶点 ， 层 次 2 上 至 多 有 22 一 4 个 顶 
点 ， 层 次 3 上 至 多 有 23 一 8 个 顶点 ，…， 层 次 六 上 至 多 有 2* PBA. 因此 ， 有 


n12 H2 H2 十 … 十 21. (3.24) 
现在 ， 我 们 使 用 一 般 公式 
ltrtattetat =e, zz1, (3.25) 
这 一 公式 是 本 书 中 一 个 非常 有 用 的 公式 .把 2=2 RAG. 25) 式 中 并 使 用 (3. 24) 式 ， 我 们 得 到 
nc a 一 260 一 1 n 


O 本 小 节 可 以 跳 过 . 
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定理 3. 24 的 证 明 RTA 
21 >n+1, 
h+1>log (n+ DD), 
hDloge (ntl) —1. 
因为 /是 一 个 整数 ， 所 以 
三 Tlogz(n 十 D)1 一 1 


所 以 ,每 一 个 有 个 顶点 的 二 叉 树 的 高 度 至 少 是 『 logz(n 十 1) ] 一 1， 显然 ， 可 以 直接 证 明 总 是 存 
在 有 个 顶点 的 二 叉 树 ， 其 高 度 正好 等 于 p= logat 1 一 1。 事实 上 ， 没有 孩子 的 顶点 都 在 
层次 p 或 p 一 1 上 的 任意 完全 二 叉 树 就 是 这 样 的 二 叉 树 信 . a 
3.6.4 排序 


计算 机 科学 中 的 一 个 基础 问题 是 以 白 然 顺序 放置 一 组 项 的 问题 ， 这 通常 是 根据 某 个 数值 . 
我 们 称 这 样 的 问题 为 排序 问题 (sorting problem)， 我 们 研究 通过 项 对 的 比较 进行 排序 的 问题 

通过 比较 进行 排序 的 任意 算法 可 以 由 一 棵 称 为 决策 树 (decision tree) 的 (完全 ) 二叉树 表示 . 
图 3.87 给 出 排序 三 个 数 a 、 和 < 的 计算 机 程序 的 决策 树 ， 在 每 一 种 情况 中 ， 树 的 项 点 对 应 于 一 
个 检测 问题 或 一 个 输出 ， 在 每 一 个 检测 问题 顶点 处 ， 如 果 检测 问题 的 答案 为 “是 ” 则 控制 转向 左 孩 
子 ， 和 否则 控制 转向 右 孩子 ， 输 出 顶点 由 方 格 表示 ， 检 测 顶 点 由 椭圆 表示 .由 图 3. 87 的 决策 树 所 
示 的 这 一 算法 的 复杂 度 ， 是 在 最 坏 情况 下 达到 一 个 决策 所 需 的 步骤 数 (比较 )， 因 为 输出 对 应 于 
没有 孩子 的 项 点， 所 以 通过 寻找 从 根 到 工 的 没有 孩子 的 顶点 的 最 长 链 的 顶点 个 数 ， 再 减 去 1， 
即 通过 确定 二 又 树 的 高 度 可 以 得 到 这 一 复杂 度 ， 在 我 们 的 例子 中 ， 这 一 高 度 是 3. 


顺序 是 顺序 是 顺序 是 WFE 


a<c<b e<a<b b<c<a c<b<a 


图 3. 87 关于 数 的 集合 {a，5b，c) 排 序 的 一 棵 决策 树 T 


在 一 棵 根 树 中 ， 我 们 称 没有 孩子 的 顶点 为 叶子 (对 应 于 叶子 的 内 容 已 在 3. 5. 7 节 中 定义 )， 注 
意 ,为 了 给 一 组 个 不 同 项 目 排 序 ， 有 p! 种 可 能 的 顺序 ， 所 以 排序 的 决策 树 将 至 少 有 p! 个 叶子 
(我 们 说 “至 少 "是 因为 若干 从 一 个 根 出 发 的 链 可 能 有 相同 的 顺序 )、 现 在 ， 我 们 有 下 面 的 定理 ， 其 
证 明 留 作 练习 (练习 33). 

定理 3.26 高 度 为 六 的 二 又 树 至 多 有 24 个 叶子 . 


O 这 样 的 二 又 树 称 为 是 平衡 的 (balanced)、 图 3. 84 是 一 个 平衡 二 叉 树 的 例子 . 


209] 
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通过 图 3. 74 或 图 3. 84 的 二 叉 树 很 容易 说 明 这 一 定理 . 

定理 3.27 通过 逐 对 比较 排序 PLA 个 项 的 任意 算法 在 最 坏 的 情况 下 至 少 需 要 cplogep! kie 
较 ， 其 中 < 是 一 个 正常 量 . 

证 明 我们 已 经 观察 到 对 p 个 项 排序 的 任意 决策 树 必须 至 少 有 p! 个 叶子 因此， 在 最 坏 的 
情况 下 的 比较 次 数 即 树 T 的 高 度 ， 必 须 至 少 是 logz p! (因为 2o%?! 一 p1)， 现 在 ,对 于 pel. 有 


pl>pcp—D6p—2 ($= (4). 
因此 ， 对 于 pd, 有 
loge p! > lowe (各 )” = Plog (4) > 210g p = +p tose p. n 


有 很 多 确实 达到 定理 3. 27 的 下 界 的 排序 算法 ， 即 可 以 通过 plog: p 的 常量 倍 步骤 实现 排序 . 
其 中 已 知 较 好 算法 是 堆 排序 ， 在 下 面 和 练习 中 我 们 讨论 两 个 著名 的 排序 算法 一 一 冒 泡 排序 和 快 
速 排序 ， 这 两 个 排序 达 不 到 定理 3. 27 中 的 下 界 ， 关 于 所 有 三 种 算法 的 更 仔细 讨论 ， 不 妨 参见 
Baase[1992] Brassard 和 Bratley[1995], Manber[1989]. 注意 cplogzp<cp?, FKLH cploge p 
步 的 算法 一 定 是 多 项 式 界定 的 算法 . 

在 称 为 冒 泡 排 序 (bubble sort) 的 算法 中 ， 我们 开始 于 一 个 有 p 个 (不 同 ) 项 的 有 序 集合 ， 和 希望 
把 这 些 项 放 在 它们 的 正确 (递增 ) 顺 序 上 .我 们 不 断 地 比较 列表 中 第 i 项 和 第 (i 二 1) 项， 如果 第 i 
项 大 于 第 (i 十 1) 项 ， 那 么 交换 它们 ， 这 一 算法 之 所 以 被 称 为 冒 泡 排序 ， 是 因为 较 大 的 项 总 是 上 升 
到 顶层 ， 就 像 香槟 酒 里 的 泡 泡 一 样 ， 下 面 ， 更 形式 地 描述 这 一 算法 . 


算法 3.3: WHE 

MA: 户 个 项 的 有 序列 表 al，az，…，ap-… 

输出 : 按 递增 顺序 的 al az, es ap 的 列表 . 

PRI & m=p-l. 

步骤 2. 对 于 i 二 1，2，…，m， 如 果 ai>ai+1， 则 交换 a; Pais. 

HRI Eml 如 果 m 现 在 是 0 停止 并 输出 这 一 顺序 。 否则 返回 步 怠 2. 


为 了 说 明 冒 泡 排 序 ， 假 设 我 们 从 顺序 516423 开始 ， 首 先 我 们 令 m=p 一 1=5， 比 较 5 和 1 并 
交换 它们 ， 得 到 156423， 然 后 比较 5 和 6， 保留 这 一 顺序 ， 比 较 6 和 4 并 交换 它们 ， 得 到 
154623， 接 下 ， 比 较 6 和 2 并 交换 它们 ， 得 到 154263， 最 后 ， 比 较 6 和 3 并 交换 它们 ， 得 到 
154236, 我 们 把 m 递减 到 4， 并 重复 这 一 过 程 ， 相 继 得 到 154236, 145236, 142536 和 142356. 
注意 我 们 不 必 比 较 5 和 6， 因 为 m 现在 是 4 我 们 把 m 递减 到 3 并 重复 这 一 过 程 ， 得 到 142356、 
124356 #123456. FAR m FF 2， 我 们 得 到 123456 和 123456， 注 意 ， 没 有 再 需要 交换 的 ， 接 
下 来 ， 我 们 设 m 一 1， 没 有 需要 交换 的 ， 最 后 我 们 设 m 二 0， 并 输出 这 一 顺序 123456. 

关于 顺序 a, b, cy d 的 冒 泡 排序 的 部 分 决策 树 如 图 3. 88 所 示 . 

注意 冒 泡 排序 需要 p(p 一 1)/2 次 比较 .因为 第 m 次 迭代 ， 或 第 m 次 重复 这 一 过 程 需要 m 
次 比较 ， 且 m 取 值 为 p 一 1，p 一 2，…，1. 因 此， 利用 算术 级 数 求 和 的 标准 公式 ， 我 们 看 到 总 
共 需 要 


Cp—D+p-D++1= PPD 


步 . 使 用 2. 18 节 的 术语 ， 这 一 冒 泡 排序 算法 不 如 需要 cplogzp 步 的 算法 有 效 ， 因 为 冒 泡 排序 是 
ODRE, H 大 RE Oplog: p). 
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得 到 顺序 abcd 
检测 : 是 c<d? 


得 到 顺序 cobd 
检测 :是 a<b? 
E 


得 到 顺序 cbad 得 到 顺序 bcad 
Amd Qmo 
输出 顺序 cbad 输出 顺序 bcad 


图 3. 88 关于 四 个 项 abcd 的 有 序 集合 的 冒 泡 排序 的 部 分 决策 树 
(标签 * 和 ** 用 于 练习 28) 
3.6.5 完美 种 系 发 生 问题 
本 节 描 述 的 模型 不 同 于 3. 5. 7 节 给 出 的 对 应 于 给 定 现存 物种 集合 重 构 种 系 发 生 树 的 模型 . 
设 三 是 一 个 字母 表 (“ 字 母 ”的 集合 )， 一 个 三 模式 (pattern) 是 一 个 取 自 这 一 字母 表 的 字母 的 
序列 。 例 如， 如果 三 是 由 字母 表 的 26 个 字母 组 成 的 ， 那么 
“tomato” 是 一 个 模式 ， 而 如 果 S={0, 1}, 那么 一 个 位 串 是 
MER. PEI 的 模式 的 一 个 有 限 集合 。P 的 一 个 关 
键 字 树 (keyword tree) 是 满足 下 列 条 件 的 根 树 : 
。 每 一 条 边 用 一 个 来 自 于 三 的 字母 标签 
。 出 自给 定 顶点 的 任意 两 条 边 有 不 同 的 标签 . 
。 卫 中 的 每 一 个 模式 正好 对 应 于 一 个 叶子 ,使 得 从 
根 到 这 一 叶子 的 路 径 上 的 字母 按 其 顺序 给 出 这 个 
模式 . 
作为 例子 ， 图 3. 89 给 出 模式 集合 {tomato，tomahawk， 
token，torrent，torpedo} 的 关键 字 树 .构建 关键 字 树 的 算 
法 在 Gusfield[1997] 中 有 描述 . 图 3.89 关键 字 村 


212] 


140 第 一 部 分 组合 数学 的 基本 工具 


重 构 进化 历史 的 一 个 方法 是 : 研究 诸如 物种 这 样 的 生物 对 象 有 或 没有 的 特征 ， 这些 特 征 可 
能 是 诸如 有 冰 椎 、 有 羽毛 或 直立 行走 等 等 。 它 们 还 可 能 是 更 微妙 的 诸如 “蛋白 质 A 提高 蛋白 质 B 
的 表现 ”的 事情 ,或 者 该 类 物种 在 DNA 序列 的 第 p MEARE OA m, WE, ADE 
等 ， 在 所 有 这 些 情况 中 ， 我 们 说 我 们 有 二 分 特征 (binary character) ， 其 中 ， 对 象 (特别 是 物种 ) 或 
者 有 这 一 特征 或 者 没有 这 一 特征 .假设 我 们 感 兴趣 的 是 ”个 物种 的 
集合 S 和 m 个 特征 的 集合 C， 我 们 可 以 把 进化 考虑 为 从 一 位 没有 C 
中 给 定 特征 的 祖先 ( 树 的 根 ) 开 始 发 生 的 。 在 某 一 点 ， 一 个 特征 显现 
出 来 ， 于 是 ， 我 们 给 一 条 从 没有 给 定 特征 的 给 定 顶 点 到 它 的 孩子 的 
边 赋 标 签 ， 其 方法 是 ， 把 这 一 特征 的 名 字 放 置 到 这 条 边 上 ， 为 简单 
起 见 ， 我 们 假设 一 旦 一 个 特征 显现 出 来 ， 它 就 再 不 消失 ， 于 是 ， 在 
我 们 得 到 这 棵 树 的 一 个 叶子 时 ， 从 根 到 这 一 叶子 的 路 径 给 出 该 物种 ”图 3. 90 一 棵 种 系 发 生 树 
所 显现 出 来 的 所 有 特征 的 名 字 ， 图 3. 90 给 出 一 个 例子 ， 这里， 物种 1 有 特征 a 和 c， 物 种 3 有 特 
征 a, e 和 d 等 等 . 

已 知 每 一 物种 拥有 的 特征 的 有 关 信息 ， 实 际 上 我 们 要 重 构 类 似 于 图 3. 90 的 树 ， 为 了 精确 地 
阐述 这 一 问题 我 们 取 M 为 0 和 1 构成 的 nXm 甜 阵 ， 它 的 (i, 门 项 等 于 1 当 且 仅 当 物 种 ; 有 特 
4Ej. M 的 种 系 发 生 树 (phylogenetic tree) 是 一 棵 根 树 ， 它 恰好 有 个 叶子 和 m 条 边 ， 且 满足 下 列 
性 质 ， 

。 集 合 5 的 nn 个 物种 中 的 每 一 个 物种 正好 标记 一 个 叶子 

。 集 合 C 的 m 个 特征 的 每 一 个 特征 正好 标记 一 条 边 . 

。 对 于 任意 物种 ， 沿 着 从 根 到 以 ;为 标签 的 叶子 的 路 径 上 给 边 贱 标 签 的 特征 指定 了 使 得 

AM(i,， 力 =1 的 所 有 特征 j. 

我 们 希望 知道 ， 给 定 一 个 矩阵 ， 是 否 能 够 为 M 构建 一 棵 种 系 发 生 树 ， 这 就 是 完美 种 系 发 生 
问题 (perfect phylogeny problem). 例如， 考虑 下 面 的 矩阵 M: 
cdef 
1000 


g 
0 
0 
0 
1 


[二 


0 
0 
0 


oomo" 


b 
0 
1 
0 
0 
0 


rococo 


0 0 
对 此 ， 图 3. 90 中 的 树 给 出 M 的 一 棵 种 系 发 生 树 。 特 别 地 ，M 的 种 系 发 生 树 是 一 种 由 给 定 物种 所 
有 具有 的 特征 定义 的 模式 集合 的 关键 字 树 。 并 非 每 一 个 M 都 有 种 系 发 生 树 。 例如， 下面 的 矩阵 就 
没有 种 系 发 生 树 : 


a 
1 f 
2 /1 

1 


mm ee 


4 lo 0. 
我 们 从 下 面 的 定理 将 看 到 为 什么 这 一 矩阵 没有 种 系 发 生 树 ， 然而， 在 看 到 下 面 的 定理 之 前 ， 读 者 
也 许 希 望 使 用 这 个 小 例子 尝试 着 构建 这 样 的 一 棵 树 . 

为 了 解决 完美 种 系 发 生 问题 ， 设 O; EEM 的 第 j 列 上 有 1 的 物种 的 集合 . 


o 
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定理 3. 28(Estabrook, Johnson 和 McMorris[1975，1976a，b]) ”一 个 和 给 阵 有 种 系 发 生 树 当 且 
RAST jfk, KAO; 和 Ok 不 相交 ， 或 者 一 个 包含 另 一 个 . 

使 用 OLmm) 步 构建 种 系 发 生 树 的 算法 由 Gusfield[1991] 给 出 ， 更 详细 的 内 容 可 以 参见 
Gusfield[1997]， 如 果 每 一 个 特征 有 两 种 以 上 的 可 能 状态 出 现 ， 这 一 问题 就 会 变 得 更 加 复杂 、 例 
如 ， 我 们 可 能 说 DNA 链 第 个 位 置 能 够 有 的 状态 是 A、T、C 或 G， 一 些 人 研究 了 这 种 更 一 般 情 
况 下 的 完美 种 系 发 生 问 题 ， 其 中 包括 Agarwala 和 Fernandez-Baca[1994]、Bodlaender，Fellows 
和 Warnow[1992]、Kannan 和 Warnow[1994, 1995], Steel[1992J. 

本 节 练 习 

1. 对 于 图 3. 91 中 的 根 树 ， 确 定 每 一 个 顶点 的 层次 . 

2. 对 于 图 3. 92 中 的 每 棵 根 树 ， 确 定 每 一 个 顶点 的 层次 . 

3. 对 于 图 3. 92 中 的 每 棵 根 树 ， 确 定 这 棵 树 的 高 度 . 

4. 对 于 图 3. 92 中 的 每 棵 根 树 ， 确 定 项 点 / 的 所 有 后 代 . 

5. 对 于 图 3. 71 中 的 每 棵 树 ， 标 记 每 一 个 顶点， 并 为 根 选择 
一 个 顶点， 确定 其 余 项 点 的 层次 和 这 樟树 的 高 度 . 


6. 图 3.91 中 的 树 是 二 又 搜索 树 吗 ? 如 果 是 ， 描 述 如 何 搜索 键 7 ! 3 5 7 9 1 13 15 
7. 确定 有 个 项 点 的 平衡 二 叉 树 ， 其 中 图 3.91 3.6 节 练习 的 根 树 
(a)n=5 (b)n=8 (On=12 (d)n=15 


a) b) o) 
图 3. 92 3.6 节 练 习 的 根 树 


8. 对 于 下 列 情况 ， 确 定 一 棵 完全 二 又 树 : 


(a) 高 度 为 3 且 8 个 叶子 (b) 高 度 为 3 和 少 于 8 个 叶子 
9. 确定 有 11 个 顶点 且 满 足下 列 条 件 的 完全 二 叉 树 : 

(a) 高 度 尽 可 能 大 《b) 高 度 尽 可 能 小 
10. 确定 有 ”个 项 点 的 二 又 搜索 树 ， 其 中 是 : 

(a)10 (b)14 (18 (d)20 
11. 确定 有 n PAR SO SBE, JEP nd 

(a)74 (b)512 (c) 4095 


12. 完全 二 又 树 可 以 用 于 编码 ”位 的 位 串 如 下 .在 任意 项 点 处 ， 它 的 左 孩 子 被 标记 为 0， 它 的 右 孩子 被 标记 
为 1， 于 是 一 个 位 串 对 应 于 一 个 从 根 到 一 个 没有 孩子 的 顶点 的 简单 链 ， 对 于 "一 4， 画 出 一 棵 这 样 的 树 ， 
并 寻找 对 应 于 串 1011 的 简单 链 . 

13. 在 有 nn 个 顶点 的 所 有 三 丸 (3 元) 树 中 ， 最 小 的 可 能 高 度 是 多 少 ? 


目 
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14. 使 用 图 3. 85 中 的 代码 树 ， 解 码 下 列传 输 数据 : 

(a)0100100010110011 (bY00010111001010001011100101 
15. 假设 一 个 数据 集合 DD 是 由 四 个 花色 的 一 组 牌 组 成 的 . 

(a) 确 定 DD 的 最 长 位 串 的 长 度 为 2 的 前 辍 码 ， 画 出 相关 代码 树 . 

ORE DD 的 前 辍 码 ， 它 的 一 个 位 串 长 度 是 3， 且 其 余 的 更 短 ， 画 出 相关 的 代码 树 . 
16. 通过 确定 g 和 的 长 度 是 4 或 小 于 4 的 位 串 来 产生 {a,b，c，d，e，f，g，h} 的 前 辍 码 ， 其 中 下 列 的 位 

串 是 已 指定 的 : 

a:00 6b011 el0 dill00 ellol fz 111. 

[提示 ， 画 出 代码 树 . ] 
17. 使 用 算法 3. 2， 确 定 传输 下 列 成 绩 的 最 优 代码 树 : 

(a)4 个 A, 4 个 B, 4 个 B 一 ,4 个 C,，4 个 C 一 , 4 个 D, 4 个 D 一 , 4 个 F. 

(DBA A, 6 个 A 一 , 4 个 B+, IDB, 5 个 B 一 , 9 个 C+, UAC, 5 个 C 一 , 3 个 D+, 3 个 D, 5 

AD- 1 个 F. 
18. 考虑 下 列 数据 : 3 个 A，4 个 B, 7 个 C，14 个 D，14 个 F 
(a) 证 明 算法 3. 2 可 以 产生 不 同 高 度 的 最 优 代码 树 . 
(b) 你 如 何 修改 算法 3. 2 使 其 产生 最 小 高 度 的 最 优 代码 树 . 

.确定 一 个 数据 集合 ， 对 于 这 个 数据 集合 ， 图 3. 93 的 树 是 最 优 代码 树 . 
20. 这 一 练习 证 明 算 法 3. 2 的 输出 的 最 优 性 . 
(a) 证 明 给 定数 据 集合 的 最 优 代码 树 总 是 完全 二 叉 树 . 
(b) 证 明 算 法 3. 2 的 输出 对 包含 两 个 符号 的 数据 集合 是 最 优 的 . 
(0) 假 设 算法 3. 2 的 输出 对 于 含有 "一 1 个 符号 ， 且 n> 的 数据 集合 是 最 优 的 . 

那么 ， 给 定 一 个 包含 个 符号 的 数据 集合 D， 除 去 带 有 最 小 频率 ( 权 )/; 和 

Si 的 两 个 符号 % 和 5 ， 并 用 带 有 频率 Sy fit fy 的 单一 符号 sy 取代 它们 ， 图 3.93 最 优 代码 树 

对 于 这 样 的 新 数据 ， 你 能 说 出 算法 3. 2 的 输出 是 什么 吗 ? 
(dd) 给 顶点 附加 分 别 有 权 S 和 万 的 两 个 孩子 s; Ms. 说 明 为 什么 这 棵 新 树 可 以 由 算法 3.2 产生 . 
(e) 解 释 为 什么 这 棵 新 树 对 于 ”个 符号 的 数据 集合 是 最 优 代 码 树 . 
假设 我 们 有 一 棵 满 平衡 二 又 搜索 树 (fully balanced binary search tree)， 即 一 棵 平衡 二 又 搜索 树 ( 参 见 137 
页 脚注 )， 其 中 每 一 个 没有 孩子 的 顶点 都 在 同一 层次 上 .假设 文件 均等 地 处 于 工 的 ”个 顶点 的 任意 一 个 
顶点 处 ， 如 果 我 们 使 用 寻找 文件 的 平均 步骤 数量 ， 而 不 是 寻找 文件 的 最 大 步骤 数量 来 度量 复杂 度 ， 那 
么 使 用 工 搜索 文件 的 计算 复杂 度 是 什么 ? 
22. 在 一 棵 完全 m 元 根 树 中 ， 如 果 随 机 选取 一 个 顶点 ， 证 明 这 一 顶点 有 一 个 孩子 的 概率 大 约 是 1/m. 
23. (Tucker[1984]) 在 编译 器 中 ， 一 个 控制 字 被 作为 一 个 数 存储 ， 假 设 可 能 的 控制 字 是 GET，DO，ADD, 
FILL, STORE, REPLACE 和 WAIT， 且 这 些 控制 字 分 别 由 数字 1、2、3、4、5、6、7 表示 (用 二 进 制 
符号 )， 给 定 一 个 未 知 的 控制 字 X， 我 们 希望 参照 上 述 列表 中 的 可 能 控制 字 检测 它 ， 直 到 我 们 找到 它 是 
哪个 控制 字 ， 一 个 方法 是 把 X 的 数字 依次 与 对 应 于 控制 字 的 数字 1、2、…、7 比较 ， 另 一 个 方法 是 构 
建 一 棵 二 叉 树 ， 描 述 后 一 种 方法 是 如 何 工作 的 ， 并 构建 一 标 这 样 的 树 . 
二 分 搜索 算法 (binary search algorithm) 搜 索 一 个 有 序 文件 来 查看 一 个 键 = 是 否 在 这 一 文件 中 ， 这 一 文 
HORE nD, <<<. 这 一 算法 是 把 工 与 文件 中 间 的 第 n/2I 个 项 zx HR. MWR a, BK 
一 搜索 完毕 ， 如 果 r< za ， 那 么 埃 ，x*1，…，z 被 排除 在 考虑 范围 之 外 ， 这 一 算法 搜索 文件 n, r 
-1， 仍 从 中 间 项 开始 ， 如 果 >r, WA n, m, e n 被 排除 在 考虑 范围 之 外 ， 这 一 算法 搜索 文件 
Titis Tees e Ter 仍 从 中 间 项 开始 ， 反 复 迭 代 这 一 过 程 . 表 3.5 给 出 两 个 例子 (细节 可 以 参见 
Knuth[1973]. ) 利 用 二 分 搜索 算法 在 下 列 有 序 文件 中 搜索 150: 
(a)22, 36, 83, 148, 150, 190, 201, 225, 216, 221, 301 
(b)18, 29, 149, 301, 399, 625, 648, 833, 901, 949 


21. 


S 


24. 
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R35 两 个 二 分 搜索 


搜索 180 

71 97 164 180 285 436 513 519 522 622 663 687 用 180 与 436 比 较 

71 97 164 180 285 用 180 与 164 比较 
180 285 已 经 找到 180 

搜索 515 


71 97 164 180 285 436 513 519 522 622 663 687 用 515 +5 436 比较 


25 


26. 
27. 


Ss 


28. 


29. 


30. 


8 


31. 


32. 
33. 
34. 
35. 


36. 


37. 


513 519 522 622 663 687 用 515 45 522 比较 


513 519 用 515 与 513 比较 
519 用 515 与 519 比较 
得 到 515 不 在 文件 中 的 结论 


注 ， 在 每 一 种 情况 中 ， 第 一 个 列表 包含 整个 文件 ， 带 下 划 线 的 数字 是 中 间 项 ， 每 一 个 子 序列 给 出 要 搜索 的 剩余 文件 . 


计算 练习 24 中 定义 的 二 分 搜索 算法 的 计算 复杂 度 . [提示 : 证 明 该 算法 使 用 了 一 棵 二 叉 搜 索 树 . ] 

对 顺序 4312 使 用 冒 泡 排序 ， 并 说 明 使 这 一 顺序 变 成 自然 顺序 所 需 的 步 数 . 

对 下 列 顺序 使 用 凡 泡 排序 : 

(a)516324 (b)346152 

在 图 3. 88 中 的 冒 泡 排 序 的 部 分 决策 树 中 ,填充 开 始 于 下 列 标签 的 顶点 的 部 分 ; 

(a) # (b) x 

对 应 于 下 列 各 户 的 值 ， 将 最 坏 情况 下 置 泡 排序 算法 的 复杂 度 与 定理 3. 27 中 的 下 界 做 比较 ; 

(a)? (b)15 

在 称 为 快速 排序 (quick sort) 的 排序 算法 中 ， 我 们 开始 于 有 p 个 项 的 一 个 有 序列 表 ， 并 尝试 寻找 其 自然 
顺序 ， 我 们 从 列表 中 选取 第 一 个 项 ， 并 把 剩余 项 分 成 两 组 ， 即 小 于 所 选项 的 项 为 一 组 和 大 于 这 个 项 的 
项 为 一 组 ， 然 后 ， 我 们 把 所 选项 放 在 两 组 之 间 ， 且 对 每 一 组 重复 这 一 过 程 ， 最 终 ， 我 们 得 到 只 有 一 个 
元 素 组 的 各 组 ， 并 且 停止 ， 例 如 ， 给 定 顺 序 31564827， 我 们 选 出 项 3， 然 后 ，3 之 前 的 项 的 列表 为 12， 
3 之 后 的 项 的 列表 为 56487， 现 在 ， 我 们 运用 这 一 算法 对 这 两 组 排序 ， 例 如 ， 从 第 二 组 中 选 出 5， 得 到 
两 个 子 组 4 和 687， 现 在 ， 我 们 对 它们 排序 ， 以 此 类 推 ， 运 用 快速 排序 算法 对 下 列 有 序列 表 排序 ， 
(a)5176324 (b) 941258376 

如 果 我 们 开始 于 列表 123…p 且 pp 二 5， 那么 在 最 坏 的 情况 下 ， 快 速 排序 算法 (练习 30) 需 要 多 少 步骤 (多 
少 次 比较 )? 

对 于 任意 的 p 重复 练习 31. 

Xt h 作 归 纳 证 明定 理 3. 26. 

寻找 对 应 于 模式 集合 {sentry，seldom，spackle，spanking，spanning，seller} 的 关键 字 树 . 
寻找 对 应 于 字母 表 了 = {(A，T，G，C} 上 的 模式 集合 {ATTCG，AATGC，ATGCC，AATTT， 
AATGTG} 的 关键 字 树 . 

对 于 下 列 每 一 个 由 0 和 1 构成 的 矩阵 M， 确 定 各 完美 种 系 发 生 问题 是 否 有 解 ， 如 果 有 解 ， 则 寻找 M 的 
种 系 发 生 树 . 


abcde abcd 

abcd 
1 100 1 000 

1 oi 
2|oool1 241110 

2 100 
WM= 01 (DM= 11000 (OM=3 |0 10 0 
4 [00010 4 jo0 01 

4 boo 
5 0100 3 0 1 0 


证 明 : 如 果 0 和 1 构成 的 矩阵 M 有 种 系 发 生 树 ， 那 么 对 于 j Mk, RHO, MO, 不 相交 或 者 一 个 包含 另 
一 个 . 
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38. 在 字典 问题 (dictionary problem) 中 ， 已 知 形成 字典 的 模式 集合 。 当 给 出 一 个 模式 时 ， 我 们 想 知 道 它 是 否 
在 字典 中 ， 解 释 关键 字 树 如 何 有 助 于 解决 这 一 问题 ? 

39. 假设 一 个 特征 可 以 取 状态 0，1，2，…，* 中 的 任意 一 个 . 设 MM 是 一 个 项 为 (0， 1, 2,…,，s) 的 nXm 
和 矩阵 ， 且 如 果 物 种 i 在 状态 p HAREJ, WMG, =p. M 的 一 个 完美 种 系 发 生 (perfect phylogeny) 
是 一 棵 根 树 ， 其 中 每 一 个 物种 正好 标记 一 个 叶子， 且 边 用 有 序 三 元 组 Cj， 刀 ，9) 标 记 ， 意 味 着 沿 着 这 条 
W. RHE J 从 状态 p 变 到 状态 g. 假设 在 根 处 ,每 一 个 特征 的 开始 状态 是 给 定 的 ， 而且 对 于 {0，1， 
2，…,s} 中 的 任意 特征 7 和 y， 在 从 根 到 一 个 叶子 的 任意 链 上 ， 至 多 有 一 条 边 对 于 某 个 y 有 形 如 (j，z， 
”的 标签 (在 这 条 链 上 ， 一 个 特征 只 可 能 变化 到 y 一 次 ). 


(DMR s=2 A M=2 |1 2|, 寻找 MM 的 一 个 完美 种 系 发 生 . 
1 


1 
(b) 如 果 s=2 H M= ， 寻 找 M 的 一 个 完美 种 系 发 生 . 


cone 
exronso? 


2 
3 
4 
5 2 
40. 假设 D EAMA. 7H HE Clevel assignment) 是 一 个 层次 Li 到 每 个 顶点 i 的 分 配 ， 使 得 如 果 

G, DERIM., WALL. 证明; 有 向 图 有 层次 分 配 当 且 仅 当 它 没 有 循环 . 

一 个 有 向 图 DD 的 分 级 层次 分 配 (graded level assignment) 是 一 个 这 样 的 层次 分 配 (练习 40)， 它 使 得 如 果 
忆 中 存在 一 条 弧 (i， 力 ， 那 么 有 万 一 证 十 1， 证明: 如 果 D 一 (V，A) 有 一 个 分 级 层次 分 配 ， 那 么 它 是 等 
路 径 的 (equipathic); 即 对 于 V 中 所 有 的 w，v， 所 有 从 u 到 的 简单 路 径 有 相同 的 长 度 . 

42, 假设 工 是 一 棵 根 树 ， 通 过 每 一 条 边 {“，?v} 从 较 低 的 层次 指向 较 高 的 层次 来 给 工 赋 方 向 ， 其 结果 有 向 图 

称 为 有 向 根 树 (directed rooted tree). 
(a) 证 明 每 棵 有 向 根 树 恰好 有 一 个 顶点 ， 从 这 一 顶点 开始 其 余 每 一 个 顶点 都 是 通过 一 条 路 径 可 达 的 . 
(b) 有 向 根 树 是 单 连通 的 吗 ? 
(0) 证 明 每 一 棵 有 向 有 根 树 都 有 一 个 层次 分 配 . 
《d) 假 设 忆 是 一 棵 有 向 根 树 ， 证 明 : DD 有 分 级 层次 分 配 当 且 仅 当 DD 是 等 路 径 的 . 
43, 确定 下 列 各 情况 的 有 根 标签 树 的 数量 : 
(a) 五 个 顶点 ， 有 两 个 有 度 2. 
《b) 五 个 顶点 ， 其 中 根 有 度 2. 
《c) 四 个 项 点， 其 中 根 有 度 1. 


3.7 计算 机 中 图 的 表示 


图 论 中 的 很 多 问题 只 能 在 计算 机 上 解决 ， 事 实 上 ， 高 速 计算 机 器 的 发 展 已 对 图 论 问题 的 解 
决 带 来 了 重大 的 帮助 ， 例 如 ， 四 色 问 题 ， 而 且 它 也 对 图 论 在 其 他 学 科 的 应 用 带 来 重大 的 帮助 ， 与 
此 同时 ， 计 算 机 科学 的 发 展 已 给 图 论 学 家 带 来 诸多 有 待 解决 的 重要 且 富有 挑战 的 问题 .本 节 讨 
论 作为 计算 机 程序 的 输入 表示 有 向 图 或 图 的 各 种 方法 .这 也 使 得 我 们 得 以 说 明 数学 的 另 一 个 领 
域 一 一 矩阵 理论 对 图 论 问题 的 帮助 . 

注意 ， 我 们 使 用 过 的 有 向 图 或 图 的 图 表 对 于 较 大 的 有 向 图 或 图 不 是 非常 实用 ， 而 且 作为 计 
算 机 的 输入 也 不 是 很 容易 控制 因此， 需要 其 他 输入 有 向 图 或 图 的 方法 ， 输 入 有 向 图 或 图 的 最 好 


4l. 
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方法 依赖 于 这 一 有 向 图 或 图 的 性 质 ， 以 及 有 向 图 或 图 的 用 途 . 一 个 算法 的 有 效 性 依赖 于 输入 有 
向 图 或 图 的 方法 的 选择 ， 而 且 所 需 的 内 存 存 储 也 依赖 于 方法 的 选择 ， 这 里 ， 我 们 给 出 几 个 输入 有 
向 图 或 图 的 不 同方 法 . 


我 们 集中 讨论 有 向 图 的 输入 ， 因 为 图 可 以 被 i ` 1234 
认为 是 特殊 的 情况 ， 把 有 向 图 D HARRYL 1 p10 
最 常用 方法 之 一 是 给 出 它 的 邻接 答 阵 (adjacency aD=2 |1 0 1 0 
matrix)4 一 A(D)， 这 一 矩阵 可 以 通过 下 面 的 方法 ， : B 5 


得 到 : 标记 DD 的 顶点 为 1 2，…,，n， 并 当 在 DD 中 

存在 一 条 从 i 到 j HMA, SAME. | 项 等 于 1， 

当 不 存在 这 样 的 弧 时 ， 令 AHi j 项 等 于 O 图 3.94 一 个 有 向 图 和 它 的 相关 邻接 矩阵 4(D) 
图 3. 94 给 出 一 个 有 向 图 及 与 其 相关 的 邻接 矩阵 S， 注 意 ， 邻 接 矩 阵 可 以 作为 一 个 二 维 数 组 或 作 
为 带 有 n 个 位 的 位 串 一 行 一 行 地 输入 因此， 需要 到 位 的 存储 单元 ， 如 果 对 角 线 上 的 元 素 假设 
是 0， 则 需要 n(n 一 1) 位 的 存储 单元 ， 这 是 非 循 环 有 向 图 的 情况 .对 于 图 ， 可 以 把 它 看 成 是 对 称 
有 向 图 ， 存 储 需求 更 少 ， 因 为 它 的 邻接 矩阵 是 对 称 的 ， 特 别 地 ， 如 果 没 有 循环 ， 那 么 我 们 需要 

n(n—1) 


D 


《nm 一 1) 十 (mn 一 2) 十 … 十 1 


位 的 存储 单元 ， 因 为 我 们 只 需要 编码 对 角 线 上 方 的 项 ， 如 果 一 个 有 向 图 是 稀 朴 的 ， 即 它 的 弧 很 
少 ， 那 么 邻接 矩阵 不 是 一 个 非常 有 用 的 表示 法 . 

另外 一 个 对 输入 图 (尽管 不 是 有 向 图 有 用 的 和 矩阵 称 为 关联 矩阵 ， 一 般 地 ， 假 设 S 是 一 个 集 
合 ， 丰 是 S 的 子 集 的 能 ， 如 下 定义 点 集 关联 和 给 阵 (point-set incidence matrix)M， 标 记 S 的 元 素 为 
1，2，…，m， 设 大 中 的 集合 为 S ，Sz ，…，Snm。 那么 M 是 一 个 nXm 矩阵， 如果 元 素 i 在 集合 
Si 内 ， 则 它 的 i,，j 项 是 1， 如 果 元 素 i 不 在 集合 5; 内 ， 则 它 的 i,，j 项 是 0， 例 如 ， 如 果 S=11， 


2，3，4) 且 下 二 {{1，2)，{2，3}，{1，4)}， 那么 ，M 由 下 面 的 矩阵 给 出 . 
{1,2} {2,3} {1,4} 
Lr 0 1] 
M=2 |1 1 0 |. (3. 26) 
3 0 1 0 
4 0 0 1j 


如 果 GRAM, EHE Cincidence matrix) EM S=V(G) 和 —+ 


集合 大 一 E(G) 的 点 集 关 联 矩 阵 ，(3. 26) 式 的 矩阵 M 是 图 3.95 中 的 图 3? 
的 关联 矩阵 ， 一 个 关联 矩阵 需要 nX e 位 的 存储 单元 ， 其 中 e 是 边 的 数 图 3.95 由 (3.26) 式 给 出 的 
目 ， 这 通常 大 于 邻接 矩阵 所 需 的 亏 w(a 一 1) 位 存储 单元 ， 而 且 对 于 连 aaa 
通 图 它 总 是 至 少 需要 nx 一 1) 一 性 一 a 位 的 存储 单元 (为 什么 )， 关 联 矩 阵 广泛 用 于 电网 和 开关 网 
络 的 输入 ， 对 有 向 图 也 可 以 定义 关联 矩阵 (参见 练习 20). 

输入 有 向 图 万 的 另 一 个 方法 是 简单 地 给 出 一 个 缀 列表 ， 即 的 弧 的 列表 ， 此 时 需要 多 少 存 
储 单元 呢 ? 假设 每 一 个 顶点 标签 通过 长 度 为 的 位 串 编码 ， 那 么 如 果 DA a 条 弧 ， 因 为 每 一 个 弧 
被 编码 为 一 对 码 字 ， 所 以 需要 2at 位 的 存储 单元 注意 ，: 必须 足够 大 使 得 长 度 为 + 的 位 串 的 数 
EL 至 少 是 mn， 而 ”是 顶点 个 数 ， 所 以 logn 事实 上 ， 

t >[logzn], 


O 当然 ， 这 一 特殊 的 矩阵 依 束 于 我 们 列 出 项 点 的 方法 ， 但 是 ， 我 们 简单 地 称 任何 一 个 这 样 的 矩阵 为 邻接 矩阵 . 


219 


220) 


N 
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其 中 [z1 是 大 于 或 等 于 z 的 最 小 整数 ， 因 此 ， 我 们 至 少 需要 2af logz] 位 的 存储 单元 ， 如 果 弧 不 
是 很 多 ， 也 就 是 说 ， 如 果 邻 接 和 矩阵 是 稀疏 的 ， 那 么 这 个 数 可 能 比 mw? 小 ， 所 以 需要 的 存储 少 于 邻 
接 和 矩阵 的 存储 . 

有 两 个 弧 列表 的 变形 .第 一 个 变形 是 输入 两 个 线性 序 或 数组 ， 每 一 个 都 有 a 个 码 字 ,其 中 a 
BMRA HK. MIRAE, hee s had AMAL, kz, oy ka)s H hi 编码 顶点 xz， 
编码 顶点 y， 那 么 (zx，y) 是 弧 列表 中 第 让 个 弧 . 所 需 的 存储 单元 与 弧 列表 所 需 的 存储 单元 一 
样 多 . 

弧 列 表 的 男 一 个 变形 是 给 出 n 个 邻接 列表 (adjacency list)，D 的 每 一 个 顶点 x 有 一 个 邻接 列 
表 ， 该 列表 列 出 使 (z，y) 为 弧 的 顶点 y， 这 个 列表 称 为 一 个 邻接 结构 (adjacency structure)， 一 
个 邻接 结构 需要 (nm 十 a)t 位 的 存储 单元 ， 其 中 1 与 弧 列 表 中 4 相同 、 这 是 因为 顶点 z 的 邻接 列表 
必须 通过 编码 z 然后 编码 所 有 与 x 邻接 的 y 而 进行 编码 . 

正如 我 们 已 指出 的 那样 ， 向 计算 机 输入 有 向 图 或 图 的 最 好 方法 取决 于 我 们 使 用 这 一 输入 的 
目的 。 作 为 一 个 简单 例子 ,假设 我 们 间 ，(w，w) 是 弧 吗 ? 这 一 问题 在 邻接 矩阵 存储 可 以 一 步 就 给 
出 答案 (检查 i 项 )， 在 邻接 结构 存储 回答 这 一 问题 在 最 坏 情 况 下 需要 deg(w) 步 ， 如果 uj 是 从 
ui 出 发 的 一 条 弧 达到 的 最 后 一 个 顶点、 另 一 方面 ， 让 我 们 考虑 需要 标记 从 ui 出 发 的 一 条 弧 能 达 
到 的 所 有 项 点 的 算法 ， 在 邻接 矩阵 存储 这 需要 n 步 (检查 第 i 行 的 所 有 项 )， 但 在 邻接 结构 存储 只 
需要 deg ui) He. 

本 节 练习 
1. 对 于 图 3. 7 中 的 每 一 个 有 向 图 ， 确 定 : 
(a) 它 的 邻接 矩阵 . 
(b) 一 个 弛 列表 . 
《c) 可 以 用 于 输入 弧 的 两 个 线性 数组 . 
(d) 一 个 邻接 结构 . 
.对 于 图 3. 23 中 的 每 一 个 图 ， 确 定 一 个 关联 矩阵 . 
画 出 邻接 矩阵 由 下 列 矩 阵 所 给 出 的 有 向 图 


ep 


010010 
foooi1r 

001001 
10000 

000100 

@)A=|1 001 0 (b)4 一 

100010 
01001 

010001 
1110 0) 

10000 0) 


4 EAT, HDL a. by c dy e f AMIRE 
tbra) ,( fra) bd) lerc) lesb), lesa) Cese) (avd) }. 
5. 确定 有 向 图 ， 其 顶点 为 a，0，c，d，e， 且 其 弧 由 下 面 两 个 线性 数组 (ae，p，c，c，d，d， e), (by d, a, 
d，c，e，a) 编 码 . 
6. 确定 有 向 图 ， 其 邻接 结构 由 表 3. 6 给 出 . 


表 3.6 一 个 有 向 图 的 邻接 结构 
顶点 工 1 2 3 4 5 6 
BEF x OT 2,4 1, 3,4 2 1, 5, 6 3 


. 计算 图 3. 9 phy tg — 4 FB hY SBR EG — BEE PE AE A OP SEP). 
.确定 几 3.76 中 的 图 G 的 点 集 关 联 矩 阵 ， 如 果 : 


p 
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(a)S=V(G)， 且 大 一 G 的 所 有 支撑 树 . 
(b)S=EG), HF =G 的 所 有 支撑 树 

9. 如 果 D 是 DD 的 补 有 向 图 (3.2 节 的 练习 34), 那么 A(D) 二 A(D ) 是 什么 ? 

10. 假设 扫描 一 个 列表 或 数组 中 的 一 个 项 需要 一 步 ， 假设 一 个 有 向 图 存储 为 一 个 邻接 矩阵 . 
(a) 标 记 所 有 与 特殊 顶点 y 邻接 的 顶点 +， 即 使 得 (+，y) 是 弧 ， 需 要 多 少 步 ? 

(b) 标 记 或 计数 所 有 弧 需 要 多 少 步 ? 

11. 如 果 有 向 图 存储 为 弧 列表 ， 重 复 练习 10. 

12. 如 果 有 向 图 存储 为 邻接 结构 ， 重 复 练习 10. 

13. 如 果 DD 是 一 个 有 n 个 顶点 的 有 向 图 ， 它 的 可 达 短 阵 (reachability matrix) E—F nXn AR, WR 
j 是 从 顶点 i 通过 一 条 路 径 可 达 的 ， 则 它 的 i,j 项 mm 是 1， 否 则 是 0， 对 于 图 3. 7 中 的 每 一 个 有 向 图 ， 
确定 它 的 可 达 和 矩阵 (注意 i 总 是 从 i 可 达 的 ). 

14. D 的 可 达 和 矩阵 RD) 和 RCD ) 之 间 是 什么 关系 ? 

15. 证 明 ， D ABBE iM AUA CT PCA] 13) 是 所 有 项 都 是 1 ERE J. 

16. 如 果 万 是 邻接 矩阵 为 4 的 有 向 图 ， 对 作 归纳 证 明 : A 的 i，j 项 给 出 DD 中 从 i 到 j 的 长 度 为 的 路 径 
的 数量 . 

17. 如 果 G 是 邻接 矩阵 为 4( 练 习 7) 的 图 ， 用 图 (与 有 向 图 相对 ) 语 言 ， 解 释 A* (练习 16) 的 i，j 项 是 什么 ? 

18. 假设 0-1 对 称 方 阵 在 其 对 角 线 上 有 0， 它 一 定 是 某 个 图 的 邻接 矩阵 吗 ? 

19. 对 于 图 3. 7 中 的 有 向 图 D; D: 和 D, EARI 16 的 结果 确定 从 u 到 v 的 长 度 为 3 的 路 径 的 数量 ， 确 
认 这 些 路 径 . 

20. 如 果 DD 是 一 个 有 向 图 ， 它 的 关联 短 阵 其 行 对 应 于 顶点 ， 列 对 应 于 弧 ， 且 如 果 对 某 个 k，j 是 弧 (i，A)， 
则 了 项 等 于 1， 如果 对 于 某 个 上 ，j MCA, D. Wl, FME o. 

(a) 确 定 图 3. 7 中 的 每 一 个 有 向 图 的 关联 甜 阵 . 
(b) 对 于 这 一 关联 矩阵 需要 多 少 位 存储 单元 ? 
(OMR M= (mw ) 是 有 向 图 D 的 关联 矩阵 ， 和 矩阵 N= (mn, )， 其 中 ny rw 的 意义 是 什么 ? 


《d) 如 果品 是 强 连 通 的 ， 我 们 能 否 成 功 地 比 这 一 邻接 矩阵 使 用 更 少 的 存储 位 数 ? 
21. 如 果 M= (mw ) 是 非 负 项 的 任意 矩阵 ， 设 BCM? 是 这 样 的 一 个 矩阵 ， 如 果 mw > 0, WEN i，j 项 是 1， 
如 果 mw 二 0， 则 是 0， 证 明 : 如 果 DALAT n 个 顶点 的 有 向 图 ， 且 有 可 达 和 矩阵 R 和 邻接 矩阵 4，1 是 单位 
和 矩阵， 那么 
(Ca)R 一 B[I 十 4 十 生 十 … 十 4 下] (DR=BLCI+A)"™] 
22. 对 于 图 3. 7 中 的 图 D 和 D 核实 练习 21 的 结果 . 
23. (a) 证 明 : D 是 单 连通 的 (3. 2 节 练 习 9) 当 且 仅 当 BC(R 十 RT) 二 J， 其 中 B 是 在 练习 21 中 所 定义 的 ，R 是 
在 练习 13 中 所 定义 的 ，J 是 在 练习 15 中 所 定义 的 ,而 R" 是 RR 的 转 置 . 
(DEH: DD 是 弱 连 通 的 (3. 2 节 练习 10) 当 且 仅 当 BUHAHA]. 
24. 假设 局 是 一 个 有 向 图 ， 有 可 达 和 矩阵 (练习 13)R 一 (m ) 且 R 是 矩阵 (% )， 证 明 : 
(a) 包 含 顶点 i 的 强 分 支 (3. 2 节 练 习 13) 由 在 T= (zw ) 的 第 i 行 上 为 1 的 项 给 出 ,其 中 y ry XP 
APER 的 转 置 的 i，j 项 . 
《b) 包 含 i 的 强 分 支 中 的 顶点 数量 是 sy 
25. 对 于 图 3. 7 中 的 每 一 个 有 向 图 ， 使 用 练习 24 的 结果 确定 强 分 支 . 
26. 如 果 民 是 一 个 有 向 图 的 可 达 和 矩阵 且 c(i) 是 RR 的 第 i 列 的 和 ， 解 释 c( 让 是 什么 
27. WR G 是 一 个 图 ， 你 将 如 何 直接 定义 它 的 可 达 矩 阵 ROG)? 
28. 如 果 G 是 一 个 图 ，R 一 R(G) 是 它 的 可 达 和 矩阵 (练习 27)， 且 了 的 定义 如 练习 24, 
DEH T=R. 
(ORR 的 1， 1 项 是 什么 . 
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29. 假设 R 是 0 和 1 的 矩阵 ， 且 对 角 线 的 下 方 都 是 1( 其 他 地 方 也 可 能 是 1). 买 一 定 是 某 个 有 向 图 的 可 达 和 矩 
PEG? 〈 给 出 证 明 或 举 出 反例 . ) 

30. (Harary[1969]) 假 设 B 是 图 G 的 关联 矩阵 ， 且 B BSH. RPE BB 的 i，j 项 的 意义 是 什么 ? 

31. (Harary[1969]) 设 G 是 一 个 图 。G 的 回路 答 阵 (circuit matrix)C EG 的 边 集合 S AG 的 回路 簇 大 的 点 集 
RE. BEG 的 关联 矩阵 ， 证 明 BC 的 每 一 个 项 模 2 等 于 0. 

32. 两 个 图 能 够 有 相同 的 关联 矩阵 且 是 非 同 构 的 吗 ?” 为什么? 

33. 两 个 图 能 够 有 相同 的 回路 矩阵 且 是 非 同 构 的 吗 ? 为 什么 ?如 果 每 一 条 边 都 在 一 个 回路 上 时 ， 情 况 又 
如 何 ? 


3.8 ”再 论 拉 姆 齐 数 


我 们 在 2. 19. 3 节 介绍 了 拉 姆 齐 理论 ， 特 别 是 拉 姆 齐 数 RC(p，9)， 为 了 研究 拉 姆 齐 数 ， 使 用 
图 论 是 很 便利 的 。 如 果 G 是 一 个 图 ， 它 的 补 (complement)Gr 是 一 个 与 G 有 相同 顶点 集合 ， 且 使 
得 对 于 V(G) 中 所 有 ab, Hla, b EEOAE Mia, RAF E(G) 的 图 ， 在 研究 拉 姆 齐 数 
R(p，9q) 的 过 程 中 ， 我 们 把 一 个 集合 S 作 为 一 个 图 的 顶点 集合 ，S 的 2 元 素 子 集 为 这 个 图 的 边 集 
合 ， 这 时 ， 说 一 个 数 N 有 ( 户 ，9) 拉 姆 齐 性 质 的 意思 是 : 对 于 任意 的 N 元 素 集合 S 和 以 S 为 顶点 
集合 的 图 G， 如 果 我 们 把 S 的 2 元 素 集 分 成 G AIAG: 的 边 (不 在 G 中 的 边 )， 那 么 或 者 存在 p 
个 顶点 ， 它 们 都 由 G 中 的 边 相 互 连 接 ， 或 者 存在 9 个 顶点 ， 它 们 都 由 Ge 中 的 边 相互 连接 ， 换 一 
种 方式 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 3.29 一 个 数 N 有 ( 户 ，g) 拉 姆 齐 性 质 当 且 仅 当 对 于 N 个 顶点 的 每 一 个 图 G， 或 者 G 有 
一 个 完全 户 边 形 (p 个 顶点 的 完全 于 图 ，Kp) 或 者 Ge 有 一 个 完全 9 OH. 

推论 3.29.1 Rp, 2)=p 且 R(2, g=a 

证 明 对 于 有 p 个 顶点 的 每 一 个 图 ， 或 者 它 是 完全 的 ,或 者 它 的 补 有 一 条 边 ， 这 就 证 明 
Rp, <p. 显然 R(p，2) 三 p( 为 什么 ). LJ 

使 用 定理 3. 29 的 术语 ,定理 2. 18 说 的 是 如 果 G 是 6( 或 更 多 ) 个 顶点 的 图 ， 那么 或 者 G 有 一 
个 三 角形 或 者 Ge 有 一 个 三 角形 (读者 应 该 选择 一 些 图 来 进行 验证 )， 更 一 般 地 ，( 至 少 有 )R(p， 
中 个 顶点 的 每 一 个 图 或 者 有 一 个 完全 p 边 形 (K。) 或 者 它 的 补 有 一 个 完全 gq 边 形 (Ke). 

现在 ， 考 虑 图 G 一 Z5 ， 长 度 为 5 的 回路 ,现在 ，G 也 是 ( 同 构 于 )Z5， 因此 ，G 和 G" 都 没有 
三 角形 . 我 们 得 出 结论 : 5 没有 (3，3) 拉 姆 齐 性 质 ， 所 以 R(3，3) 二 5. 这 完成 了 下 面 定理 的 
证 明 . 

定理 3.30 R(3，3) 一 6. 

使 用 3. 3. 1 节 的 术语 ，G 中 的 一 个 完全 p 边 形 是 有 p 个 顶点 的 一 个 团 。G 中 的 一 个 完全 gq 
边 形 对 应 于 G 中 有 9 个 顶点 的 独立 集合 ， 因 此 ， 我 们 可 以 重 述 定理 3. 29 如 下 . 

定理 3.31 一 个 数 N 有 (p,q) 拉 姆 齐 性 质 ， 当 且 仅 当 对 于 有 N 个 顶点 的 每 一 个 图 G， 或 者 
G 有 个 顶点 的 团 或 者 G 有 9 个 顶点 的 独立 集合 . 

还 有 另 一 个 重 述 定理 3. 29 的 方式 ， 如 下 所 示 . 

定理 3.32 一 个 数 N 有 ( 轧 ，g) 拉 姆 齐 性 质 ， 当 且 仅 当 用 红色 和 蓝 色 着 色 有 N 个 顶点 的 完全 
图 Kn 的 边 ，KN 有 一 个 完全 红色 的 户 边 形 或 KN 有 一 个 完全 蓝 色 的 9 边 形 . 

证 明 ”给 定 一 个 边 着 色 , 令 G 是 这 样 的 图 ， 它 的 顶点 与 Ky 的 顶点 相同 ， 其 边 是 红色 边 . 图 

我 们 已 观察 到 拉 姆 齐 数 是 很 难 计算 的 .已 确定 的 少数 几 个 拉 姆 齐 数 如 表 2. 12 所 示 . 为 了 证 
实 (至 少 部 分 证 实 ) 表 2. 12 中 的 一 些 数 ， 你 能 够 得 到 拉 姆 齐 数 的 某 些 边界 .考虑 图 3. 96 中 的 图 a. 
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这 个 图 有 8 个 顶点 . 它 即 没有 三 角形 (3 边 形 )， 而 且 也 没有 有 4 个 顶点 的 独立 集合 因此， 根据 
定理 3.31， 数 8 没有 (3，4) 拉 姆 齐 性 质 ， 因 此 有 RG. O>9. 类 似 地 ， 图 3. 96 中 的 图 b 和 上 证 
明 R(3,5) 宇 14， 且 R(4，4) 之 18( 练 习 2 和 3). 


图 3.96 说 明 ARG. H>9. DRG. 55214, YRA, S18 的 图 


最 后 ， 拉 姆 齐 数 的 变形 给 图 论 带 来 相当 困难 的 挑战 .对 于 其 中 关于 图 拉 姆 齐 数 的 课题 的 讨 

论 ， 可 以 参见 练习 11 到 练习 13. 

本 节 练 习 

- WEH RO, Dp. 

, 使 用 图 3. 96b 证 明 RG, 5SM. 

,使 用 图 3. 96c 证 明 ROA, 4518. 

. 设 G 是 一 个 有 25 个 顶点 的 完全 图 ， 且 令 G 的 边 或 者 被 着 色 成 棕色 或 被 着 色 成 绿色 ， 如 果 不 存在 绿色 三 
角形 ， 那 么 你 能 确定 G 的 最 大 的 完全 棕色 m 边 形 是 什么 吗 ? 

5. 对 于 图 3. 97 中 的 每 一 个 图 ， 或 者 确定 一 个 有 3 个 顶点 的 团 ， 或 者 确定 有 3 个 顶点 的 独立 集合 ， 或 者 得 
出 它们 均 不 存在 的 结论 . 


Bere 


a a 
a b e b 
e b 
a e f d d c 
a) b) o) 
a b e a b 
C) 
d e f t a e? 
d) e) f) 
图 3. 97 3.8 节 练 习 5 的 图 
6. 令 G 是 有 11 个 项 点 且 色 数 是 3 的 任意 图 . 


(a)G 一 定 或 者 有 3 个 顶点 的 团 或 者 有 3 个 顶点 的 独立 集合 吗 ? 
(b)G 一 定 或 者 有 4 个 顶点 的 团 或 者 有 3 个 顶点 的 独立 集合 吗 ? 
设 G 是 有 16 个 项 点 且 最 大 团 的 大 小 是 3 的 图 

(a)G 一 定 有 4 个 顶点 的 独立 集合 吗 ? 
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(b)G 一 定 有 5 个 顶点 的 独立 集合 吗 ? 
8. 用 红色 和 蓝 色 着 色 Kw 的 边 . 
(DER: 如 果 至 少 从 一 个 顶点 出 发 存在 4 条 红色 边 ， 那 么 或 者 存在 全 部 由 红色 边 连 接 的 3 个 顶点 , 或 
者 存在 全 部 由 蓝 色 边 连接 的 4 个 顶点 . 
《b) 类 似 地 ， 如 果 至 少 从 一 个 顶点 出 发 存在 6 条 蓝 色 边 ， 证 明 或 者 存在 全 部 由 红色 边 连接 的 3 个 顶点 ， 
或 者 存在 全 部 由 蓝 色 边 连接 的 4 个 项 点 . 
(HEH: 根据 (a) 和 (b)， 使 用 红色 和 蓝 色 着 色 Ku 的 边 ， 或 者 存在 全 部 由 红色 边 连接 的 3 个 项 点， 或 者 
存在 全 部 由 蓝 色 边 连接 的 4 个 项 
《〈d) 关 于 拉 姆 齐 数 部 分 (c) 告 知 你 什么 
9. 设 G 是 有 20 个 顶点 的 树 . 
(a)G 一 定 有 5 个 顶点 的 独立 集合 吗 ? 
(b)G 一 定 有 6 个 顶点 的 独立 集合 吗 ? 
10. 使 用 红色 、 白 色 和 蓝 色 着 色 图 Kv 的 边 ， 这 一 练习 将 证 明 存在 全 部 由 相同 颜色 的 边 连接 的 3 个 顶点. 
(a) 辕 定 一 个 顶点 a。 证 明 ， 连接 这 一 项 点 的 所 有 边 中 ， 至 少 有 6 条 边 有 相同 的 颜色 . 
(Cb) BAL (a) POY 6 条 边 都 是 红色 .这 些 边 是 从 a 到 6 个 顶点 b,c，d，e，/，g 的 边 ， 由 此 证 明 Ki 有 
一 个 红色 三 角形 、 一 个 蓝 色 三 角形 或 一 个 白色 三 角形 . 
CORF 2. 19 节 的 练习 33 定义 的 拉 姆 齐 数 R(p，g; r)， 这 一 结果 说 明了 什么 ? 
11. BEG, MG 是 图 ， 一 个 整数 NN 有 图 拉 姆 齐 性 质 (graph Ramsey property)(G ，G )， 如 果 使 用 颜色 1 和 
2 的 完全 图 Ky 的 每 一 个 边 着 色 ， 对 于 某 个 i， 生 成 一 个 ( 同 构 于 )G, 的 子 图 且 全 部 用 i 着 色 ， 即 对 于 ;= 
1 或 2， 生 成 一 个 单 色调 G,， 图 拉 姆 齐 数 (graph Ramsey number)R(G,，G: ) 是 有 图 拉 姆 齐 性 质 (G ， 
G1) 的 最 小 的 N( 不 难 证 明 这 是 良好 定义 的 。 参见 Chartrand 和 Lesniak[1996], Graham, Rothschild 和 
Spencer[1990])， 如 果 L Æ p 个 顶点 的 链 ， 且 Z, 是 4 个 顶点 的 回路 : 
GNER Rls. Ly) =3, 
《b) 证 明 RCL, LO =5. 
OMER, La). 
WME R» Z). 
ORE RL Z). 
OME RZ. Z). 
12. (Chvátal 和 Harary[1972])4 c(G) 是 G 的 最 大 连通 分 支 的 大 小 .证 明 
RGH) > (X(G) 一 DCcCH) 一 1) 十 1 
13.(Chvatal[1977]) 如 果 T 是 有 m 个 顶点 的 树 ， 证 明 : 
R(T» K.) = 1 十 (m 一 D(n 一 D. 
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4.1 关系 


同日 常生 活 一 样 ， 科 学 领域 中 经 常 要 弄 清楚 两 个 对 象 、 两 个 项 或 两 个 选择 之 间 有 什么 关系 . 
例如 : a 大 于 b，a 比 b 声音 高 ，a 是 的 兄弟 ，a 比 b 更 令 人 喜爱 ,或 a。 和 4 同样 能 干 等 等 ， 本 章 
精确 地 描述 对 象 之 间 的 关系 ， 特 别 是 二 元 关系 ， 并 指出 二 元 关系 的 研究 与 第 3 章 的 有 向 图 的 研究 
有 着 密切 的 关系 我们 特别 注意 定义 所 谓 的 顺序 关系 ， 并 把 这 些 关系 应 用 于 诸如 计算 机 科学 、 经 
济 学 、 心 理学 、 生 物 学 和 考古 学 等 领域 . 

4.1.1 二 元 关系 

假设 X 和 Y ERA. XHY YH FILA (cartesian product)， 记 作 XXXY， 是 所 有 序 对 (a,0) 
的 集合 ， 其 中 属于 X ，5 属于 Y， 集 合 X 上 的 二 元 关系 (binary relation) 是 笛 卡 儿 积 XXX 的 子 
集 ， 即 是 序 对 (al ，az ) 的 集合 ， 其 中 a 和 az 都 属于 X， 为 了 强调 基础 集合 的 重要 性 ， 我 们 通常 
说 二 元 关系 (X，R) ， 而 不 是 只 说 二 元 关系 RR 如 果 X 是 集合 (1，2，3，4}，X 上 的 二 元 关系 的 例 
子 如 下 所 示 : 

R= 1{(1,1),(61,2),(2,1),(3,.1),(3,2),(3,3),(3,4)}, (4.1) 

S={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}. (4.2) 

回头 看 3. 1. 2 节 ， 我们 看 到 二 元 关系 的 定义 方法 与 有 向 图 完全 一 样 。 回 想 一 下 ， 有 向 图 被 定义 为 

对 (V，A)， 其 中 V 是 一 个 集合 ，A 是 V 中 的 元 素 的 序 对 的 集合 ; 这 时 A 是 集合 V 上 的 一 个 二 元 

关系 ; 即 A 是 第 卡 儿 积 VXV 的 一 个 子 集 的 另 一 种 陈述 ， 对 应 于 (4. DRMA. 2) 式 定义 的 二 元 关 

系 的 有 向 图 如 图 4. 1 所 示 . 注意 ， 因 为 本 书 中 所 有 的 有 向 图 都 有 有 限 的 顶点 集合 ， 我 们 将 只 讨论 
有 限 集合 X 上 的 二 元 关系 的 有 向 图 . 

对 于 集合 X 上 的 二 元 关系 尽 ， 我 们 通常 用 aR6 来 
表示 以 下 陈述 :，(a, DERRER 的 有 向 图 中 存在 一 
条 从 a 到 MM. 因此 ， 例 如， 如 果 S 是 (4.2) 式 的 
ZRO, 那么 有 1S4 和 2S3， 但 没有 3S1. 我 们 
还 使 用 ~aRb 表示 陈述 :(a，b) 不 在 R 中 ,或 者 在 R 
的 有 向 图 中 不 存在 从 a 到 6 的 弧 . 

正如 名 字 所 提示 的 那样 ， 二 元 关系 表示 两 个 相关 
的 元 素 ， 以 及 某 种 顺序 ， 在 日 常生 活 中 经 常 出 现 二 元 关系 .例如 ， 如 果 X 是 全 世界 所 有 人 的 集 
合 ， 那 么 集合 


图 4.1 二 元 关系 (4. 1) 式 和 (4. 2) 式 的 
有 向 图 表示 


F=((a,6):a€ X Hb E€ X Ha Hb 的 父亲 } 
定义 XX 上 的 一 个 二 元 关系 ， 我 们 称 这 种 二 元 关系 为 “的 父亲 ” 
【 例 4. 1 优先 选择 】 假设 XX 是 你 从 中 选择 的 任意 事物 的 集合 ， 例 如， 正餐 的 食谱 、 总 统 候 
选 人 的 集合 或 工作 候选 人 的 集合 ,或 者 是 软件 包 的 集合 等 等 。 假 设 


日 、 本 章 可 以 跳 过 ， 建 议 把 3. 1. 2 节 作为 必要 知识 ， 另 外 ， 可 以 先 跳 过 本 章 ， 后 面 再 返回 来 学 习 ， 本 章 的 概念 只 在 
本 书 的 几 个 小 节 的 若干 例子 中 需要 ， 特 别 在 第 8 章 、 第 12 章 和 第 13 章 中 的 部 分 小 节 . 
合 ” 我 们 常常 使 用 术语 "关系 "来 表示 “二 元 关系 "、 更 一 般 地 ， 关 系 是 笛 卡 儿 积 XXXX…XX 的 子 集 . 
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P= {((a,b) E XXX: 喜 欢 5 胜 过 喜欢 a}). 

那么 ， 已 可 以 称 为 集合 X 上 你 的 严格 优先 选择 (strict preference) KR. 严格 优先 选择 不 同 于 弱 优 
先 选择 (weak preference): 前 者 意 指 "与 …… 相 比 更 ”， 而 后 者 意 指 “ 至 少 与 …*… 一 样 >， 通 常 我 们 
将 优先 选择 看 作 或 严格 或 弱 ， 关 系 (X，P) 在 经 济 学 、 政 治学 、 gra 
心理 学 和 其 他 领域 得 到 广泛 的 研究 ， 作 为 一 个 具体 的 例子 ,假设 
你 正在 考虑 在 你 的 可 选择 的 休假 目的 地 之 间作 出 优先 选择 ， 你 的 ah 
可 能 目的 地 集合 是 X= (AS. HT. AA, REM, BS wae 
密 ， 亚 特 兰 大 ， 菲 尼克 斯 }、 你 的 严格 选择 关系 是 由 集合 已 给 出 亚特兰大 
K: P={( 波 士 顿 ， 亚 特 兰 大 )，( 波 士 顿 ， 菲 尼克 斯 )，( 波 士 顿 ， 
旧金山 )，( 波 士 顿 ， 迈 阿 密 )，( 波 士 顿 ， 洛 杉 矶 )，( 纽 约 ， 亚 特 ”菲尼克斯 
SA). GAH, FEA, GAH, HEUD, GA., GRE). pe 
(纽约 , 洛杉矶)，( 旧 人 金山， 洛杉矶)，( 亚 特 兰 大， 旧金山 )， 
(亚特兰大 ， 洛 杉 而 ) CIME BAUD, GRE, REM, 洛杉矶 
GARE, ERZAK), GEME., WEAN, GEAM, WE 。 图 4.2 例 4.1 的 数据 的 
矶 )，( 非 尼克 斯 ， 旧 金山 )}。 因 此 ， 与 亚特兰大 相 比 较 ， 你 严格 优先 选择 有 向 图 
倾向 于 去 迈阿密 ， 对 应 于 该 (X，P) 的 有 向 图 如 图 4. 2 所 示 . 

【 例 4.2 心理 物理 量 表 法 】 刺激 的 物理 性 质 与 心理 性 质 之 间 的 关系 的 研究 称 为 心理 物理 学 
《psychophysics)， 例 如 ， 在 心理 物理 学 中 ， 我 们 尝试 着 将 响 度 、 亮 度 或 甜 度 的 心理 反应 与 声音 、 
光亮 或 食物 相 联系 (关于 从 数学 角度 介绍 心理 物理 学 请 参见 Falmagne[1985])， 我 们 通常 先进 行 
比较 ， 例 如 ， 如 果 X 是 诸如 来 自 距 我 们 不 同 距离 的 不 同 飞机 的 声音 g 


集合 ,我 们 也 许 说 “一 架 飞 机 的 声音 比 另外 一 架 的 声音 大 ”， 如 果 

alL6 意 指 “a 的 声音 大 于 5 的 声音 ”那么 (X，L) 是 一 个 二 元 关系 {} 

例如 ， 设 a 是 距离 我 们 2000 英尺 9 处 的 一 架 波音 747，a 是 距离 我 /> 

们 3000 英尺 处 的 一 架 波音 747，b 是 距离 我 们 2000 英尺 处 的 一 架 波 。 AN 

音 757,b' 是 距离 我 们 3000 英尺 处 的 一 架 波 音 757, “是 距离 我 们 

2000 英尺 处 的 一 架 波音 767，c 是 距离 我 们 3000 英尺 处 的 一 架 波音 图 4.3 心理 物理 量 表 法 的 

767， 假 设 “ 比 …… 声 音 大 ”的 有 
L ={(la,a'), (a,b). a,b’) (aro) lasc’) la b) lab) 向 图 ， 该 有 向 图 对 应 

CERAN be be ese))}. 于 全 42 的 关系 (X, D 
那么 , 例如 ，a 的 声音 大 于 c 的 声音 ， 对 应 于 (X，L) 的 有 向 图 如 图 4. 3 所 示 . a 


【 例 4. 3 子 串 问题 】 在 生物 科学 和 计算 机 科学 中 ， 我 们 研究 某 个 
字母 表 上 的 符号 串 。 我 们 通常 对 一 个 串 是 否 作为 另 一 个 串 的 连续 子 串 
出 现 感 兴趣 ， 这 在 分 子 生 物 学 中 非常 重要 ， 在 这 一 领域 ， 我 们 在 诸如 
DNA 或 RNA 这 样 的 大 分 子 序列 中 寻找 被 定义 为 小 的 连续 子 串 的 “ 模 
式 ”， 我 们 将 在 例 11. 2 和 11. 6. 5 节 再 次 研究 相关 的 思想 . 

假设 X 是 一 个 串 的 集合 .我 们 以 ab RRP a AHS 的 连续 子 
串 出 现 ， 这 定义 一 个 二 元 关系 (X，S)。 作 为 具体 例子 ， 设 

X = {CC.CT, AC, ACCT, ACCTG, ACGCT ,GACGCTG}. 


于 是 ,我 们 有 (CC，ACCT)E S，(ACCT，ACCTC)E S， 等 等 对 应 图 4 4 对 应 于 例 4.3 的 关 
系 (X，S) 的 有 向 图 


O 英尺 的 单位 符号 为 人，lft 一 0. 304 8m. -一 -编辑 注 


236) 


237] 


(238) 


39) 
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的 有 向 图 如 图 4. 4 所 示 . 
二 元 关系 (X，S) 在 计算 机 科学 中 起 着 重要 的 作用 .经 常 出 现 的 问题 是 ， 给 定 一 个 串 的 固定 
合 ， 要 求 确定 给 定 的 趾 是否 是 这 一 集合 中 的 任意 串 的 连续 子 串 ， 称 为 后 辍 树 的 数据 结构 在 解 
决 这 一 问题 中 起 到 重要 作用 ， 对 这 一 问题 的 讨论 参见 Gusfield[ 19971. É 


【 例 4.4 搜索 引擎 】 诸如 Google 等 的 网 络 搜索 引擎 使 用 咨询 和 网 页 间 的 相关 性 度量 ， 我 们 
开始 于 一 个 网 页 集合 X， 当 然 ， 由 于 因特网 在 不 断 地 。 表 4. 1 网 页 :及 其 对 于 咨询 g 的 相关 性 
发 展 和 变化 ， 集 合 X 也 在 变化 ,但 是 我 们 假设 在 任 。 一 o orar 


意 给 定时 刻 它 是 固定 的 .搜索 引擎 带 来 的 挑战 之 一 rag |7 8 5 7 8 4 
是 在 任意 给 定时 刻 寻 找 集合 X， 设 9 是 一 个 咨询 ， 工 


是 一 个 网 页 ， 且 r(z，9) 是 网 页 z 与 咨询 9 间 的 相关 性 度量 ， 搜 索 b e 
引擎 的 另 一 个 挑战 是 确定 如 何 度量 rar, q). 我 们 说 z 的 等 级 高 于 NS 
3， 如 果 r(z，9)>r(y，9)， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 记 为 Ry. Hi. IN 


考虑 表 4. 1 中 r(z，g) 的 值 ， 因 此 有 SU 
R ={(b,a) (bse) (bs) (b, P lead le) (ed) Ces Os 


Oa Did) Nef. 
其 对 应 的 有 向 图 如 图 4. 5 所 示 . Ë 


【 例 4.5 考古 学 中 的 定 序 】 很 多 应 用 中 的 一 个 普遍 问题 涉及 把 
项 或 个 体 或 事件 以 基于 有 关 它们 的 某 些 信息 按 自然 顺序 排列 起 来 ， 图 4.5 对 应 于 例 4. 4 的 关系 
例如 ， 在 考古 学 中 ， 在 不 同 的 古迹 挖掘 中 会 发 现 若干 种 类 的 陶器 (X. RR) 的 有 向 图 
或 其 他 人 工 制品 ， 我 们 希望 以 对 应 于 这 些 人 工 制品 所 存在 的 历史 

年 代 把 它们 排序 ， 例 如 ， 我 们 知道 在 时 间 上 和 信 工 制品 a 超前 于 6. 
对 于 这 些 制 品 我 们 能 重 排 一 个 顺序 吗 ? 称 为 序列 年 代 (sequence 
dating)、 定 序 (sequencing) 或 排序 (seriation) 的 问题 要 追 潮 到 
Flinders Petrie[1899，1901] 的 工作 ， 在 Kendall[ 1963, 1969a, b] 
中 可 以 找到 其 他 关于 序列 年 代 的 数学 讨论 ， 作 为 一 个 具体 例子 ， 


b 


假设 X AKA, b, c d. e 的 陶器 组 成 的 ， 我 们 知道 a 超 Q 

前 于 c、d， 且 e、b 超 前 于 d、e， 且 c 超 前 于 e， 那 么 如 果 Qy 意 图 4.6 考古 学 中 的 定 序 的 领先 

fix 超前 于 >， 那 么 我 们 有 有 向 图 ， 有 向 图 对 应 于 
Q= (Care) (ard) (aye). (bid) (be) (cve) 上 例 4.5 的 关系 (X，Q) 

对 应 于 (X，Q) 的 有 向 图 如 图 4. 6 所 示 . a 


4.1.2 关系 的 性 质 / 有 向 图 中 的 模式 
很 多 自然 的 关系 都 有 若干 共同 性 质 ， 本 节 讨论 其 中 的 一 些 性 质 ， 以 及 当 考 虑 带 有 这 些 性 质 
的 关系 的 有 向 图 时 ， 这 些 性 质 的 表示 .我 们 用 表 4. 2 来 概括 这 些 性 质 . 


表 4.2 关系 的 性 质 
二 元 关系 (X，R) E 设 
白 反 的 对 于 所 有 ae X, A aRa 
非 自 反 的 不 是 自 反 的 
反 自 反 的 对 于 所 有 aEX， 有 一 aRa 
对 称 的 对 于 所 有 a. bEX, H aRb>bRa 
非 对 称 的 不 是 对 称 的 
不 对 称 的 对 于 所 有 a, bE X、aRi 一 一 6Ra 


反对 称 的 MERA a, EX, aRb A bRa>a=b 
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( 续 ) 

-元 关系 (X，R) a a 

传递 的 ”对 于 所 有 ,b,c€E X, aRb HOR aR 

非 传递 的 不 是 传递 的 

负 传递 的 WPM a, b, cEX, ~aRb A~bRe>~ aRe RMF MHA a, b, 

cEX, aRc->aRb 或 bRe 
强 完全 的 对 于 所 有 a，bE XX，aRb 或 bRa 
完全 的 对 于 所 有 aAbEX, aRb RbRa 


二 元 关系 (X，R) 是 自 反 的 (reflexive)， 如 果 对 于 所 有 aE X, H aRa. Wik, Hin, mP X 
是 一 个 数 的 集合 ， 且 RR 是 X 上 的 关系 “相等 "， 那 么 (X，R) 是 自 反 的 ， 因 为 一 个 数 总 是 等 于 其 本 
1, 2.3, 4), A. 1) 式 的 关系 RR 不 是 自 反 的 ， 因 为 2R2( 和 4R4) 不 成 立 . 
在 这 一 情况 下 ， 这 一 二 元 关系 被 称 之 为 非 自 反 的 (nonreflexive)， 其 意思 就 是 “不 是 自 反 的 ”还 有 
如 果 X=(1, 2, 3, 4}, GC. 2) 式 的 关系 是 非 自 反 的 。 因 为 ~1S1( 以 及 ~2S2，~3S3，~4S4)， 当 
二 元 关系 的 非 自 反 性 有 如 这 一 关系 时 ， 则 它 被 称 为 是 反 自 反 的 (irreflexive)， 也 就 是 说 ，(X，R) 
是 反 自 反 的 ， 如 果 对 于 所 有 的 aE X， 有 一 aRa， 在 这 一 意义 下 ， 人 的 集合 上 的 关系 “的 父亲 "是 
反 自 反 的 ， 例 4.1、4.2、4.3、4.4 和 4.5 的 关系 (X，P)、(X，L)、(X，S)、(X，R) 和 (X， 
Q) 也 都 是 反 和 白 反 的 ， 从 有 向 图 的 角度 来 说 这 些 意味 着 什么 呢 ? 如 果 二 元 关系 是 自 反 的 ， 那 么 它 
的 有 向 图 在 每 一 个 顶点 处 都 有 一 个 环 ， 在 非 自 反 关系 中 ， 至 少 在 一 个 顶点 处 没有 环 ; 在 反 自 反 关 
系 中 ，( 每 个 顶点 都 ) 没 有 环 存在 ， 因 此 ， 很 容易 从 一 个 关系 的 有 向 图 中 发 现 这 三 个 性 质 的 存在 与 
W. 考虑 图 4. 7 的 有 向 图 我 们 很 快 就 确定 图 4. 7a 是 反 自 反 和 非 自 反 的 ， 图 4. 7b 仅 是 非 自 反 
的 ， 而 图 4. 7c 是 自 反 的 . 


a) b) 9 
图 4.7 有 向 图 的 例子 


在 3.1.2 节 中 ， 对 于 一 个 有 向 图 ， 我们 通过 检查 其 中 是 否 只 要 存在 从 v 到 w 的 弧 就 存在 从 
到 v 的 弧 来 定义 图 ， 对 于 肯定 的 情况 ,我 们 说 这 一 有 向 图 是 一 个 图 ， 且 使 用 一 条 称 为 边 的 非 有 向 
线 取 代 顶 点 间 的 每 一 对 颖 。 只 要 存在 从 v 到 AUS. MARE SRM u 到 v 的 弧 的 条 件 正 好 是 下 面 
性 质 的 条 件 。 二 元 关系 (X，R) 称 为 对 称 的 (symmetric)， 如 果 对 于 所 有 a, bE X， 有 

aRb=tRa. 
即 (X，R) 是 对 称 的 ， 那 么 只 要 (ae，DDER 就 有 (0，a)ER， 所 以 ， 根 据 上 面 的 讨论 ， 任 意 一 个 图 
都 表示 一 个 对 称 的 二 元 关系 (注意 ， 对 称 的 有 向 图 可 能 存在 环 也 可 能 不 存在 环 )， 一 个 数 的 集合 上 
的 二 元 关系 “相等 "是 对 称 的 .美国 所 有 男性 的 集合 上 的 关系 “的 兄弟 "是 对 称 的 ， 然 而， 美国 所 有 
人 的 集合 上 的 关系 “的 兄弟 " 则 不 是 对 称 的 ， 因 为 如 果 a 是 兄弟 ， 不 一 定 满足 6 是 a 的 兄弟 (为 
什么 )， 这 也 表明 在 定义 关系 和 研究 它 的 性 质 时 ， 说 明 其 基础 集合 的 重要 性 . 

其 他 非 对 称 (nonsymmetric) 关 系 (不 是 对 称 的 关系 ) 的 例子 分 别 是 世界 所 有 人 的 集合 上 的 关系 
“的 父亲 ”， 以 及 例 4. 1、4.2、4. 3、4.4 和 4. 5 中 的 关系 (X，P)、(X,，L)、(X，S)、(X，R)、 
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(X，Q) 等 等 ， 这 五 个 关系 的 非 对 称 性 都 非常 高 事实 上 ， 它 们 是 不 对 称 的 (asymmetric) ， 因 为 
它们 满足 下 面 的 规则 ; 
aRb=> ~ bRa. 
其 他 不 对 称 关系 包括 实数 集合 上 的 关系 “大 于 "”， 集 合 的 任意 集合 上 的 * 产 格 包含 于 "等 ，(4.2) 式 
的 集合 X 一 {1，2，3，4} 上 的 关系 S 等 等 ， 刻 画 一 个 不 对 称 关 系 的 有 向 图 具有 什么 样 的 性 质 呢 ? 
一 种 解释 是 一 个 不 对 称 关 系 的 有 向 图 没有 环 ， 且 对 于 所 有 顶点 w 和 vw， 有 
u,v) +dlvu) 天 2. (4.3) 

一 些 关系 (X，R) 不 是 完全 不 对 称 的 ， 但 在 下 面 的 意义 下 几乎 是 不 对 称 的 ， 允许 有 环 ， 但 对 
于 顶点 užu ARU. 3) 式 成 立 ， 我们 称 (X，R) 是 反对 称 的 (antisymmetric)， 如 果 对 于 所 有 a, 
bE XA 

aRb HL bRa=>a = b, 

所 以 ， 反 对 称 有 向 图 类 似 于 允许 有 环 的 不 对 称 有 向 图 ， 在 很 多 例子 中 ， 相 对 于 不 对 称 性 ， 反 对 称 
意味 着 允许 有 “相等 的 元 素 "， 例 如 ， 一 个 实数 集合 上 的 关系 “大 于 或 等 于 "过 、 集 合 的 任意 集合 上 
的 关系 "包含 于 "三 、 人 (其 中 没有 两 个 人 有 同样 的 高 度 ) 的 任意 集合 上 的 “至 少 身高 相同 ”是 三 个 反 
对 称 关系 的 例子 ， 容 易 证 明 ， 每 一 个 不 对 称 的 二 元 关系 是 反对 称 的 ， 但 是 逆 叙 不 成 立 (练习 15). 

关系 (X，R) 称 为 传递 的 (transitive)， 如 果 对 于 所 有 的 a, bp，cE XX， 当 aRb 且 bRc 时 有 aRc. 
即 (X，R) 是 传递 的 ， 如 果 对 于 所 有 a, b, cEX, 

aRb BbRe=>aRe. 

传递 关系 的 例子 有 实数 集合 上 的 关系 一 和 之 ， 陈 述 集合 上 的 关系 “蕴涵 "， 以 及 关系 (X，S)， 其 
中 X={1，2，3，4} 及 S 由 (4.2) 式 给 出 ， 例 4.1、4.2、4.3、4.4 和 4.5 的 关系 (X，P)、(X，L)、 
(X，S)、(X，R) 、(X，Q) 都 是 传递 关系 ， 对 于 有 精确 定义 的 (X，S) 和 (X，R) 这 是 显然 的 , 
对 于 其 他 三 个 例子 似乎 也 是 合理 的 .因此 认为 在 可 选择 休假 目的 地 集合 上 的 严格 优先 选择 关系 
总 是 传递 的 也 是 合理 的 ， 因 为 ， 如 果 a 优先 于 4 且 6b 优先 于 c， 那 么 应 该 希望 a REF 类 似 
地 ,认为 飞机 集合 上 的 关系 “声音 大 于 ”总 是 传递 的 也 是 合理 的 ; 同样 ， 人 工 制品 集合 上 的 关系 
“超前 于 "也 应 该 总 是 传递 的 ， 同 上 面 的 三 个 例子 的 情况 一 样 ， 这 只 要 用 实验 数据 加 以 证 实 ， 对 于 
现实 应 用 中 出 现 的 严格 优先 选择 关系 ， 有 时 候 我 们 发 现 传递 性 被 破坏 ， 如 果 X 一 {1，2，3，4) 且 
REU. 1) 式 给 出 ， 那 么 关系 (X，R) 是 非 传递 的 (nontransitive)， 即 不 是 传递 的 ， 因 为 有 2RL 和 
JR2， 但 是 一 2R2， 另 一 个 不 是 传递 的 关系 是 世界 所 有 人 的 集合 上 的 关系 “的 父亲 ”， 然 而 ， 如 何 
从 有 向 图 得 知 与 它 相关 的 二 元 关系 是 否 是 传递 的 呢 ? 传递 性 意味 着 如 果 存在 一 条 从 项 点 u 到 顶点 v 
的 弧 和 一 条 从 顶点 v 到 顶点 记 的 弧 ， 那 么 必 将 存在 一 条 从 顶点 u 到 顶点 也 的 弧 ， 我 们 也 可 以 通过 
对 有 向 图 的 距离 函数 的 限制 定义 传递 性 (参见 练习 28). 

我 们 的 下 一 个 性 质 类 似 于 传递 性 ， 但 是 在 反面 意义 下 的 传递 性 .二 元 关系 (X，R) 是 负 传递 
的 (negatively transitive) ， 如 果 对 于 所 有 a,b，cE X，~aRb A~bRe 意味 着 ~aRc， 二 元 关系 
(X，R) 是 负 传递 的 ， 如 果 定 义 在 XX 上 的 关系 “不 在 R 中 ”是 传递 的 。 作 为 例子 ， 实 数 集合 上 的 关 
系 及 一 “大 于 "是 负 传递 的 ， 因 为 “不 在 尺 中 "是 关系 “不 大 于 ”， 或 “小 于 或 等 于 "， 而 这 一 关系 当然 
GEM. AAEM, WRX=(1, 2, 3，4} ，(4. 2) 式 的 关系 S 是 负 传递 的 ， 例 4. 3 和 例 4.4 
的 关系 (X，S) 和 (XX，R) 也 是 负 传递 的 。 类 似 地 ， 可 选集 合 上 的 严格 优先 选择 关系 、 飞 机 集合 上 
的 关系 “声音 大 于 ”、 人 工 制 品 集合 上 的 超前 关系 有 可 能 都 是 负 传递 关系 ( 当 研 究 经 济 学 、 政 治学 、 
心理 学 、 考 古 学 时 ,“ 可 能 ”这 样 的 词汇 通常 是 可 以 期 待 的 最 佳 词汇 ). 证实 负 传 递 性 可 能 很 混乱 . 
通常 验证 它 的 逆 否 (因此 ， 是 等 价 的 ) 条 件 会 容易 得 多 : 对 于 所 有 a, b, cEX, 如果 aRc， 则 aRb 
RoR. 使 用 这 一 概念 ， 我 们 很 容易 看 到 关系 “大 于 ”是 负 传递 的 ， 肉 为 如 果 a>c 那 么 对 于 所 有 
b, WA a 二 5b 或 者 bc， 类 似 地 ， 你 还 可 以 看 到 关系 “包含 于 ”不 是 负 传 递 的 ， 因 为 如 果 a 包含 于 
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c， 则 很 可 能 存在 一 个 5 使 得 a 不 包含 于 5， 且 不 包含 于 c( 参 见 图 4. 8 中 的 例子 )， 世 界 所 有 人 
的 集合 上 的 关系 “的 父亲 ”不 是 负 传递 的 ， 关 系 (X，R) 也 不 是 负 传递 的 ， 其 中 X={1，2，3，4})， 
且 尺 是 由 (4.1) 式 给 出 的 。 对 于 后 者 ,注意 2R1， 但 是 没有 2R4 和 4R1. 
验证 有 向 图 的 负 传递 性 可 能 不 是 一 项 简单 的 工作 ， 在 最 坏 情 b 
况 下 ， 对 于 每 条 弧 (u，)， 必 须 对 每 一 个 不 等 于 w 和 的 顶点 也 搜 
索 两 条 弧 (u，w) 和 (w，)， 因 此 ， 验 证 负 传 递 性 将 花费 24(n 一 2) 
次 搜索 ， 其 中 nn 和 a 分 别 是 顶点 集合 的 大 小 和 这 一 有 向 图 的 弧 集 
合 的 大 小 . 图 4.8 关系 "包含 于 "不 一 定 
我 们 说 一 元 关系 (X，R) 是 强 完全 的 (strongly complete), W 是 负 传递 的 
RM FRA a, bE X， 有 aRb 或 bRa. 因 此， 实数 集合 上 的 关系 “大 于 或 等 于 ” 宇 是 强 完全 的 ， 然 
而 ， 集 族 上 的 “严格 包含 " 则 可 能 不 是 强 完全 的 ， 因 为 ， 可 能 存在 两 个 互 不 严格 包含 的 集合 ， 类 似 
地 ， 世 界 所 有 人 的 集合 上 的 关系 “的 父亲 ”不 是 强 完全 的 (为 什么 )。 例 4. 3 的 子 串 关系 也 不 是 强 完 
全 的 ， 强 完全 性 的 有 向 图 测试 要 涉及 其 基础 图 (参见 练习 6). 
注意 ， 数 的 集合 上 的 关系 “大 于 "不 是 强 完全 的 ， 因 为 如 果 a=b, PA~a>bH~b>a. 在 
下 面 的 意义 下 这 一 关系 几乎 是 强 完全 的 : 对 于 所 有 a+b, 4 aRb 或 5Ra， 满 足 这 一 条 件 的 二 元 关 
系 称 为 完全 的 (complete)，X 一 {1，2，3，4} 上 由 等 式 (4. 1) 定 义 的 关系 尺 既 不 是 完全 的 也 不 是 强 
完全 的 (为 什么 )， 但 是 X 上 的 由 等 式 (4. 2) 定 义 的 关系 S 是 完全 的 ， 但 不 是 强 完全 的 ， 例 4. 4 的 
关系 (X，R) 既 不 是 完全 的 也 不 是 强 完全 的 .〈 对 于 强 完全 性 的 有 向 图 表示 参见 练习 6. ) 
本 节 练习 
1. (a) 考 虚 正 整数 集合 上 的 二 元 关系 "a 整除 /"， 这 一 关系 有 下 列 哪 些 性 质 ， 自 反 、 反 自 反 、 对 称 、 不 对 称 、 
反对 称 、 传 递 、 负 传递 ? 
(b) 对 于 人 的 集合 上 的 关系 "的 伯父 ”， 重 复 (a). (243) 
《〈c) 对 于 老鼠 的 集合 上 的 关系 “有 相同 体重 "， 重 复 (a). 
(d) 对 于 对 象 的 集合 上 的 关系 “感觉 比 …… 更 光滑 ”"， 重 复 (a). 
(e) 对 于 人 的 集合 上 的 关系 “钦佩”"， 重 复 (a) 
(人 D 对 于 人 的 集合 上 的 关系 "有 相同 血型 "重复 (a). 
(g) 对 于 汽车 的 集合 上 的 关系 “成 本 更 高 "重复 (2). 
《h) 对 于 关系 (X，R)， 其 中 X 是 所 有 位 串 的 集合 ， 且 aRb 意味 a 的 某 个 真 后 辍 是 6 的 一 个 真 前 级 ( 串 
bboy HY SAE NEC proper suffix) 是 形 如 bbi-:--b AYN, n>; AMRED. KAA. 
证 明 ， 世界 所 有 人 的 集合 上 的 二 元 关系 “的 兄弟 "不 是 对 称 的 . 
证 明 : 世界 所 有 人 的 集合 上 的 二 元 关系 “的 父亲 "不 是 强 完全 的 . 
寻找 可 以 用 于 描述 等 式 (4. 2) 的 二 元 关系 的 “日 常生 活 " 例 子 . 
(Stanat 和 MeAllister[1977]) 给 我 们 一 个 由 集合 Y 组 成 的 文件 库 ， 并 开发 了 一 个 “描述 符 ”( 如 关键 字 ) 的 
集合 Z 来 描述 这 些 文件 设 X=YUZ, 且 设 aRb 成 立 ， 如 果 描 述 符 b 适 应 于 文件 4a， 文件 检索 系统 使 用 
关系 (X，R) 来 为 用 户 寻找 相关 文件 ， 关 系 (X， 有 满足 练习 1(a) 中 的 哪些 性 质 ? 
6.〈a) 描 述 : 当 且 仅 当 有 向 图 DD 强 完全 时 ， 其 基础 图 必须 满足 的 检测 . 
《b) 如 果 使 用 完全 取代 强 完全 ， 那 么 (a) 的 答案 将 如 何 变化 ? 
7. 如 果 (X， 有 RR) 是 一 个 二 元 关系 ，R Wik (converse) XX 上 由 下 式 定义 的 关系 RR- : 
aR” b 4 AL bRa. 


a) 描述 与 RAMS Ro “有 向 图 . 
《〈b) 确 定 所 有 瑞典 人 的 集合 上 的 二 元 关系 “的 伯父 "的 道 . 
8. 如 果 (X，R) 是 一 个 二 元 关系 ， 尺 的 补 (complement) 是 X 上 由 下 式 定义 的 关系 尺 -: 
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aR“%b 当 目 仅 当 ~ aRb. 
《a) 撒 述 与 R 相对 照 的 尺 ' 的 有 向 图 
《b) 证 明 或 给 出 下 面 陈述 的 反例 :如 果 R 是 对 称 的 ,那么 Re 是 对 称 的 . 
(c) 确 定 所 有 斯 里 兰 卡 人 的 集合 上 的 二 元 关系 “的 父亲 ”的 补 . 
9. 如 果 (X，R) 和 (X，S) 是 二 元 关系 ，X 上 的 交 (intersection) 关 系 RNAS 由 下 式 定义 : 
RN S= {(ab:aRb H aSb). 
(a) 当 义 = 所 有 爱尔兰 人 的 集合 ，R==“ 年 龄 大 ”，S 二 “的 父亲 "时 ， 确 定 (X，R 站 S). 
(b4X=(1, 2, 3, 4) E RMS 分 别 是 (4. 1) 式 和 (4.2) 式 给 出 的 关系 时 ， 画 出 (X，R 门 S) 的 有 向 图 . 
10. 假设 (X，R) 和 (X，S) 是 二 元 关系 ， 对 于 练习 1(a) 所 列 出 的 每 一 个 性 质 ， 假 设 (X，R) 和 (CX，S) 都 有 所 
述 的 性 质 ， 这 时 ,或 者 证 明 (X，R 门 S) 也 有 该 性 质 ， 或 者 给 出 例子 证 明 它 可 能 不 具有 该 性 质 . 
11. 对 于 关系 (X，R-') 重 复 练习 10. 
12. 对 于 关系 (X，R ) 重 复 练习 10. 
13. (X, DOWER 1(a) 中 的 哪些 性 质 ? 
14.(X，XXX) 满 足 练习 1(a) 中 的 哪些 性 质 ? 
15. a) 证明 ， 每 一 种 不 对 称 关系 是 反对 称 的 . 
Cb) TED: (a) 的 北 不 成 立 . 
16. 证 明 ， 不 对 称 二 元 关系 是 反 自 反 的. 
:二 元 关系 是 不 对 称 且 传递 的 、 当 且 仅 当 它 是 反 自 反 、 反 对 称 且 传递 的 . 
: 一 个 二 元 关系 不 可 能 既是 对 称 的 又 是 不 对 称 的 . 
FE 个 二 元 关系 不 可 能 既是 对 称 的 又 是 反对 称 的 . 
19. 证 明 ， 存在 有 下 列 性 质 的 二 元 关系 : 
(a) 传 递 但 不 是 负 传递 的 . 
(b) 负 传递 但 不 是 传递 的 
(0) 既 不 是 负 传递 的 也 不 是 传递 的 . 
(d) 既 是 负 传递 的 又 是 传递 的 . 
20. 二 元 关系 (X，R) 是 等 价 关系 (equivalence relation) ， 如 果 它 是 自 反 、 对 称 且 传递 的 ， 下 列 二 元 关系 中 哪 
些 是 等 价 关系 ? 
(a) (Re， 一 )， 其 中 Re 是 实数 集合 . 
ORe, >). 
(ORe, >). 
(DX=AWKE, aRb 当 且 仅 当 a 和 有 相同 体重 . 
(CeX 一 (0，1，2，…，221，aRb 当 且 仅 当 a 王 wmod 5). 
COX 是 实数 的 所 有 有 限 集合 的 集合 且 aRb 当 且 仅 当 a 门 6 天 亿 . 
(X={(1, 2), (2, 3), (Bs DAREK, D, Cy D), «2, 3), (2, 3)), ((3, 8), (3, 8)), 
1, 1), (2, 3)), (2, 3), (1, DD}. 
21. 如 果 (X，R) 和 (X，S) 是 等 价 关系 (参见 练习 20)， 那 么 
WX, ROS RFRA? 其 中 RNS=({(a, b): aRb Aash). 
(b)(X，RU 5) 是 等 价 关 系 吗 ? 其 中 RUS={(a, b): aRb 或 aSb }. 
(ec)(X，R/S) 是 等 价 关系 吗 ? 其 中 R/S={(a，b) | HFEA COX, 有 aRc 且 cSb }. 
22. 为 了 说 明 等 价 关 系 所 需 的 所 有 性 质 ， 给 出 有 下 列 性 质 的 二 元 关系 例子 : 
(a) 自 反 、 对 称 但 不 是 传递 的 . 
(b) 自 反 、 传 递 但 不 是 对 称 的 . 
(中 对 称 、 传 递 但 不 是 自 反 的 . 
23. 如 果 (X，RR) 是 一 个 等 价 关系 (参见 练习 20)， 设 Cla)=(6E X | aRb}。 这 一 集合 称 为 包 仿 a 的 等 价 类 
Cequivalence class containing a). 例如， 如果 X=(1, 2, 3, 4, 5} 且 R={(1, D, (1, 2), (2 D, 
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《2，2)，(3，3)，(4，4),(5，5)}, 那么 (X，R) 是 一 个 等 价 关系 .等 价 类 有 C(1) 一 C(2) 一 {1，2)， 
€(3)={3}, C4)={4}, C5)=1{5}. 


(a) 寻 找 练习 20(e) 中 的 等 价 关 系 的 所 有 等 价 类 . 
DEH: 两 个 等 价 类 C(a) 和 CC(6) 或 者 不 相交 或 者 相等 . 
(0) 给 出 一 个 有 三 个 不 同等 价 类 的 等 价 关系 的 例子 . 
〈d) 给 出 有 两 个 不 同 的 等 价 类 ， 其 中 一 个 有 三 个 元 素 ， 另 一 个 有 两 个 元 素 的 等 价 关系 的 例子 . 
24. 假设 X=Re, AAT 
akb HHN a > b+1. 
对 于 关系 (X，R)， 练习 1(a) 的 哪些 性 质 成 立 ? 
25. 考虑 二 元 关系 (X，S)， 其 中 X 一 Re， 且 有 
aSb 当 且 仅 当 | a—b |< 1. 
这 一 关系 与 练习 24 的 二 元 关系 (X，R) 有 密切 的 联系 ， 对 于 (X，S)， 练 习 1(a) 中 的 哪些 性 质 成 立 ? 
26, 如 果 (X， 尽 ) 是 一 个 二 元 关系 ， 尺 的 对 称 补 (symmetric complement) 是 X 上 由 下 式 定义 的 二 元 关系 S: 
aSb 当 且 仅 当 (~ aRb H ~ Ra). 
注意 ， 如 果 RR 是 严格 优先 选择 关系 ,那么 S 是 中 立 关系 ， 对 于 两 个 选择 你 保持 中 立 ， 当 且 仅 当 你 对 其 
任意 一 个 都 不 更 加 喜欢 . 
(a) 证 明 ， 对称 补 总 是 对 称 的 . 
(b) 证 明 ， 如 果 (X，R) 是 负 传递 的 ， 那 么 对 称 补 是 传递 的 . 
(OEH: (〈b) 的 逆 不 成 立 . 
(DME X=Re HR 如 练习 25 所 定义 ， 寻 找 一 个 描述 R 的 对 称 补 的 不 等 式 . 
(e) 确 定 下 列 关系 的 对 称 补 : 
i (Re, >). 
ii (Re, ~=). 
üi (N, R), Wp N 是 正 整数 的 集合 ， 且 Ry 意 指 r 不 整除 y. 
27. 计算 有 个 元 素 的 集合 X 上 的 二 元 关系 的 数量 . 
28. 给 定 有 向 图 D. WEA D 是 传递 的 ， 当 且 仅 当 只 要 vA u 是 可 达 的 则 d(w，v) 取 2. 


4.2 顺序 关系 及 其 变形 


本 节 研 究 称 为 顺序 关系 的 特殊 二 元 关系 和 它们 的 变形 . 
4.2.1 定义 顺序 关系 的 概念 
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【 例 4.6 效用 函数 】 假设 (X，R) 是 例 4. 1 的 严格 优先 选择 关系 ， 在 经 济 学 或 心理 学 中 ， 有 
时 候 我 们 用 一 个 数值 来 反映 优先 选择 ， 使 得 指定 给 一 个 对 象 的 值 越 大 ， 就 越 优先 选择 这 一 对 象 . 
因此 ， 我 们 会 问 我 们 是 否 能 够 给 X 中 的 每 一 个 选项 a 指定 一 个 值 /(a)， 使 得 与 5 相 比 严格 优先 
选择 a HHMH fa) fb): 

aPb fla) > f(b). 4.4) 
如 果 能 够 做 到 这 一 点 ， 那 么 有 时 候 厂 被 称 为 效用 函数 (utility function, APR A) B Ak (ordinal 
utility function))， 在 决策 应 用 中 效用 函数 非常 有 用 ， 因 为 它 给 出 单一 数值 ， 我 们 基于 这 一 数值 
进行 选择 ， 而 且 它 还 为 各 选项 提供 一 个 顺序 。 我 们 通常 选择 能 够 使 我 们 的 效用 (或 期望" 效用 ) 最 

大 的 一 系列 行动 ， 在 例 4. 1 中 ， 可 以 找到 满足 (4. 4) 式 的 一 个 效用 函数 ， 其 中 一 个 例子 是 

天 波士顿 ) 一 5,f( 纽 约 ) = 5,f( 迈 阿 密 ) = 4， 
大 亚特兰大 ) = 2, 太 菲尼克斯) = 2,f( 旧 金山 ) = 1, (4.5) 
所 洛杉矶 ) 一 0. 
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这 给 出 X 上 的 一 个 顺序 : 波士顿 和 纽约 均 为 首位 ， 其 次 是 迈阿密 ， 然 后 是 亚特兰大 和 菲尼克斯 ， 
其 后 是 旧金山 ， 最 后 是 洛杉矶 .关系 (X，P) 既 是 传递 的 又 是 反对 称 的 (事实 上 ， 它 是 不 对 称 的 ). 
事实 上 ， 存 在 满足 (4. 4) 式 函数 的 任意 二 元 关系 (X，P) 都 是 传递 且 反 对 称 的 (甚至 是 不 对 称 的 ). 
为 了 弄 明 白 为 什么 注意， 如 果 aPb 且 bPc， 那 么 (4.4) 式 意味 D> f(b)>flo. A 
此 ， 有 f(a) 二 f(c), RBG OK, 有 aPc， 反 对 称 性 的 证 明 类 似 . 

效用 的 概念 至 少 要 追溯 到 18 世纪 .对 这 一 概念 的 大 部 分 原始 兴趣 要 追溯 到 Jeremy 
Bentham[1789]， 根 据 Bentham:“ 效 用 的 意思 是 任意 对 象 自身 的 性 质 ， 它 有 助 于 产生 效益 、 优 
势 、 愉 快 、 满 意 或 幸福 ……”Bentham 公式 化 度量 效用 的 过 程 ， 因 为 他 认为 社会 应 该 争取 “最 大 
的 值 带 来 最 大 的 满意 ”， 即 最 大 化 效用 .如 何 度量 效用 的 问题 是 一 个 复杂 的 问题 ， 而 且 有 很 多 
研究 这 一 问题 的 文章 ， 对 此 的 讨论 可 以 参见 Barbera, Hammond 和 Seide[ 2004], Fishburn 
[1970b]、Keeney 和 Raiffa[1993]、Luce[2000] 、Robert[ 1979bj。 效 用 有 很 多 应 用 .它们 有 助 
于 商业 决策 ， 诸 如 何 时 买 或 卖 ， 或 者 买 进 哪 种 计算 机 系统 ， 它 也 有 助 于 个 人 决策 ， 诸 如 生活 在 
什么 地 方 ， 接 受 哪 份 工作 邀请 等 ， 它 还 有 助 于 国家 政策 的 选择 ， 诸 如 新 环境 管理 或 国土 安全 主 
动 性 的 投资 等 等 . a 

满足 传递 性 和 反对 称 性 的 二 元 关系 (X，R) 称 为 顺序 关系 (order relation), MARNIX X 由 
REF. Wie., 例如， 集合 族 上 的 “包含 于 ”是 一 个 顺序 关系 ，“ 严 格 包 含 于 ”也 是 一 个 顺序 关系 ， 
世界 所 有 人 的 集合 上 的 关系 “的 后 代 ”"， 实数 集 合 上 的 三 都 是 顺序 关系 ， 注意， 在 图 4. 2 的 有 向 图 
中 ， 每 一 条 弧 是 头 向 下 画 出 的 ， 如 果 (X，R) 是 一 个 传递 关系 ， 电 它 对 应 的 有 向 图 有 这 种 画 法 ， 
环 除外 ， 那 么 它 是 反对 称 的 ， 而 且 它 是 一 个 顺序 关系 ， 注意， 根据 传递 性 ， 只 要 存在 从 到》 的 
路 径 且 其 中 每 一 个 弧 头 向 下 日 ， 那 么 (a，0 在 关系 中 . 

本 节 定义 各 种 顺序 关系 ， 以 及 与 顺序 关系 密切 相关 的 关系 ， 我 们 在 表 4. 3 中 概括 了 这 些 定 
义 ， 定 义 一 类 顺序 关系 的 性 质 不 是 这 类 关系 仅 有 的 性 质 ， 然 而 ， 在 数学 里 ， 我 们 总 是 尝试 着 使 用 
最 小 的 性 质 集合 做 一 个 定义 . 


RAS 顺序 关系 和 它们 的 变形 


LRRD 
RAM Eke ë aF FRRO air TRAUN WFO  FRWF 
自 反 的 y 
对 称 的 
传递 的 v v Vv. y v NA 
不 对 称 的 y v y 
反对 称 的 以 v y 
负 传递 的 v 
强 完全 的 以 以 
完全 的 JV. 


注 : 给 定 类 型 的 关系 可 能 满足 比 指出 的 性 质 更 多 的 性 质 ， 我 们 只 指出 其 定义 的 性 质 . 


图 4.9 给 出 几 个 顺序 关系 的 不 同 例子 ， 注意， 即使 存在 一 个 上 升 的 弧 ， 图 4. 9 中 的 有 向 图 
也 是 一 个 顺序 关系 .存在 一 个 使 所 有 弧 都 是 头 向 下 的 画 法 (参见 练习 23)、 事 实 上 ， 不 难 证 明 下 
面 的 定理 . 

定理 4.1 一 个 传递 的 二 元 关系 (X， 尺 ) 是 一 个 顺序 关系 ， 当 且 仅 当 可 以 画 出 它 的 有 向 图 ， 


© 到 目前 为 止 ， 图 或 有 向 图 中 的 项 点 的 位 置 不 是 很 重要 ， 只 有 邻接 是 重要 的 ， 现 在， 我们 要 考虑 项 点 的 位 置 ， 实 
际 上 ， 前 面 我 们 介绍 根 树 时 ， 我 们 已 对 这 一 思想 有 所 了 解 ， 但 是 在 那里 没有 强调 顶点 的 位 置 确定 . 
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a) b) 9 
图 4.9 顺序 关系 的 例子 


WAR ABER RSD) ABH FO, 

这 表明 分 别 对 应 于 图 4.2、 图 4.3、 图 4.4、 图 4.5 和 图 4. 6 中 的 有 向 图 的 关系 (X，P)， 
(X,，L)，(X，S)，(X，R) 和 (X，Q) 都 是 顺序 关系 . 

顺序 关系 的 两 个 定义 性 质 有 下 面 定理 所 示 的 有 趣 结论 . 

定理 4. 2 顺序 关系 的 有 向 图 没有 循环 ( 环 除外 ). 

证 明 假设 (X，R) 是 一 个 顺序 关系 且 Cal ，az，…，w，al 是 对 应 的 有 向 图 中 的 一 个 循 
FR. 因此 ，ai aS. CX, RBA RO, RE C 的 定义 ， 我 们 知道 Ca a), 
(az，a3)，*…，(aj，a1) 是 有 向 图 中 的 弧 ， 使 用 弧 (a2，a3) 和 (a3，a4)， 运 用 传递 性 可 证 (a2， 
a4)ER， 于是， 因为 (az ，ai)ER 且 (at，a5)ER， 传递 性 暗示 着 (a2 ，as)E R， 持 续 这 一 过 程 ， 
我 们 得 出 结论 (a2，aj) E R， 这 一 结论 再 加 上 (aj，a1)ER， 有 (az，a1)E€ R， 因 此 ，(a1，a2) 和 
《az，al) 是 这 一 有 向 图 的 弧 ， 这 与 该 有 向 图 的 反对 称 性 相 矛 盾 ， 因 为 al Aaz. a 

可 以 发 现 满足 (4. 4) 式 的 数值 表示 的 二 元 关系 有 更 多 的 性 质 ， 而 不 仅仅 是 传递 性 和 反对 称 性 . 
例如 ， 它 是 负 传递 的 ， 这 给 出 它 的 另外 一 个 性 质 的 一 个 例子 (为 什么 )， 在 后 面 的 各 小 节 中， 我 们 
将 通过 增加 二 元 关系 需要 满足 的 性 质 来 定义 更 强 类 型 的 顺序 关系 . 

除了 传递 性 和 反对 称 性 之 外 ,我 们 将 介绍 的 很 多 顺序 关系 或 者 是 自 反 的 或 者 是 反 自 反 的 . 
这 两 种 可 能 性 通常 基于 本 书 所 讨论 的 问题 ， 如 果 我 们 假设 有 自 反 性 ， 那 么 我 们 称 我 们 的 顺序 关 
系 (X，R) 是 一 个 偏 序 (partial order) 或 称 (X，R) 是 六 的 偏 序 集合 (partially ordered set) 或 偏 序 集 
(poset)®, FA 4. 10a 给 出 一 个 偏 序 ， 如 果 假设 反 自 反 性 ， 那 么 我 们 将 使 用 形容 词 * 严 格 ”，(X， 
R) 是 严格 偏 序 (strict partial order) ， 如 果 它 是 反 自 反 、 反 对 称 、 传 递 的 ， 图 4. 9a、b、c、 图 4.2、 
图 4.3、 图 4.4、 图 4.5 和 图 4. 6 分 别 给 出 严格 偏 序 ， 有 时 候 ， 更 简洁 地 把 严格 偏 序 定义 为 不 对 
称 且 传递 的 二 元 关系 。 这 是 因为 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 4.3 二 元 关系 是 反 自 反 、 传 递 、 反 对 称 的 当 且 仅 当 它 是 传递 且 不 对 称 的 . 

证 明 假设 (X，R) 是 反 自 反 、 传 递 、 反 对 称 的 .假设 aRb A bRa. FRR RATE, a= 
b. 但 是 ,根据 反 自 反 性 ，aRa 为 假 ， 因 此 ，aRb 且 bRa 不 成 立 ，(X，R) 是 不 对 称 的 . 


日 ”尽管 我 们 没有 明确 地 加 以 说 明 ， 但 是 这 一 定理 假设 X 是 有 限 的 . 

O ”此 处 不 够 严密 ， 应 为 ; 假设 (X，R) 是 一 个 顺序 关系 且 CSa, ar =, aj, a 是 对 应 的 有 向 图 中 的 一 个 包含 不 
是 环 的 弧 的 循环 ， 因 为 如 果 at Sa Wha, as = aj, a MERR, Wit, FR aAa. BIRA: B 
设 (X，R) 是 一 个 顺序 关系 且 Cai, az, = aj, ai 是 对 应 的 有 向 图 中 最 短 的 不 是 环 的 循环 ， 一 一 译 者 注 

含 ” 有些 作者 混用 "有 序 集合 "和 * 偏 序 集合 "” 我 们 将 加 以 区 分 ， 以 供 非 自 反 顺 序 关系 之 用 . 
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b) 


图 4.10 一 个 偏 序 的 有 向 图 a 及 其 相关 的 图 表示 b 


RZ. 假设 (X，R) 是 传递 且 不 对 称 的 ， 那 么 aRb 和 6bRa 不 都 成 立 ， 所 以 (X，R) 是 反对 称 
的 .另外 ， 不 对 称 性 荀 涵 反 自 反 性 ， 因 为 aRa 蕴涵 Ra A aRa， 根 据 不 对 称 性 ， 这 是 不 可 能 的 . 
| 
4.2.2 顺序 关系 的 图 表示 
考虑 集合 X 上 的 顺序 关系 尽 ， 因 为 反对 称 性 和 传递 性 是 定义 性 质 ， 这 些 性 质 可 用 于 简化 这 
一 关系 的 有 向 图 ， 我 们 使 用 图 4. 10 中 的 有 向 图 a 进行 说 明 . 因为 所 有 弧 ( 环 除外 ) 都 指向 下 方 ， 
那么 为 什么 不 除去 所 有 弧 的 箭头 ， 从 而 把 它们 变 成 边 呢 ? 另外 ， 这 一 有 向 图 是 自 反 的 ， 所 以 没有 
必要 在 每 一 个 顶点 处 画 出 一 个 环 ， 这 两 个 变化 把 这 一 有 向 图 转换 成 无 环 图 ， 接 下 来 ， 考 虑 从 3 到 
6， 从 6 到 7 和 从 3 到 7 的 边 ， 因 为 已 知 传递 性 成 立 ， 所 以 从 3 到 7 的 边 是 不 必要 的 ， 一 般 地 ， 
我 们 可 以 除去 传递 性 蕴涵 的 所 有 边 。 这 将 在 很 大 程度 上 简化 顺序 关系 的 有 向 图 (图 )， 除 去 环 、 箭 
头 和 传递 性 北湖 的 弧 后 生成 的 图 称 为 这 一 顺序 关系 的 图 表示 (diagram) (顺序 图 表示 (order 
diagram) 或 Hasse 图 表示 (Hasse diagram))， 图 4. 10b 给 出 图 4. 10a 的 顺序 关系 的 图 表示 ， 在 一 个 图 
表示 中 ，aRb， 如 果 存 在 一 个 从 a 到 5 的 下 降 链 、 例如， 在 图 4.10b 中 ，1R5，3R7, 但 是 ~~3R5. 我 
们 也 可 以 对 反 自 反 的 顺序 关系 的 有 向 图 实施 同样 的 简化 .对 反 自 反 顺序 关系 的 有 向 图 实施 同样 
简化 所 得 的 图 也 称 为 图 表示 ， 与 图 4. 9 的 有 向 图 a、b、c 相关 联 的 图 表示 如 图 4. 11 所 示 . 


1 2 1 
1 
3 
3 4 2 3 
2 5 
4 
5 4 
a) b) G] 


图 4.11 图 4.9 中 的 顺序 关系 a、b 和 * 的 图 表示 


类 似 地 ， 也 可 以 把 任意 没有 水 平 边 的 无 环 图 ( 即 舌 序 关系 )， 简 化 成 图 表示 .图 中 传递 性 蕴涵 
的 边 ( 弧 ) 可 以 除去 ， 图 表示 不 包含 环 ， 所 以 我 们 将 不 可 能 从 图 表示 得 知 这 一 关系 的 自 反 性 .只 有 
通过 这 一 关系 的 定义 或 给 出 的 相关 内 容 才能 确定 自 反 性 . 

考虑 集合 X 上 的 顺序 关系 尽 ， RAT AA (cover)y 或 TKy， 如 果 Ry 且 不 存在 =， 使 得 
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ZXRz H zRy. 二 元 关系 (X，K) 称 为 (X， 尺 ) 的 覆盖 关系 (cover relation)、 我 们 可 以 如 下 定义 与 尺 
相关 的 履 盖 图 Gk :a)V(GK ) 是 集合 X; biz, y) EE(Gk)， 如 果 工 覆盖 y， 因 此 , 与 一 个 顺 
序 关 系 相关 的 覆盖 图 的 画 法 实际 上 是 这 一 顺序 关系 的 图 表示 ， 且 只 要 z 覆盖 y 则 y 低 于 xz. 另 
外 ,任意 图 表示 都 是 一 个 顺序 关系 的 覆盖 图 考虑 图 4. 11 中 的 图 表示 b， 这 一 图 表示 定义 由 
图 4. 9b 定 义 的 关系 (X，R) 的 覆盖 图 ， 这里， 天 一 {(1，2)，(1，3)，(2，4)，(3，4)}. 

再 一 次 考虑 集合 X 上 的 顺序 关系 尽 ， 我 们 将 使 用 xzSy 表示 zRy Hry. WH zSy 或 ySz， 
那么 我 们 说 > 和 > 是 可 比较 的 (comparable)， 记 作 zCy， 另 外 ， 如 果 既 没有 zRy 也 没有 yRz， 则 
RAIK x M y 是 不 可 比较 的 (incomparable) ， 记 作 zly. 

S，C 和 1 的 图 表示 的 含义 也 是 一 目 了 然 的 ，zSy 当 且 仅 当 存在 一 条 从 z 到 y 的 下 降 链 ， 从 
x Bly Ry 到 x 的 下 降 链表 明 zxCy， 而 对 于 Ay, rly 表明 zx My 之 间 不 存在 链 ， 或 者 仅 有 了 既 不 
是 严格 上 升 也 不 是 严格 下 降 的 链 ， 在 图 4. 10b 的 图 表示 中 ， 我 们 马上 看 到 3C7，3S7， 一 2C6 
和 213, 


一 个 元 素 在 有 序 集合 (X，R) 是 极 大 的 (maximal) ， 如 果 不 存 在 yE 。 
X 使 得 ySr， 如 果 只 存在 一 个 极 大 元 素 ,那么 这 一 元 素 称 为 最 大 
(Cmaximum) 元 素 且 记 为 I， 我 们 设 max(X，R) 是 CX，R) 中 极 大 元 素 的 集 “ € 
A. ATH (minimal) ER, Kh (minimum WKAR min(X，R) 也 可 
HORAN SL. MAUI TEM ARLE. MEA. YEA A12 中 的 图 表示 . 
è z 
r 


这 里 以 是 极 大 元 素 , h MATER. max(X, R)={a, d). H min(X, 

R) 二 {人} (因为 h 是 最 小 元 素 )， 尽 管 每 一 个 (在 一 个 有 限 的 集合 上 的 ) 顺 序 

关系 至 少 有 一 个 极 小 元 素 及 一 个 极 大 元 素 [参见 练习 24(a)]， 但 不 一 定 有 

最 大 元 素 或 最 小 元 素 . 

4.2.3 线性 序 图 4.12 另 一 个 图 表示 
在 很 多 应 用 中 ， 我 们 寻找 一 个 为 各 选项 “ 定 级 "的 顺序 关系 ， 即 它 给 出 第 一 选择 、 选择 、 

第 三 选择 等 等 ， 这 样 的 顺序 就 足 我 们 称 为 严格 线性 序 的 一 个 例子 ， 每 当 我 们 需要 ”排列 "一 组 元 素 

时 ， 我 们 就 要 为 那个 集合 创建 一 个 严格 线性 序 ， 患 者 在 门诊 等 待 看 医生 时 ， 学 生 需 要 排 成 一 队 

时 ， 为 某 一 频道 的 电视 广播 调度 电视 节目 时 ， 都 是 严格 线性 序 的 例子 ， 当 我 们 对 可 选 的 政治 候选 

人 定 级 别 ， 或 根据 “质量 "为 软件 包 定 级 别 时 ， 我 们 的 目标 是 生成 一 个 严格 线性 序 ， 一 个 二 元 关系 

称 为 严格 线性 序 (strict linear order) ， 如 果 它 是 传递 、 不 对 称 、 纽约 


完全 的 .图 4. 13 所 画 的 顺序 关系 就 是 严格 线性 序 的 例子 (也 使 用 区 
严格 全 序 (strict total order) 和 严格 简单 序 (strict simple order) 等 #Ë 


说 法 )， 一 个 严格 线性 序 可 能 满足 且 将 满足 更 多 的 性 质 ， 但 是 定 亚特兰大 
义 它 只 需要 这 三 个 给 定 的 性 质 ( 留 给 读者 证 明 任 意 一 个 定义 性 质 
都 不 是 多 余 的 ; 见 练习 21)， 事 实 上 ， 一 个 严格 线性 序 还 是 反 自 
反 、 反 对 称 和 负 传 递 的 ， 不 对 称 性 蕴涵 反 自 反 性 和 反对 称 性 ( 参 。 党 看 
见 定理 4. 3 的 证 明 )， 而 传递 性 与 完全 性 蕴涵 负 传递 性 (后 者 的 证 。” 图 4.13 图 4.2 的 有 向 图 的 
明 留 给 读者 ; 参见 练习 22). -个 生成 子 图 

严格 线性 序 的 原型 例子 是 任意 实数 集合 上 的 关系 >， 根 据 定理 4. 1 和 完全 性 ， 对 于 有 限 集合 
X 上 的 严格 线性 序 尺 ，R 的 图 表示 是 由 分 布 在 一 条 重 线 上 的 X 的 元 素 组 成 的 ， 即 aRb 当 且 仅 当 a 
在 的 上 方 。 另 一 方面 ， 如 果 我 们 假设 反 自 反 性 (没有 环 ) ， 那 么 一 个 成 竺 线形 状 的 图 表示 将 总 是 
一 个 严格 线性 序 ， 完 全 性 是 唯一 需要 核实 的 性 质 ， 因 为 传递 性 和 不 对 称 性 得 自 于 反 自 反 性 假设 


局 
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下 的 顺序 关系 的 定义 ， 为 了 证 明 完全 性 ， 考 虑 X 中 的 任意 两 个 元 素 a 隆 b。， 因 为 在 垂 线 图 表示 上 
一 个 元 素 一 定 在 另 一 个 元 素 的 上 方 ， 根 据 图 表示 的 定义 ， 较 高 元 素 与 较 低 元 素 有 关系 “R”， 因 
此 ， 必 须 或 者 aR 或 者 bRa， 因 为 画 严格 线性 序 ( 垂 线 图 ) 无 法 说 明 ， 所 以 我 们 使 用 Trotter 
[1992] 的 表 记 法 来 简洁 地 描述 严格 线性 序 . 令 Ls = 二 [ai，ai,，…，ai.] 表示 集合 
X={al，az，*…，an} 上 的 严格 线性 序 ， 其 中 只 要 在 Ls 中 ui 超前 ai WE aSa. ERR 
记 法 中 ,图 4. 13 中 的 严格 线性 序 由 [纽约 ， 迈 阿 密 ， 亚 特 兰 大 ， 旧 人 金山， 洛杉矶 ] 给 出 . 

回想 严格 顺序 中 “严格 "一 词 指 的 是 这 一 关系 是 反 自 反 的 ， 而 “ 非 严 格 " 的 解释 则 是 自 反 的 .我 
们 通过 反对 称 性 、 传 递 性 和 强 完全 性 定义 线性 序 (linear order)， 容 易 证 明 ， 除 了 线性 序 是 自 反 的 
之 外 ， 线 性 序 和 严格 线性 序 有 同样 的 性 质 ， 特 别 地 ， 线 性 序 的 原型 例子 是 任意 实数 集合 上 的 关 
系 之 ， 严 格 线性 序 的 记 法 [as, ，ai, ，…，ai, ] 也 用 于 线性 序 R， 所 做 的 唯一 改变 是 对 于 所 有 的 j 
有 ajRaj. 

【 例 4.7 字典 序 (Stanat 和 MeAllister[1977])】 设 三 是 一 个 有 限 的 字母 表 ， 日 设 R 是 上 的 
严格 线性 序 ， 设 X 是 三 的 串 的 集合 ， 如 下 定义 上 的 字典 序 S， 首 先 ， 如 果 是 y 的 前 辍 则 有 
ZzSy， 其 次 , 假设 ==zu，y 一 wv 且 <x My MHRA MRM. At, 如果 在 严格 线性 序 R 
中 ，w 的 第 一 个 符号 超前 vw 的 第 一 个 符号 ， 则 有 zSy， 例 如 ， 如 果 王 是 字母 表 {(a，6，c，…,z}， 
ALR 是 通常 的 字母 表 顺 序 ， 那 么 abSabht， 还 有 ，abdtSabeab， 因 为 我 们 有 z=ab, u=dt, v= 
eab, F 4 的 第 一 符号 d 超 前 于 vv 的 第 一 个 符号 e。 这 一 二 元 关系 (X，S) 对 应 于 字典 中 所 使 用 的 
一 般 顺序 ， 这 一 顺序 关系 定义 一 个 严格 线性 序 ， 因 为 它 是 传递 的 、 不 对 称 的 且 完 全 的 (参见 练 
315). 

让 我 们 继续 这 一 情况 ， 其 中 三 是 字母 表 {a， 5b，c,…，z)， 且 R 是 通常 的 字母 表 顺 序 ， 用 
4. 2. 2 节 的 术语 ， 如 果 r EX 的 任意 元 素 ， 7 BM ra. 因为 Sra AEX 中 不 存在 申 = 使 得 Sz 
且 xSza。 另 一 方面 ， 没 有 元 素 获 盖 rb. (为 什么 ? 参见 练习 17.) 

这 一 例 了 有 一 个 无 限 集合 X， 如 果 我 们 至 多 取 给 定 长 度 的 之 内 的 所 有 串 ， 那 么 就 得 到 一 个 有 
限 集合 的 例子 . a 
4.2.4 BE 

当 我 们 要 对 选择 项 定 级 为 第 一 选择 、 第 二 选择 等 等 时 ， 
我 们 可 能 希望 有 平 级 的 选择 ， 接 下 来 ， 我 们 考虑 称 为 弱 序 的 
关系 ， 它 们 很 像 线 性 关系 ， 只 不 过 允许 有 平 级 ， 一 个 弱 序 
(weak order) 是 一 个 传递 且 强 完全 的 二 元 关系 .注意 ， 因 为 没 
有 假设 反对 称 性 ， 所 以 弱 序 可 能 不 是 顺序 关系 .因为 反对 称 
性 是 线性 序 的 一 个 定义 性 质 ， 而 弱 序 却 没有 必要 假设 有 这 一 
性 质 ， 所 以 ， 对 于 弱 序 R， 可 能 有 aRb 且 bRa Hab, 在 这 
种 情况 下 ， 我 们 可 以 认为 a Mb ER 中 是 平 级 的 .图 4. 14 给 
出 一 个 典型 弱 序 的 “图 表示 ”。 在 我 们 已 定义 的 图 表示 的 意义 
下 ， 这 不 是 一 个 图 表示 ， 这里， 每 一 个 元 素 有 一 个 水 平 层次 ， 
同一 水 平 层次 上 的 所 有 元 素 a Mb 满足 aRb 且 bRa， 除 此 之 
db, aRb HHAH a 的 层次 比 b 高 ， 因 此 ， 在 对 应 于 图 4. 14 
的 弱 序 中 ，R 由 下 式 给 出 : 

xiRyi 当 且 仅 当 z = y 或 在 字母 表 中 工 超前 y。 图 4.14 这 个 图 形 定义 一 个 “典型 ” 
其 中 z 和 y Ba, b, c d, e, Bf: 例如 ,boRes MaRf. E/E 


RAF 关 系 169 


你 可 以 证 明 ( 参 见 Roberts[1976，1979b]) 每 一 个 (有 限 集合 上 的 ) 弱 序 都 是 这 样 的 . 

有 时 候 有 必要 考虑 严格 能 序 (strict weak order) ， 严 格 弱 序 是 与 弱 序 相同 的 二 元 关系 ， 只 是 
对 于 同一 水 平 层 次 上 的 元 素 c Mb, RIIA aRb， 因 此 ， 在 像 图 4. 14 的 图 中 ， RNA ziRy; 
当 且 仅 当 在 字母 表 中 zx 超 前 y 很 容易 看 出 ， 从 这 样 一 个 “图 表示 "方式 定义 的 关系 尺 是 不 对 称 
且 负 传递 的 。 相反， 如 果 X 是 有 限 的 ， 不 对 称 且 负 传递 的 关系 (X，R) 可 以 被 看 成 是 以 这 样 方 
式 来 自 于 像 图 4. 14 的 一 个 “图 表示 ”( 参 见 Roberts[1976，1979b]). 不 对 称 且 负 传递 的 关系 
FRH F HB BA AR (strict weak order)， 不 难 证 明 ， 弱 序 与 严格 弱 序 之 间 的 关联 就 如 同 线性 关系 与 
严格 线性 关系 之 间 的 关联 一 样 ， 它 们 之 间 的 唯一 差别 就 是 处 于 同一 水 平 层 次 的 元 素 ， 或 “ 平 
级 "元 素 . 

注意 ， 尽 管 根据 我 们 的 定义 弱 序 不 一 定 是 顺序 关系 ， 但 是 严格 弱 序 却 总 是 顺序 关系 (为 什 
么 )， 还 要 注意 ， 严 格 弱 序 只 允许 不 可 比较 元 素 以 特殊 方式 存在 ， 图 4. 2 中 的 有 向 图 定义 一 个 严 
格 弱 序 ， 不 难看 出 可 以 重 画 这 一 有 向 图 : 顶层 是 波士顿 和 纽约 ， 接 着 是 迈阿密 ， 然 后 是 亚特兰大 
和 菲尼克斯 ， 然 后 是 旧金山 ， 最 后 是 洛杉矶 ， 从 (4. 5) 式 的 函数 f 可 以 容易 地 得 到 这 些 层次 ， 回 
想 一 下 ， 函 数 f 是 由 (4.4) 式 定义 的 一 个 效用 函数 ， 反之， 如 果 一 个 严格 优先 选择 关系 已 是 由 
(4. 4) 式 的 效用 函数 定义 的 ， 那 么 不 难看 到 它 是 不 对 称 且 负 传递 的 ， 即 是 一 个 严格 弱 序 ， 这 一 
证 明 留 作 练习 (练习 20). 

因为 同样 的 原因 ， 图 4. 2 的 有 向 图 定义 一 个 严格 弱 序 ， 图 4. 5 的 有 向 图 也 定义 一 个 严格 弱 
序 ， 如 果 像 例 4. 4 一 样 ， 令 F(z) 一 r(z，9)， 那 么 我 们 有 


yer(z,g) > ry ,DOT > f+ 
这 给 出 (4. 4) 式 的 一 个 等 价 形式 . 


不 难 证 明 图 4. 3 和 图 4. 6 中 的 有 向 图 不 是 严格 弱 序 ， 因 此 ， 不 “ = 
存在 满足 (4. 4) 式 的 函数 ， 为 了 弄 明白 其 中 的 原因 ， 我 们 考虑 图 
4.15 中 的 图 表示 ， 注 意 ， 元素 u Mw 是 不 可 比较 的 ,元 素 wHo ý 
也 是 不 可 比较 的 特别 地 ， 有 一 uRw 和 一 zuRu 然而 , 有 uRvu， 因 ”图 4.15 在 严格 弱 序 中 看 
此 ， 这 一 图 表示 不 是 负 传递 的 ， 也 不 可 能 是 一 个 更 大 的 负 传递 图 表 不 到 的 图 表示 


示 的 一 部 分 ， 这 一 图 表示 本 质 上 是 关于 图 表示 不 是 负 传递 的 定义 ， 一 个 顺序 关系 是 严格 弱 序 当 
且 仅 当 它 的 图 表示 不 包含 图 4. 15 的 图 表示 . 
4.2.5 稳定 婚姻 

假设 ”位 男士 和 ?位 女士 考虑 婚姻 问题 ， 在 我 们 决定 如 何 配 成 若干 对 夫妇 之 前 ， 每 一 位 男士 
和 每 一 位 女士 都 提供 一 个 异性 优先 选择 列表 ， 一 个 严格 线性 序 ， 一 个 稳定 婚姻 的 集合 (set of 
stable marriage， 或 一 个 稳定 匹配 (stable matching)) 是 男士 和 女士 的 配对 (或 匹配 )， 使 得 离开 他 
们 各 自 被 指定 的 伴 但 ， 并 相互 结婚 ， 没 有 一 位 男士 和 一 位 女士 境况 会 更 好 (就 其 选择 来 说 )，Gale 
和 Shapley[1962] 对 这 一 问题 及 其 若干 变形 作 了 介绍 . 

考虑 "一 4 且 优先 选择 是 由 表 4.4 中 所 给 出 的 严格 线性 序 的 情况 .注意 ，Mi = {mi 一 zw， 
mz 一 w3，m3 一 ww1，m4 一 w2) 是 一 个 稳定 婚姻 的 集合 ， 为 了 弄 清楚 其 原因 ， 注 意 ws 和 ws AR 
她 们 的 第 一 选择 结婚 ， 所 以 她 们 二 人 都 不 愿意 与 她 们 的 配偶 m, m BSE. E, m 和 mt 也 在 
其 他 女士 中 都 得 到 他 们 的 首选 ， 即 wx Aw. 对 于 这 一 问题 ， 共 存在 10 种 稳定 匹配 .另外 两 种 
明显 的 稳定 匹配 是 Mo = (7m ~ we. mw, mws, m —u) H Mo= {m — m, m2 一 wa， 


© 本 小 节 的 内 容 基于 Gusfield 和 Irving[1989] 的 工作 - 
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表 4.4 大 小 为 4 的 稳定 婚姻 问题 的 优先 选择 顺序 (严格 线性 序 ) 


男士 的 优先 选择 女士 的 优先 选择 

ov wey wo wa] wis Limes mss may m] 
m: (ters wis wey ws] we: D >m, m] 
m: [wns wey my ee] w m m] 
m: [ms w, w wr] sm, m] 


m: 


3 we m— uw}. 


这 两 个 都 是 稳定 的 ， 因 为 每 一 位 男士 (女士 ) 都 已 得 到 他 的 (她 的 ) 第 一 选择 . 


10 种 稳定 匹配 的 完整 列表 是 
Mo = (my — wi sm2 — ws rms — wz m, — wi} 
Mi = {m — w ym — wa ms — wi sm — wr} 


M2 = {m — w „m2 — wy „m3 — w „m4 — wi} 
M; = (m — ws mz — ws „m3 — wi sm — wr} 
My = {m — wz m2 — w „m3 — wi sm, — ws} 
Ms = {m — ws „m2 — wi „m3 — wy „m4 — wr} 
Ms = {m — wzm — w m3 — wy „m, — w3} 
Mz = {m — wz sme — wi ms — ws sm — wr} 
Mg = {m — wi me — wz „m3 — w ym — ws} 
Mg = {my ~ wi „m2 — w „m3 — ws „m — wi} 


给 定 所 有 10 种 稳定 匹配 的 集合 ， 某 个 人 工 可 能 较 之 稳定 匹配 
Mj 更 偏爱 Mi， 如 果 + 偏爱 他 在 M, 中 的 配偶 而 不 是 他 在 M, 


中 的 配偶 ， 于是， 我 们 可 以 如 下 定义 面向 男士 的 支配 关系 


(man-oriented dominance relation): Mi 支配 Mi ， 如 果 每 一 位 
男士 或 者 较 之 Mi 更 偏爱 Mi ， 或 者 没有 偏爱 关系 .不 难 证 明 hh 
面向 男士 的 支配 是 一 个 偏 序 ， 它 的 图 表示 如 图 4. 16 所 示 ( 关 于 

稳定 婚姻 问题 的 更 全 面 讨论 参见 12. 8 节 ). 

本 节 练 习 
下 列 关系 中 哪些 是 顺序 关系 ? 

(〈a) 集 合 {1，2，3，4} 的 子 集 的 集合 上 的 宇 . 


1 


Pe neen 


(b)(X, P), 其 中 X=RexRe 且 
(ab) PCD 当 且 仅 当 (a > s Hb > 六. 
(MX, QD, SX En PERRE, fis for 


M 


WSHA i, fila) > f,(6)]. 


《d)(X，Q)， 其 中 X 同 (c)， 且 有 
AQ [RET i, fi Ca) > f(b) AREF i, fila) > fi. 


. 练习 1 中 的 二 元 关系 中 哪些 是 严格 偏 序 ? 


练习 1 中 的 二 元 关系 中 哪些 是 线性 序 ? 
练习 1 中 的 二 元 关系 中 哪些 是 严格 线性 序 ? 
练习 1 中 的 二 元 关系 中 哪些 是 弱 序 ? 

练习 1 中 的 二 元 关系 中 本 些 是 严格 弱 序 ? 


. 下 列 各 关系 中 哪些 是 线性 序 ? 
(a) 集 合 X={a,b，c，d}) 上 的 关系 {(a, a). (b. b), (c, ©, (dy d), (cr d) 


Ms 

M 
Ms 

g 
M: 

Mo 


图 4.16 稳定 匹配 上 的 面向 男士 的 
支配 关系 的 偏 序 


…， 万 是 X 上 的 实 值 标量 ，Q 是 由 下 式 定义 的 ; 


+ (c, b), (c, a), (d, 
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10. 练习 9 的 


b), (d, a), (b, a)} 

WRA X= la, b, c, d) EM KAR (a, a), (a, b), (ay d), (b, b), (b, d), Cc, a), (c, b), (Ces 
d), (d, d)} 

CORE X=la, by cy d) ERR (Cay a), (a, b), Cas c), Ca, d), (by b), Cb, c), Cb, d), Ces 
a), (c, c), (c, d), (d, d)} 

ORA X= By So p p) ERIKA, Ae Ar D, As De A ds (Br Os E D (Be gs 
(ps d+ (ps Bs (ps ps (pr Ds (pr Qs Lr Ov (Ls Ms CG gr} 


,下列 关系 中 哪些 是 严格 线性 序 ? 


(a) 集 合 X=lay by cy AERA (cr d), Ces b), (cy a), (d, b), (d, a), (b, a)} 

(DRA X=la, by cy d) ERAR, b), (cy b), Cas d), (cy d), (by d), (c, a), (by cd} 

(集合 X= l, & p p PERRA, D, Ay Os CAs Os CAs gs (Es Bs (Br Ov (& gs 
(Er + (or Ads (ps B+ Cpr Bs (pr Ds (ps Gs (hs Bs (Lr Qs CG 8} 

(d) 集 合 X={1, 25 3, 4, 5) EW KH. D, (5, 2), (5, 4), (1, D, (1, D, (3, 5), (3, D, 
(3, 2), (3, 4), (2, 49} 


,下 列 关系 中 哪些 是 弱 序 ? 


(a) RE X=(ay by cy di ERKKI, a), (by b), Cc» c), (d, d), (b, a), (by c), (b, d), (cs 
a), (c, d), (a, d)} 

(DRE X={1, 2, 3, 4 5, 6,7, 8, 9} EMA, D, (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), A, 
6). (1, 7). Cle 8), (1, 9), (2, 2), (2, (2, 7), (2, 8), (2, 9), (3 B 
5), (3, 6), (3, 7), (3, 8), (3, 9), (4, 4), s (4, 6), (4, 7), (4, 8), (4, 9), (5, 
5), (5, 7), (5, 8), (5, 9), (6, 6), (6, 7), (6, 8), (6, 9), (7, 7), (7, 9), (8, 8), (8, 
9), (9, 9)} 

OWE X 一 {P，4A， 更 ，T，0D} 上 的 关系 {(P， AD. A.W. Us D, A D, T Ms AN Wy Dy 
P), (F, A), (A, M, (Y. M) 

系 中 哪些 是 严格 弱 序 ? 


11. 画 出 对 应 于 下 列 各 图 中 的 严格 偏 序 的 图 表示 ， 


14. 


Ca) 图 4.3 (b) FA 4.4 (OPA 4.6 


, 使 用 与 图 4. 14 同样 的 方法 ， 画 出 图 4.5 中 的 严格 弱 序 的 图 表示 ， 使 得 * 平 级 "元 素 位 于 相同 水 平 


层次 


, 假设 X={1, 2, 3, 4) 且 


R = {01,D,(2,2) ,63,3),(4,4),01,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}. 

(a) 证 明 (X，R) 是 一 个 偏 序 . 
(b) 夯 出 (X，R) 的 图 表示 . 
《〈c) 寻 找 与 (X，R) 相 关 的 覆盖 关系 (X，K). 
假设 X=(t, uy vy we xy y, zH 

R= (Cpt) (trv), (usv) lwo), (04.2) (wy) + (WZ) TD Ts yD yz) (EHD). 
(a) 证 明 (X，R) 是 严格 偏 序 . 
(b) 画 出 (X，R) 的 图 表示 . 
《c) 寻 找 与 (X，R) 相 关 的 覆盖 关系 (X，K). 


. 证 明 例 4. 7 中 的 二 元 关系 (X，S) 是 : 
(a) 传 递 的 《b) 不 对 称 的 (中 完全 的 

. 根据 例 4. 7， 对 于 严格 线性 序 (X，S) 写 出 S， 其 中 X 是 长 度 至 多 为 4 的 所 有 串 的 集合 ,日 
(a) S= (a, 6) ME aRb. (b)S={a, b, ch MR aRb, aRe, bRe. 


. 根据 例 4.7， 如 果 3 一 {a， b. co, zj 且 尺 是 普通 字母 表 顺 序 ， 解 释 为 什么 che X WARS. 
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18. 假设 X={a, b, c, d, e, IH 


R= {(a,c), (a, f), (bsc) (br f) (d,a), (d,b), (dsc), (dse), (d, f) (ere) Ce 万) 
GHEH: (X, DEHA. 
WOH, DHARR. 


19. 考虑 严格 线性 序 Ls=[ai+ r vy z]. 


(a) FAR Ls-i. 《b) 寻 找 Ls 站 Ls-;. (ce 寻找 Ls ULs—. 


20. WRX, PERA 4) 式 的 效用 函数 /定义 的 严格 优先 选择 关系 ， 证 明 P 是 不 对 称 且 负 传递 的 . 


1. 证 明 下 面 三 个 性 质 中 的 任意 两 个 都 不 曹 涵 第 三 个 性 质 : 传递 性 、 完 全 性 、 不 对 称 性 . 
2. 证 明 : 传递 且 完全 的 二 元 关系 是 负 传递 的 . 
3. 重 画 图 4. 9 中 的 有 向 图 以 证 明 这 是 一 个 顺序 关系 ， 即 重新 画 出 这 一 有 向 图 使 得 所 有 弧 都 是 下 降 的 . 


24, a) 证 明 ; 每 一 个 (有 限 集合 上 的 ) 顺 序 关系 至 少 有 一 个 极 大 元 素 和 一 个 极 小 元 素 . 


ER: 每 一 个 (严格 ) 线 性 序 有 最 大 元 素 和 最 小 元 素 . 
5.(a) 严 格 偏 序 的 着 R“ 一 定 是 严格 偏 序 吗 ( 对 于 逆 的 定义 ， 参 见 4. 1 节 练 习 7)? 
《b) 偏 序 的 逆 R- 一 定 是 偏 序 吗 ? 
6. 证 明 ， 每 一 个 严格 弱 序 是 严格 偏 序 . 
7. 如 果 (X，R) 是 严格 弱 序 ， 通 过 下 式 定义 X 上 的 关系 S: 
aSb 当 上 且 仅 当 (aRb 或 a = b). 
证 明 ，(X，S) 是 偏 序 . 
8. 画 出 图 4. 14 定义 的 严格 偏 序 的 逆 的 图 表示 (对 于 逆 的 定义 ， 参 见 4. 1 PRI T). 
9，(a) 严 格 弱 序 的 逆 一 定 是 严格 弱 序 吗 ?为 什么 ? 
〈b) 严 格 偏 序 的 逆 一 定 是 严格 偏 序 吗 ? 为 什么 ? 


30，(a) 严 格 弱 序 的 补 一 定 是 严格 弱 序 吗 (关于 补 的 定义 ， 人 参见 4. 1 节 练习 8)? 


31. 


3; 


(b) 严 格 偏 序 的 补 一 定 是 严格 偏 序 吗 ? 

证 明 ，4. 2.5 节 的 面向 男士 支配 关系 是 一 个 偏 序 . 

2. 考虑 4. 2. 5 的 稳定 匹配 集合 . 
(a) 写 出 稳定 匹配 集合 上 的 面向 女士 支配 关系 的 定义 
(b) 甬 出 这 一 稳定 匹配 集合 上 的 面向 女士 支配 关系 的 图 表示 . 
(c) 比 较 面向 男士 支配 的 图 表示 和 面向 女士 支配 的 图 表示 ? 


33. (a) 解 释 为 什么 


{mm — wy sm — Wy sm — We +My — Ws) 
不 是 表 4. 4 的 优先 选择 顺序 的 稳定 婚姻 集合 . 
(b) 对 于 表 4. 4 的 优先 选择 顺序 ， 有 多 少 婚姻 集合 不 是 稳定 的 ? 
(OWE: Moy Mis c+) My ER 4. 4 的 优先 选择 顺序 的 全 部 稳定 婚姻 集合 . 


4.3 偏 序 的 线性 扩展 


4 


-3. 1 线性 扩展 和 维 数 


【 例 4. 8 推理 小 说 与 线性 扩展 】 在 写 一 部 优秀 的 谋杀 推理 小 说 时 ， 作 者 给 出 若干 线索 帮助 读 
者 弄 明白 “ 谁 干 了 这 件 事 "， 某 些 线索 的 理解 依赖 于 前 面 的 线索 .考虑 图 4. 17， 这 一 有 向 图 的 顶 
点 代表 某 本 小 说 的 线索 和 “ 解 "， 弧 代表 一 条 线索 与 另 一 条 线索 的 依赖 关系 。 例如， 从 线索 3 到 
线索 9 的 弧 表 示 要 明白 线索 9 需要 线索 3， 显 然 ， 我 们 可 以 假设 传递 性 ， 所 以 我 们 不 必 画 出 线索 
间 的 所 有 弧 . 反 对 称 性 也 一 定 成 立 ， 所 以 我 们 的 有 向 图 定义 一 个 顺序 关系 ， 从 某 些 线索 到 解 顶点 
的 弧 表 示 明 白 这 一 推理 小 说 所 需要 的 那些 线索 . 因此， 根据 传 递 性 ， 弄 明白 这 一 推理 小 说 需要 所 


有 的 线索 . 
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VER TURES ELT A PEO RP ARR RR. RUE. RIIE NEN 
有 线索 都 出 现在 所 有 它 依赖 的 线索 之 后 ， 依 线索 |“ 线 素 2 B BR BES BES 
赖 于 这 一 有 向 图 ， 存 在 很 多 描述 这 些 线索 的 
方式 ， 图 4.18 给 出 四 种 描述 图 4. 17 的 有 向 
图 中 的 线索 的 方式 ， 同 样 ， 在 这 些 有 向 图 中 
都 假设 了 传递 性 ， 图 4. 18 中 的 有 向 图 说 明 
了 线性 扩展 的 思想 . 

考虑 同一 集合 X 上 的 严格 偏 序 R 和 S. 
如 果 只 要 aSb REAL aR, IBA RIES 的 扩展 
(extension)， 换 一 种 说 法 ，R 是 S 的 扩展 ， 
如 果 所 有 定义 S 的 序 对 都 在 R oP. MURR BS REA 
是 严格 线性 序 ， 那 么 RR 称 为 S 的 线性 扩展 (linear extension)， 事 实 上 ， 图 4.17 的 有 向 图 是 严格 
偏 序 (我 们 省 略 了 传递 性 昔 涵 的 弧 ) ， 而 且 图 4. 18 中 的 每 一 个 有 向 图 都 给 出 这 一 顺序 关系 的 一 个 
线性 扩展 ， 线 性 扩展 恰好 就 是 推理 小 说 作者 要 考虑 的 事情 ， 由 于 书 中 文字 的 线性 特征 ， 必 须 按 一 
个 线性 扩展 所 给 的 顺序 展开 这 些 线索 . G] 


【 例 4.9 拓扑 排序 】 当 我 们 把 一 个 严格 偏 序 R 线 案 1 RR RO 
(《X，R) 输 入 到 一 台 计 算 机 时 ， 自 然 要 产生 严格 偏 
序 的 线性 扩展 ， 我 们 把 X 的 元 素 按 序列 顺序 输入 ， 

并 可 能 希望 以 保持 这 一 严格 偏 序 的 方式 输入 它们 . 线索 2 RRT HARD 线索 4 
这 一 过 程 扩展 为 寻找 使 用 整数 1，2，…，n 标记 任 

意 有 向 图 的 顶点 ， 使 得 D 的 每 一 个 条 弧 都 是 从 较 BETY RY BRY AR 
小 标签 的 顶点 到 较 大 标签 的 顶点 这 一 过 程 称 为 拓 ps oy Gry ae 
扑 排序 (topological sorting)， 我 们 将 在 11. 6. 2 Wit 

论 这 一 问题 ， 在 那里 我 们 将 描述 这 一 思想 在 项 目 计 RO RRI 线索 1 线索 1 
划 、 调 度 和 设施 设计 等 方面 的 应 用 . a 

Fiemme SAPD Peg BRAY smn 

定理 4. 4(Szpilrajn 的 扩展 定理 [1930]) 每 一 线 案 13 REB RES HRI: 
个 严格 偏 序 都 有 线性 扩展 、 AI PRX. RIK 
一 个 严格 偏 序 且 对 于 不 同 的 z，yEX 有 -ly( 即 工 BRST BRAT REST RE 
与 y 是 不 可 比较 的 )， 那 么 至 少 存在 一 个 具有 ZL 线索 10 RES 线索 10 线索 8 
的 线性 扩展 了 . 

不 难 证 明 下 面 的 算法 可 以 寻找 给 定 严格 偏 序 的 BRO 线索 10 BRI 线 案 7 
线性 扩展 ， 实际 上 ,这 一 算法 可 以 用 于 寻找 严格 偏 
序 的 所 有 线性 扩展 .该 算法 使 用 子 顺序 的 概念 如 
果 (X，R) 是 一 个 严格 偏 序 ，D 是 它 相 应 的 有 向 图 ， 线索 14 REN 线索 7 RKI 
且 YSEX， 那 么 由 立 生成 的 子 图 也 是 一 个 严格 偏 序 
的 有 向 图 ， 因 为 它 是 不 对 称 且 传递 的 ， 我 们 称 这 一 
关系 为 一 个 子 顺 序 (suborder) ， 并 记 为 (Y，R)( 从 
技术 上 讲 ， 这 不 是 一 个 适宜 的 记 法 .我 们 指 的 是 包 id 解 bad " 
SER PH YXY 的 所 有 有 序 对 )。 图 4. 13 是 由 下 图 4.18 可 能 的 线索 表示 模式 


HEI BARD 线索 9 RRS 


RRN 线索 6 REI HEI 


线索 4 BR 线索 12 线索 12' 
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面 集合 生成 的 图 4. 2 中 的 顺序 关系 的 子 顺序 : 
Y= {纽约 ,迈阿密 ,亚特兰大 ,旧金山 ,洛杉矶 }. 

算法 4.1: 线性 扩展 

MA: 严格 偏 序 (X，R). 

输出 : (X，R) 的 一 个 线性 扩展 . 

PRI 令 m== | XX|. 

步骤 2. 寻找 (X，R) 中 的 一 个 极 小 元 素 工 

PRI. 4 X=X—z, R=RN{(X—z)X(X—z)}, 有 bm=z. 

PRA 把 由 递 减 1， 如 果 现在 加 是 0， 停 步 并 输出 有 向 图 B， 其 顶点 集合 是 XX， 且 当 i<j 时 
Ois ÈM. BRIER, ROSR2 


关于 这 一 算法 有 几 点 说 明 : (1) 根 据 定理 4. 2， 严 格 偏 序 总 有 极 小 元 素 ， 步 骤 2 中 需要 这 一 
TER. (2)X 一 x 和 由 步骤 3 重新 定义 的 R 是 我 们 记 为 (X 一 zx，R) 的 子 顺序 ， 它 也 是 一 个 严格 偏 
E. 因此 有 极 小 元 素 .(3) 容 易 看 出 ，B 是 (X，R) 的 线性 扩展 . 


为 了 说 明 算法 4. 1， 考 虑 图 4.19 中 mie 线性 扩展 
的 严格 偏 序 ， 在 步骤 1, 令 m= 二 4, EF a a z 
又 2， 我 们 可 以 选择 极 小 元 素 a. R, ‘ zi a 和 和 
在 步骤 3， 我 们 考虑 除去 a4 的 严格 偏 序 ， a ay a, a ay 
HE bay, EFR RAHAT Ae ee ee ee 
Ras, Fbs=as, ARBRE alka) o a 
的 严格 偏 序 ， 然 后 我 们 可 以 选择 极 小 元 cE iE A ps 


Ka. $ h=, HEERE az (以 及 
aa 和 a4) 的 严格 偏 序 ， 最 后 ， 我 们 选择 剩 ”图 4.19 四 个 元 素 上 的 一 个 严格 偏 序 以 及 它 的 线性 扩展 
余 的 ( 极 小 ) 元 素 a. HE bisa. PRA ELA E B 对 应 于 图 4. 19 中 的 线性 扩展 Li. 

让 我 们 考虑 严格 偏 序 (X，R) 的 所 有 线性 扩展 的 集合 天 如果 zRy， 则 在 下 的 每 一 个 线性 扩展 
中 这 一 结论 都 成 立 ， 如 果 zl1y， 那 么 ， 根 据 Szpilrajn 的 扩展 定理， 在 下 中 至 少 有 一 个 并 在 ? 之 上 
的 线性 扩展 和 一 个 y 在 zx 之 上 的 线性 扩展 因此， 我 们 有 下 面 的 结果 . 

定理 4.5 如 果 (X，R) 是 一 个 严格 线性 序 ， 且 下 是 (XX，R) 的 线性 扩展 的 集合 ， 那 么 


(XR) =f) L 


lex 

因为 严格 偏 序 是 它 的 所 有 线性 扩展 的 交集 ， 所 以 一 个 很 自然 的 问题 是 : 需要 多 少 个 线性 扩 
展 才能 使 其 交集 是 原来 的 严格 偏 序 ? 给 定 严格 偏 序 (X，R)， 其 交集 是 (X，R) 的 最 小 线性 扩展 数 
目 称 为 (X，R) 的 维 数 (dimension)， 写 作 dim(X. R) (这 一 概念 是 Dushnik 和 Miller[1941] 提 出 
的 )， 图 4. 19 给 出 严格 偏 序 (X，R) 的 所 有 五 个 线性 扩展 ，Li，L2，L3，L4，Ls (回想 一 下 ， 对 
于 四 个 元 素 的 集合 ， 存 在 4! 个 元 素 的 顺序 .在 这 种 情况 下 ，4! 一 24 个 可 能 的 顺序 中 只 有 5 个 是 
线性 扩展 )， 因 为 (X，R) 不 是 线性 序 ， 所 以 dim(X，R) 二 1， 而 且 根据 定理 4. 5， 有 dim(X, RI<S. 
容易 看 到 ，L4 门 Ls 等 于 (X，R)[ 例 如 ， 在 (X，R) 中 有 ala, 在 Ls PH aSa, mE L 中 有 
aSa]. 因此 ，dim(X，R) 一 2， 寻 找 任意 顺序 关系 的 维 数 不 是 一 个 简单 的 问题 .给 定 顺 序 关 系 
(X, R), ，Yannakakis[1982] 证 明 对 于 每 一 个 固定 的 过 3， 检 验 dim(X，R)<t 是 NP 完全 的 . HK 
于 维 数 的 概述 文章 参见 Trotter[1996]. 根据 Yannakakis 的 结果 ， 与 维 数 相关 的 大 多 数 结果 都 对 
有 序 集合 的 特殊 类 达到 边界 值 或 准确 值 ， 我 们 在 下 节 给 出 其 中 的 几 个 . 
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【 例 4.10 多 维 效用 函数 】 假设 (X，P) 是 例 4. 1 的 严格 优先 选择 关系 ， 在 例 4.6 中 ,我 们 讨 
论 了 一 个 函数 /， 它 对 X 中 的 每 一 个 a 度量 值 f(a) ， 使 得 当 且 仅 当 a 的 值 大 于 2 的 值 时 ， 与 5 相 
比 严格 优先 选择 a， 即 

aPb+* f(a) > f). 
如 果 我 们 使 用 若干 特征 或 维 数 ， 比 如 说 值 fi (a), 美丽 fo (a), 质量 户 (a) 等 ， 情 况 将 如 何 呢 ? 
我 们 可 以 表达 关于 a 胜 过 6 的 严格 优先 选择 ， 当 且 仅 当 相 对 于 每 一 个 特征 a 都 比 b 更 好 ; 即 有 
aPb+[ fi Ca) > fi (6) J&L fea) > fab) bL fia) > fe]. (4.6) 

这 样 的 情况 经 常 出 现在 软件 和 硬件 的 比较 中 。 P,P ARG BRE A EB 
度 给 两 个 不 同 的 软件 包 做 等 级 评估 (评估 结果 为 : 0 一 不 好 ，1 一 一 般 ，2 王 好 ，3 一 非常 好 )， 于 是 
我 们 可 以 明确 一 个 软件 包 严格 优先 于 另 一 个 软件 包 ， 当 且 仅 当 在 每 一 个 “ 维 数 " 上 ， 前 一 个 软件 包 
的 分 数 部 更 高 ，( 精 确 地 说 ， 只 有 当 使 用 1/ 成 本 而 不 是 成 本 才 行 ， 为什么) 我 们 也 可 以 把 我 们 的 
决定 局 限 在 那些 没有 其 他 严格 优先 于 它 的 软件 包 上 .Fenton 和 Pfleeger[1997，p. 225] 描 述 了 一 
个 详细 的 例子 . 

如 果 已 是 使 用 (4. 6) 式 定义 的 ， 容 易 看 到 ，(X， 己 ) 是 严格 偏 序 ， 其 逆 问 题 在 优先 选择 理论 
中 是 一 个 很 重要 的 问题 ， 假 设 我 们 有 一 个 严格 偏 序 (X，P)， 你 能 够 寻找 到 函数 Ai. for oy 
fi， 其 中 每 一 个 /i 给 X 中 的 每 一 个 a 指定 一 个 实数 ， 使 得 (4. 6) 式 成 立 吗 ? 事实 上 ， 如 果 (X， 


PARR 1， 且 有 P= 已 ， 那 么 我 们 可 以 定义 万， 使 得 
al ib+ f(a) > fib). 

于 是 (4. 6) 式 成 立 ， 因 此 ， 对 于 足够 大 的 :， 我 们 总 能 找到 及 ，f。，…，f:， 而 且 我 们 能 够 寻找 
到 这 样 的 函数 的 最 小 的 数字 至 多 是 的 维 数 ， 事 实 上 ， 这 样 的 最 小 数 等 于 这 一 维 数 ， 除 非 当 这 
一 维 数 等 于 2 时 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 也 许 能 够 找到 满足 (4. 6) 式 的 函数 及 ， 例 如 ，(X，P) 是 
严格 弱 序 时 出 现 这 一 情况 ， 关 于 严格 偏 序 与 由 (4. 6) 式 给 出 的 优先 选择 的 多 维 模型 之 间 的 联系 可 
以 参见 Baker, Fishburn 和 Roberts[1972]， 关 于 更 多 的 多 维 效用 函数 的 讨论 ， 参 见 Keeney 和 
Raiffa[ 1993]、 Vincke[1992]. C] 
4.3.2 SEMTE 

在 严格 偏 序 (X，R) 中 ， 同 时 是 严格 线性 序 的 子 顺 序 称 为 链 (chain)， 因 此 ， 链 是 (X，R) 的 
子 顺序 (Y，R)， 其 中 Y 中 的 任意 两 个 不 同 元 素 都 可 以 比较 ， 链 (Y，R) 的 长 度 (length) 等 于 
1Y | 一 1， 这 一 数值 等 于 (Y，R) 的 图 表示 中 边 的 数量 ， 另 一 方面 ， 不 存在 可 比 元 素 的 子 顺序 被 
称 为 反 链 (antichain)， 在 图 4. 14 中 的 图 表示 所 给 的 严格 偏 序 中 ，L: (ai, co di} A L= las, 
bis cos 由，e， 户 } 是 链 的 例子 ， 而 (Y，R)， 其 中 Y= {ct，cs，c4)， 是 一 个 反 链 的 例子 ， 术 语 
“ 链 " 和 "“ 反 链 " 有 时 候 只 是 指 严格 偏 序 的 子 集 而 不 是 子 顺 序 ， 一 个 链 或 反 链 是 极 大 的 ， 如 果 它 不 是 
更 长 的 链 或 反 链 的 一 部 分 ， 注 意 ， 链 Li 不 是 极 大 的 ， 但 是 L 是 极 大 的 ，Y 不 是 极 大 反 链 ， 但 是 
YU {cz} 是 极 大 的 . 

关于 链 与 反 链 之 间 关 系 的 最 著名 的 两 个 定理 是 迪 尔 沃 斯 (Dilworth) 定 理 . 

定理 4.6(Dilworth[1950]) ”如果 (处 ，R) 是 严格 偏 序 且 其 最 长 链 中 的 元 素 个 数 是 j， 那么 存 
在 个 反 链 X1，X2 ，…，Xi 使 得 

X=XUxXU…UX， 
而 且 对 于 AR, A 
Xi N Xt = Ø. 
证 明 令 Xı=max(X, R), X2=max(X—X), R), X3=max(X—Xi—X2, R), =. 持 
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续 这 一 过 程 直到 X-X 一 Xz 一 … 一 Xp 一 空 集 为 止 。 根 据 极 大 元 素 的 定义 ,每 一 个 X; 都 是 反 链 ， 
而 且 对 于 tk, A 

和 门生 = 他. 
为 了 完成 这 一 证 明 ， 我 们 还 需要 证 明 j=p. 

最 长 链 中 的 每 一 个 元 素 一 定 在 不 同 的 反 链 XP. Alt, p>. BBX A Xi. MF XH A 
每 一 个 元 素 zx， 在 X 中 存在 一 个 元 素 y 使 得 yRr， 否 则 ， 工 必定 是 X 一 Xi 一 Xz 一 … 一 Xi-! 中 的 极 
KER. HEX: 中 . 因此， 我 们 使 用 每 一 个 X 的 一 个 元 素 构成 一 个 链 ， 所 以 有 p<<j. a 

下 面 定理 的 证 明 类 似 ， 留 作 练习 (练习 19). 

定理 4.7{Dilworth[1950]) 如 果 (X，R) 是 严格 偏 序 且 其 最 大 反 链 的 大 小 是 j， 那么 存在 了 
条 链 C1，Cz，…，Ci 使 得 

X=CUCU…UGC， 
而 且 对 于 Ak, A 
GNa=2. 

【 例 4. 11 子 集 包含 】 令 人 是 集合 {1，2，…， 让， 考虑 A 的 所 有 子 集 的 集合 S 上 的 严格 偏 序 

E 互 不 包含 的 A 的 子 集 的 最 大 集合 是 什么 ? 这 相当 于 问 (S， 插 ) 中 的 最 大 反 链 是 什么 . 


显然 ， 对 于 任意 给 定 的 《， 大 小 为 《的 所 有 子 集 的 集合 是 大 小 为 {& ) 的 反 链 ， 其 中 最 大 的 反 
链 是 什么 呢 ? 容易 证 明 ， 当 是 的" 一半" 时 出 现 这 一 类 型 的 最 大 反 链 (参见 2.7 节 练习 26)， 即 


对 于 0<kS<n， 有 
o< 


n 
内 此 ， tet 2 jem 存在 更 大 的 反 链 吗 ? Sperner[1928] 证 明了 不 存在 更 大 的 
2 


(4.7) 


BRE. BES, SP AURA RE. — TR RE HH KL 的 一 个 子 集 、 大 小 为 2 的 一 个 
“最 后 是 这 一 集合 本 身 组 成 的 ， 对 于 大 小 为 1 的 子 集 ， 有 nn 种 可 能 的 选择 ， 大 小 为 2 的 子 
集 必须 包含 前 面 选 出 的 大 小 为 1 的 子 集 ， 因 此 ， 对 于 这 一 子 集中 的 第 二 元 素 ， 存 在 "一 1 种 可 能 
的 选择 ， 使 用 这 一 方法 ， 继 续 构建 极 大 链 ， 我 们 看 到 存在 mn! 个 极 大 链 ， 假 设 A 是 一 个 反 链 ， 如 
REA H | s| =k, 那么 属于 Al(" 一 所 ! 个 极 大 链 中 (原因 参见 练习 14)， 因 为 对 于 任意 的 链 ， 
A 中 至 多 有 一 个 元 素 属于 该 链 ， 所 以 我 们 得 到 
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RE (4.8) 


àl 
> 
os 


结合 (4. 7) 式 和 (4. 8) 式 得 到 


(4.9) 


因为 (4. 9) 式 的 左边 的 被 加 数 中 没有 s， 所 以 


2 
把 这 一 等 式 与 (4. 9) 式 结合 起 来 得 到 


|n 
因此 ， 大 小 刘 号 A PTE AN URS. OHK: aA pram. 
2 


a 

链 和 反 链 的 定义 产生 两 个 参数 ， 宽 
(width) 和 高 (height) ， 这 两 个 参数 可 以 用 于 
界定 一 个 严格 偏 序 的 维 数 ，(X，R) 的 宽 W 
(X，R) 是 最 大 尺寸 反 链 的 大 小 ， 而 其 高 度 
H(X，R) 等 于 最 大 尺寸 链 的 长 度 ， 图 4. 20 
中 的 严格 偏 序 给 出 这 些 参数 的 例子 . 

我 们 将 使 用 下 面 的 引 理 及 严格 偏 序 的 宽 
度 界定 其 维 数 的 上 界 . 

引 理 4. 1 (Hiraguchi[1955]) 设 (X，R) SRD, WES; Dee ER Ss 
是 严格 偏 序 ， 且 CEX 是 一 个 链 ， 那 么 ， 存 ”图 4.20 REMI H EW, DUR MEME D 
在 尺 的 线性 扩展 LE， 使 得 对 于 每 个 z，yE 
X. #2xEC, y€C, Haly, 则 有 zLey。 

证 明 使 用 算法 4. 1 产生 IE， 尽 可 能 总 选择 不 在 C 中 的 元 素 ， 在 这 些 情况 下 生成 的 线性 扩 
展 一 定 满足 这 一 引 理 的 必要 条 件 . a 

定理 4.8(Dilworth[1950]) 给 定 严格 偏 序 (X，R)， 有 

dim(X,R) < W(X,R). 

证 明 BL w=WCX, R). 由 定理 4.7， 存 在 zw 个 链 Cl C, ，…，Cu， 使 得 X=CiUCzU… 
UCw BOF AR A Ci 站 Ce 一 空 集 ， 我 们 将 使 用 这 些 链 构建 w 个 线性 扩展 Li ，Lz ，…，Lw, È 
们 的 交集 等 于 (X，R). 

令 Li 等 于 根据 引 理 4.1 使 用 链 Ci 生成 的 线性 扩展 LC。 因为 链 Cl C, =s Cy 不 相互 重 
HX 的 任意 元 素 在 且 仅 在 一 个 链 中 ， 如 果 zly, 那么 一 定 存在 包含 My 的 不 同 链 ， 分 别 设 这 
两 个 不 同 的 链 为 C MC. WA Lj 有 zLjy 而 Le 有 Liz。 这 与 线性 扩展 包含 R 的 事实 同时 保证 


AX. D= Nk. C] 

考虑 图 4. 21 中 的 两 个 严格 偏 序 S; 和 C; ， 每 一 个 都 是 10 个 元 素 的 集合 上 的 严格 偏 序 ，S; 的 
宽 等 于 5， 所 以 根据 定理 4. 8，Ss 的 维 数 至 多 是 5， 事 实 上 ， 它 等 于 5， 这 证 明 可 以 达到 定理 4.8 
的 边界 .为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 将 证 明 没 有 四 个 线性 扩展 的 交 可 以 产生 S. 假设 Cn 
Le NLs Li =Ss. $E., HF i=l, 2, 3, 4, 5, A zily;。 因 此 ， 至 少 在 一 个 线性 扩展 中 ，y; 
超前 z;。 根 据 铝 巢 原理 ， 至 少 有 两 个 这 样 的 超前 关系 必定 在 同一 个 线性 扩展 中 .不 失 一 般 性 ， 
假设 在 Li 中 x 超前 x y: 超前 z2， 因 为 在 Ss 中 zz 超前 y ，zi Btw, REL 中 也 一 定 为 
真 . 因此 ,在 Li P, RNA mln, ziLiyz，y2L1T2，z2zL1y1， 传 递 性 表明 有 nly, 
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矛盾. 


x Pa x xs 


图 4.21 严格 偏 序 S 和 Cs 


Ss 只 是 维 数 等 于 宽度 的 所 有 严格 偏 序 类 中 的 一 个 例子 .扩展 S;, 对 于 n=3, RS. 一 (X，R) 
EMERI, H XS (ay I2, s Ins Yis Ye s Wahe Se 的 极 大 元 素 是 (zi ，z2，…， 
zm})， 极 小 元 素 是 {yl ，yz，…，yn)， 这 两 个 集合 都 是 反 链 ， 且 Ry: SAM IA. S, 将 有 维 
数 ” 且 宽度 为 mn， 其 证 明 类 似 于 Ss 中 的 相关 证 明 . 

对 于 其 他 情况 ， 定 理 4. 8 中 的 边界 可 能 远离 希望 的 值 ， 图 4. 21 中 的 第 二 个 严格 偏 序 C5 ， 有 
宽度 5， 而 维 数 为 3， 这 些 事实 的 证 明 留 作 练习 [练习 10(a) 和 10(b)]. Baker, Fishburn 和 
Roberts[1972] 使 用 术语 冠 (crown) 表 示 这 种 类 型 的 严格 偏 序 ， 一 般 地 ， 他 们 定义 冠 顺序 关系 C, = 
(X, R), n 之 3. B X= in ee, Ens Me yee s Jnl. Co 的 极 大 元 素 是 {zl ，xz2 
zn)， 其 极 小 元 素 是 {yl 。y2， y")， 这 两 个 集合 是 反 链 ， 且 ziRy; 当 且 仅 当 i=j 或 
En). Co 有 维 数 n 和 宽度 3， 这 一 实事 的 证 明 留 作 练习 (练习 16)， 在 练习 中 将 给 出 维 数 的 其 他 
边界 . 

4.3.3 区 间 顺 序 

很 多 重要 的 严格 偏 序 的 维 数 都 已 计算 出 来 ， 我 们 以 对 一 类 非常 重要 的 严格 偏 序 ， 区 间 顺 序 
的 维 数 的 讨论 来 结束 本 节 ， 为 了 理解 区 间 偏 序 ， 想 象 存在 一 个 你 所 做 选择 的 选项 的 集合 ， 你 不 知 
道 每 一 个 选项 a 的 精确 值 ,但 是 你 可 以 通过 一 个 闭 区 间 J(a) = 二 [a(a)，B(a)] 所 给 的 可 能 值 的 范 
围 来 进行 评估 ， 于 是 ， 你 优先 选择 a 而 不 选择 b»， 当 且 仅 当 你 确定 a 的 值 比 的 值 大 ， 即 当 且 仅 
当 a(a) Bb). 容易 证 明 (练习 20)， 相 应 的 有 向 图 给 出 一 个 严格 偏 序 ， 即 它 是 不 对 称 且 传递 的 (在 
这 一 有 向 图 中 ， 顶 点 是 一 族 闭 实 区 间 ， 当 且 仅 当 >I 时 有 一 条 从 区 间 [a， 亿 到 区 间 [ec，d] 的 
IO. 以 这 种 形式 出 现 的 任意 严格 偏 序 称 为 区 间 顺 序 (interval order)，、 区 间 顺 序 的 概念 是 
Fishburn[1970a] 提 出 的 . 

Fishburn[1970a] 证 明了 下 面 的 定理 . 

定理 4.9 有 向 图 D=(V，A) 是 区 间 顺 序 ， 当 且 仅 当 丫 没有 环 , 而 且 只 要 (a, DEAN, 
d)EA， 那 么 或 者 (a,，d)EA 或 者 (c,，b)EA. 

为 了 说 明定 理 4.9， 注 意图 4. 21 的 严格 偏 序 Cs 不 是 区 间 顺 序 ， 因 为 (zl ，y1) 和 (za3，y3) 是 
Cs HM, BÆ, DMa, DRE. 

虽然 区 间 顺 序 本 质 上 有 某 种 一 维 性 ， 但 是 ， 在 区 间 顺 序 的 研究 中 ， 令 人 惊奇 的 是 作为 严格 偏 
序 其 维 数 可 以 任意 大 (这 是 下 面 的 定理 的 内 容 ， 其 证 明 使 用 了 2. 19. 3 节 的 拉 姆 齐 理论 的 扩展 ). 
这 意味 着 如 果 优先 选择 以 定义 区 间 顺 序 的 很 自然 的 方式 出 现 ， 那 么 我 们 可 能 需要 非常 大 的 维 数 
或 特性 来 解释 例 4. 10 中 的 (4. 6) 式 意义 下 的 优先 选择 . 

定理 4. 10(Bogart, Rabinovitch 和 Trotter[1976]) ”存在 任意 大 维 孝 的 区 间 顺 序 . 

本 节 练 习 
1. 图 4. 18 中 的 四 个 线性 扩展 的 交集 等 于 图 4. 17 的 顺序 关系 吗 ? 
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2. (a) 寻 找 两 个 线性 扩展 ， 其 交集 是 图 4. 20a 的 严格 偏 序 . 
(b) 寻 找 三 个 线性 扩展 ， 它 们 的 交集 是 图 4. 20b 的 严格 偏 序 . 


3. 分 别 使 用 函数 fis fey fs 和 f.， 依 据 "1/ 成 本 "、“ 速 度 ”"、“ 精 确 性 "和 “ 易 用 性 ”评估 六 个 软件 包 (SP)A， 


B, C, D, EE 和 下 假设 已 收集 到 下 面 的 数据 : 


(a) 使 用 (4. 6) 式 确定 严格 优先 选择 关系 P. 


(b) 定 义 一 个 新 关系 已 ， 其 中 aP'> 当 且 仅 当 a 的 分 数 在 4 个 评估 函数 中 有 3 项 高 于 b， 确 定 己 . 


4 确定 下 列 严格 仿 序 的 维 数 
(a) 图 4.22 (b) 图 4.3a (c) FA 4. 23b 
(d) FA 4. 23c (Ce) FA 4. 24 FY P (DR 4. 24 AY Pe 
Ca) EMT AT HED OO HEE MF. 
(lo A TT JE PAT PR ET RA SAF? 
《如 果 严格 偏 序 (X，R) 正 好 有 了 两 个 线性 扩展 ， 寻 找 dim(X，R) 
6. (a) 对 于 图 4. 21 中 的 顺序 关系 S; ， 使 用 算法 4 1 来 寻找 一 个 线性 扩展 . 说 图 4 22 
明 这 一 算法 的 每 一 步 的 结果 
ORF S 存在 多 少 个 线性 扩展 ? 


a) b) c) 
图 4. 23 严格 偏 序 (它们 也 是 格 ) 


a b c d 
z v 
» w 
w x y 了 
> 
P, Py 

图 4. 24 两 个 严格 偏 序 


一 个 严格 偏 序 
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7. 确定 严格 偏 序 (X，R) 的 所 有 线性 扩展 的 集合 ,其 中 X=(1, 2, 3, 4, 5, 6), R={(1, 3), Q, 4)， 
(2, 3), (2, 4), (3, 4), (1, 5), (2, 5), (3, 5), (4, 5), (1, 6), (2, 6), (3, 6), (4, ©) 
8. 确定 图 4. 23 中 的 每 一 个 严格 偏 序 的 高 和 宽 . 


9. (a) 设 CRN 4. 230 的 严格 偏 序 中 的 链 [i ，d，aj， 如 引 理 4. 1， 确 定 线性 扩展 Lo 
(b) 对 于 C=[1，z，d，aj 重 复 (a). 


COMPA 4. 23b 的 严格 偏 序 中 的 C=Ly, d, OJE. 
(d) 对 于 图 4. 23c 的 严格 偏 序 中 的 C 二 [zx] 重复 (a). 
10. 对 于 图 4. 21 中 的 严格 偏 序 Cs : 
(a) 证 明 它 的 宽度 是 5. 
(b) 证 明 它 的 维 数 是 3. 


CHER Cs 的 任意 子 顺序 有 维 数 2. 

11. WR X 是 集合 {1，2，3} 的 所 有 子 集 的 集合 ， 且 尺 是 严格 偏 序 皇 ， 证 明 (X，R) 有 维 数 3CKomm[1948] 
证 明了 一 个 集合 X 的 子 集 的 集合 上 的 严格 偏 序 生 有 维 数 | X | ). 

12. Hiraguchi[1955] 证 明了 如 果 (X，R) 是 一 个 严格 偏 序 ， 且 | X | 是 有 限 的 并 至 少 是 4， 那 么 dim(X，R) 志 
| X 1 /2， 证 明 维 数 可 以 小 于 | 1 X ! /2 |. 

13, 证 明 每 一 个 严格 弱 序 的 维 数 至 多 为 2. 

14, 假设 A 是 例 4. 11 中 的 子 集 包含 顺序 中 的 一 个 反 链 ， 如 果 sEA 且 | sl =k, WEA s RFR! (nb)! MH 
Att. 

15. 回想 178 页 上 严格 偏 序 S, 的 定义 ， 证 明 S, 的 维 数 和 宽度 者 等于" 

16. 回想 178 页 上 的 冠 严 格 偏 序 C, 的 定义 ， 证 明 C 的 维 数 等 于 3， 宽 度 等 于 n 

17. 对 于 图 4. 24 中 的 严格 偏 序 P, ， 确 定 满足 迪 尔 沃 斯 定理 (定理 4. DA“ j” RhE. 

18. 对 于 图 4. 24 中 的 严格 偏 序 P ， 确 定 一 个 满足 迪 尔 沃 斯 定理 (定理 4.6) 的 大 小 为 *j” 的 反 链 . 

19. 证 明定 理 4.7. 

20. TEMA: 如 果 V 是 闭 区 间 的 任意 集合 ， 且 存在 一 条 从 [a， 们 到 [c， 扫 的 弧 当 且 
仅 当 a>d， 那 么 其 结果 有 向 图 是 一 个 严格 偏 序 . 

21. (AEH: 练习 20 所 定义 的 有 向 图 ， 满 足 定理 4. 9 的 必要 条 件 . 
《b) 使 用 定理 4. 9 确定 图 4. 19 到 图 4. 25 中 的 有 向 图 中 哪些 是 区 间 顺 序 ? 

22，(Trotter[1992]) 一 个 严格 偏 序 是 平面 的 (planar) ， 如 果 它 有 没有 交叉 边 的 图 表 
示 ， [尽管 存在 任意 大 维 数 的 平面 严格 偏 序 ，Trotter[1992] 还 引用 了 Baker 证 
明 的 一 个 结果 ， 即 一 个 格 (如 4. 4 节 的 定义 ) 是 平面 的 当 且 仅 当 它 的 维 数 至 多 


等 于 2.] 

(a) 通过 重新 画 出 没有 交叉 边 的 图 表示 ， 证 明 图 4. 24 的 严格 偏 序 P, 是 平面 严 “图 4. .25 一 个 平面 
格 偏 序 . 严格 偏 序 
(bb) 与 图 不 同 ,平面 严格 偏 序 的 子 顺 序 不 一 定 是 平面 的 确定 图 4. 25 中 的 平面 严格 偏 序 P 的 一 个 非 平 

面子 顺序 . 


23. 回想 2. 19. 3 节 中 定义 的 拉 姆 齐 数 R(a，5b) 并 回顾 3.8 节 . 证明: 如 果 一 个 严格 偏 序 至 少 有 R(a 十 1， 
65 十 1) 个 顶点 ， 都 么 它 或 者 有 一 条 有 atl 个 项 点 的 路 径 ， 或 者 有 一 个 有 0 十 1 个 顶点 的 集合 ， 且 其 中 的 
任意 两 个 顶点 间 都 没有 弧 . (Dilworth[1950] 的 一 个 著名 定理 指出 ， 只 要 这 一 严格 偏 序 至 少 有 ab 十 1 个 
项 点 ， 那 么 相同 的 结论 成 立 . ) 

4.4 格 和 布尔 代数 

4.4.1 格 
设 (X，R) 是 严格 偏 序 ， 在 整个 这 一 节 我 们 都 使 用 R* 表示 由 aR* ba 二 5 或 aRb 定义 的 XX 

上 的 二 元 关系 ， 子 集 USX 的 上 界 (upper bound) 是 一 个 元 素 aE X， 使 得 对 于 所 有 TCU 有 aR* x. 
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如 果 a 是 UU 的 上 界 ,， AIF U 的 所 有 其 他 上 界 5 有 oR’. BAR a 为 U KLA east upper 
bound)， 即 lub U。 同时 也 使 用 术语 supU, VU, U 的 并 (join of U). 类似 地 ， 我 们 定义 子 集 
UGX 的 下 界 (lower bound) 为 使 得 对 于 所 有 zxEU 有 xR* a 的 元 素 a€ X. 如 果 a 是 U 的 下 界 ， 
且 对 于 U 的 其 他 所 有 下 界 5 Ai aRb, IBA a 称 为 U 的 下 确 界 (greatest lower bound). Bl glb U. 
同时 还 使 用 术语 infU, AU, U 的 交 (meet of U). WRU 只 是 一 对 元 素 ， 比 如 说 是 {z+，y)}, a 是 
U 的 下 确 界 , 5 是 U 的 上 确 界 ， 我 们 可 以 写 


a=z\y, b=xVy. 


考虑 图 4. 24 中 的 严格 偏 序 Pz， 集 合 {y，w} 没 有 上 确 界 ， 集 合 {>，v) 没 有 下 确 界 ， 然 而 ，{z，v， 
VANEMA, Mu iy, wH FARE r. Eu 还 是 {u，z，v) 的 上 确 界 . 


【 例 4. 12 字典 序 (再 探 例 4.7) (Stanat MeAllister[1977])】 在 例 4.7 中 ,我 们 介绍 了 字典 序 
(X，S)， 考 虑 三 是 字母 表 {a，0b) 且 RR 是 由 RR 一 {(a，5)) 定 义 的 严格 线性 序 的 情况 ， 于 是 ， 有 m 
个 a(m 宇 0) 的 形 如 am6b 二 aa…ab 的 串 的 集合 没有 上 确 界 . 这 是 因为 只 有 由 m 个 a(m 宇 0) 组 成 的 形 
如 am 一 aa*…a 的 串 是 上 界 ， 而 且 对 于 任意 的 n>m, aSa". [| 

格 (jattice) 是 一 个 严格 偏 序 ， 其 中 每 一 对 元 素 都 有 一 个 交 和 一 个 并 ， 有 时 候 ， 格 还 定义 为 严 
格 偏 译 ， 其 中 每 一 个 非 空 的 元 素 子 集 有 下 确 界 和 上 确 界 ， 当 所 考虑 的 是 有 限 集合 上 的 严格 偏 序 
时 ， 这 些 定义 是 等 价 的 (为 什么 ?参见 练习 4)， 在 下 文中 我 们 只 考虑 有 限 格 ， 所 以 两 个 定义 都 是 
可 接受 的 . 

- 些 格 的 例子 是 : 

。 给 定 集合 的 子 集 及 其 上 的 严格 包含 关系 皇 . 

。 给 定 整数 的 因子 集合 及 其 上 的 “ 真 因子 "关系 . 

。 给 定 集合 上 的 传递 二 元 关系 集合 及 其 上 的 严格 包含 关系 皇 . 

。 给 定 优先 选择 顺序 集合 的 稳定 匹配 及 其 上 的 “支配 "关系 . 

图 4. 23 给 出 更 多 的 例子 . 

一 个 格 有 和 多少 个 极 大 元 素 呢 ? 考虑 格 (X，R) 的 所 有 极 大 元 素 ， 记 为 max(X，R). 于 是 ， 
lub max(X，R) 存 在 ， 且 它 不 小 于 max(X，R) 中 的 所 有 元 素 ， 因 此 | max(X，R) | 一 1， 对 于 
(X，R) 的 极 小 元 素 也 可 以 运用 类 似 的 论证 ， 内 此 ， 我 人 有 下 面 的 定理 . 

定理 4.11 每 一 个 格 有 一 个 最 大 元 素 和 一 个 最 小 元 素 . 


同 前 一 样 ， 我 们 使 用 1 表示 一 个 格 的 最 大 元 素 ， 使 用 0 表示 一 个 格 的 最 小 元 素 ， 在 图 4. 23 的 


格 中 ， 给 出 了 1 和 0. 

下 面 是 一 组 格 的 一 些 基本 性 质 ， 其 证 明 留 作 练习 ， 考 虑 格 (X，R)， 对 于 所 有 a b 
c，dEX: 

+ MR aRb 且 cRd， 那么 有 

(@N ORG A 四 上 且 (a V ORGY d) 〈 保 序 性 ) 

。aVb 二 bVa 及 a 人 b 一 bAa 【交换 性 ) 

e (aVDVc=aV (6V 0 R(ahb) Ac=al (Ac) (结合 性 ) 

。aA(aVb)=aV (aAa (吸收 性 ) 

e aVa=aha=a (HFH) 
注意 ， 分 配 性 不 在 这 一 列表 中 .其 原因 是 ， 不 是 所 有 格 都 具有 这 一 性 质 ， 有 意义 的 两 个 分 配 性 
质 是 : 


275) 


276) 
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aAGVo=(ADVCAoD (4. 10) 
及 

aVbAD=@VOA@VO. (4.11) 
对 于 格 ， 条 件 (4. 10) 式 和 (4. 11) 式 是 等 价 的 (参见 练习 D). 满足 这 两 i 
个 条 件 的 任意 一 个 的 格 称 为 分 配 格 (distributive lattice)， 例 如 ， 在 图 


4.26 中 ，z 人 (xzVy)=z, 而 (zz)V Ay 二 0. 因 此， 这 个 格 不 是 
分 配 格 ,因为 条 件 (4. 10) 式 不 成 立 . 


格 可 能 有 也 可 能 没有 的 另外 一 个 性 质 称 为 有 补 的 ， 有 最 大 元 素 


和 最 小 元 素 0 的 格 的 一 个 元 素 二 有 补 (complementc， 如 果 ， 


图 4.26 一 个 非 分 配 
zVe=1HrAc=0. 的 补 格 

例如 ， 在 图 4. 26 中 ，z 有 补 y 和 z， 因 为 在 任意 格 中 ，0 和 1 总 是 相互 为 补 的 ， 这 是 该 格 中 每 
一 个 元 素 都 有 补 的 情况 ， 如 果 一 个 格 的 每 一 个 元 素 都 有 补 ， 那 么 这 个 格 称 为 补 格 (complemented 
lattice)， 既 有 补 又 是 分 配 的 格 称 为 布尔 代数 (Boolean algebra)， 格 理论 的 这 一 领域 ( 即 布尔 代数 ) 
有 诸多 重要 的 应 用 ,例如 在 电子 开关 回路 理论 中 的 应 用 .参见 Gregg[1998]、Greenlaw 和 
Hoover[1998]， 下 面 我 们 讨论 布尔 代数 . 
4.4.2 布尔 代数 

我 们 已 经 看 到 ， 一 个 元 素 z 可 以 有 多 个 补 。 然而， 在 布尔 代数 中 这 是 不 可 能 发 生 的 . 

定理 4.12 在 布尔 代数 中 ， 每 个 元 素 有 一 个 且 仅 有 一 个 补 . 

证 明 假设 (X，R) 是 布尔 代数 且 xzE X， 假 设 zx 有 两 个 不 同 的 补 > 和 z*， 于 是 利用 分 配 性 可 
以 得 到 了 矛盾， 详细 的 证 明 留 作 练习 (练习 15). a 

如 果 (X，R) 是 布尔 代数 且 =E X， 我 们 使 用 zz 表示 xz 的 补 . 


【 例 4. 13 (0，1) 布 尔 代数 】 设 X 一 {0，1) 且 在 X 上 定义 尺 ={(0，1)}， 于 是 (X，R) 定 义 一 
个 有 下 面 性 质 的 格 

OVO=0,0V1=1V0=1V1=1,0A0=0Al=1A0=0,1A1l=1. (4.12) 
我 们 可 以 用 下 面 的 表 概括 (4. 12) 式 : 


vio 1 Ajo 1 
ojo 1 ojo o. (4.13) 
E E 1 r E R 


我 人 有 1=1， 0 一 0， 且 1 的 补 是 0, 0 的 补 是 1， 这 表明 (X，R) 是 补 格 ， 我 们 可 以 通过 下 面 的 表 
概括 这 一 结果 : 


pen Se 
0 | I; (4.14) 


分 配 性 的 证 明 很 容易 ， 留 给 读者 (练习 11)， 因 此 ，(X，R) 定 义 一 个 布尔 代数 . a 


【 例 4.14 WER) 把 0 考虑 成 表示 一 个 陈述 为 假 (F) 且 把 1 考虑 成 表示 一 个 陈述 为 真 (T). 
我 们 可 以 把 V 考虑 成 析 取 “或 "， 而 把 人 考虑 成 合 取 “ 且 "我们 可 以 用 下 面 的 真 值 表 (truth table) 
取代 (4- 13) 式 中 的 表 : 


第 4 童 关 A 183 


R|F T H|F T 
F|F T F|F F 
T|T T T|F T (4.15) 


第 一 个 表 对 应 于 陈述 “p 或 4”( 有 时 候 写成 pV 9) 为 真 当 且 仅 当 或 者 p WH, 或 者 9 为 真 ， 或 者 二 
者 都 为 真 ， 而 第 二 个 表 对 应 于 陈述 “p H p”( 有 时 候 写成 p 人 9) 为 真 当 且 仅 当 户 和 4 都 为 真 ， 例 
如 ,使 用 这 些 真 值 表 ， 我 们 可 以 得 出 下 列 陈述 为 真 的 结论 : 
。 65>>23 或 华盛顿 DC 是 美国 的 首部 . 
。 35 十 29 一 64 和 蓝 球 队 只 有 5 名 球员 在 场 上 打球 . 
然而 ， 陈 述 
2+3=6 或 13 英 寸 =1 英 尺 
为 假 ， 如 果 补 "对 应 于 否定 “ 非 ”， 表 (4. 14) 式 可 以 写成 : 
非 
F|T (4. 16) 
TIF 
使 用 (4. 15) 式 和 (4. 16) 式 ， 我 们 可 以 分 析 给 出 的 复杂 陈述 的 情况 ， 这 一 分 析 将 采用 更 大 的 
Aik. Wm, BERE OR 0) 且 加 [有 时 候 写成 "(PV 9) Ap”). 我们 可 以 使 用 下 面 的 真 


值 表 分 析 这 一 陈述 . 
pla | pata 1(p 或 Dp 
FIF| F F 
F | py F 
TIF| T T 
T | T| T | T 


前 两 列 给 出 陈述 p 和 9g 为 F 和 工 的 所 有 组 合 。 第 三 列 给 出 “p 或 g” 在 下 列 各 情况 下 为 真 : p 和 gq 
分 别 是 FE 和 T, 或 和 F, TAT, RUA 15) 式 的 第 一 个 表 所 给 出 的 那样 现在， 在 后 两 种 
WEAF. “pat pM p BET. MRR 15) 式 的 第 二 个 表 ， 这 使 得 "(p 或 g) 且 PAT. 对 于 更 
复杂 的 陈述 也 可 以 使 用 类 似 的 分 析 ， 例 如 ， 考 虑 陈述 “John 说 谎 且 (Mary 说 谎 或 John 说 真 话 ). ” 
令 p=“Jonh Hi” H g=“Mary 说 谎 "， 我 们 的 陈述 的 真 值 表 分 析 给 出 下 面 的 表 : 

户 | a|e'| ame’ | pam’) 


q 
F| F/T P F 
FITIT ay p 
T|F|F F F 
FETE T T 


这 表明 只 有 在 John 和 Mary 都 说 谎 的 情况 下 我 们 的 陈述 为 真 . 
最 后 ， 考 虑 陈述 “p' 或 9” 这 一 陈述 的 真 值 表 由 下 表 给 出 : 


(4.17) 
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这 一 真 值 表 也 描述 了 条 件 (conditional) 陈 述 “ 如 果 p 则 g” 的 逻辑 意义 ， 因 为 ， 当 wet, “mR 
PW RAH pp 也 为 真 时 才 为 真 。 当 为 假 时 ,“ 如 果 p 则 g” 一 定 为 真 ， 因 为 这 一 陈述 的 “if” 部 
分 为 假 。 因 为 条 件 陈述 经 常 出 现在 不 同 的 上 下 文中 ， 所 以 为 表 记 方便 ,我 们 使 用 *p->g” 取 代 “p” 
akg”, “p Vg. a 

【 例 4. 15 逻辑 回路 】 例 4. 13 的 布尔 代数 在 计算 机 科学 中 非常 重要 ， 我们 可 以 把 电网 想象 成 
是 由 带 有 两 种 电压 “高 "(1) 或 “ 低 ”(0) 的 电线 设计 而 成 的 (另外 ,我 们 也 可 以 考虑 或 者 为 * 开 ”或 者 
为 “ 关 ” 的 开关 )， 我 们 可 以 考虑 带 有 某 种 “ 门 ” 的 组 合 输入 ， 一 个 或 门 (or-gate) 取 两 种 电压 和 y 
作为 输入 ， 而 以 电压 zV y 作为 输出 ， 而 一 个 与 门 (and-gate) 取 工 和 y 作为 输入 ， 而 以 zAy 作为 
输出 ， 其 中 V 和 人 由 (4. 13) 式 定义 .例如 ， 一 个 与 门 把 两 个 高 电压 变 成 一 个 高 电压 ， 并 把 一 个 高 
电压 和 一 个 低 电压 变 成 一 个 低 电压 .一 个 非 门 (inverter) 接 收 电 压 r 作为 输入 ， 以 电压 2 ENE 
的 输出 ， 即 它 把 高 电压 变 成 低 电压 ， 并 把 低 电压 变 成 高 电压 . 

图 4.27 给 出 图 解 或 门 、 图 解 与 门 和 图 


MEN 428 给 出 一 个 回路 图 这里， 下 ee 


我 们 接收 三 个 输入 zi ，zz ，z 并 计算 输出 或 站 与 站 非 门 
《zx1V zz)A(z2 人 xz3)， 我们 可 以 认为 对 应 图 4.27 图 解 或 门 、 图 解 与 门 和 图 解 非 门 
于 这 一 回路 图 的 计算 机 是 计算 下 面 的 开关 

函数 ; 


feai 522503) = (x1 V x2) A (22 A 23). 
利用 (4. 13) 式 和 (4. 14) 式 ， 我 们 如 下 计算 f: 


i | ae | za | (or Vere) AG Aza) 


图 4.28 计算 (zy Vee) A Cat 人 za) 的 回路 图 


oorroeocoerm- 


ooooor-o 
> 


(614.16 顶灯 】〗 SRA ROTH. EA ET AE 
制 这 一 顶灯 的 开关 .一旦 改变 其 中 的 一 个 开关 ， 那 么 如 果 这 一 顶灯 之 前 是 开 着 的 它 就 熄灭， 
如 果 这 一 顶灯 之 前 是 关 着 的 它 就 打开 .这 些 开关 是 如 何 用 电线 连接 起 来 的 呢 ? 在 大 多 数 情况 
下 ,， 灯 和 开关 是 由 一 种 称 为 与 或 回路 (and-or circuit) 的 电路 连接 起 来 的 .与 或 回路 是 逻辑 
回路 . 

这 一 房间 里 的 开关 对 应 于 这 一 与 或 回路 的 输入 ， 而 这 一 项 灯 对 应 于 该 回路 的 唯一 输出 (也 可 
以 表示 对 应 于 多 个 顶灯 的 多 个 输出 ， 但 是 ,我 们 只 考虑 单 输出 的 回路 )， 当 该 回路 的 输出 是 1 时 ， 
这 一 顶灯 是 开 着 的 ， 当 该 回路 的 输出 是 0 时， 这 一 顶灯 是 关 着 的 .假设 我 们 房间 里 的 开关 被 记 为 
zy yA 考虑 输出 为 (zAyAz) VCzAYAz)V(zAyAz)V(zAYAz) 的 一 个 与 或 回路 ， 所 
有 可 能 的 开关 电压 和 其 对 应 的 顶灯 结果 概括 如 下 : 
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zx|ylz 
PIII 1 
2/210 0 
1|10|1 0 
110 | 0 1 (4. 18) 
0j1j1 0 
0|1110 1 
ololl 1 
ojojo 0 


选 出 (4. 18) 式 中 的 任意 一 行 。 很 容易 检查 Tz，y 或 z 的 一 个 变化 将 会 产生 由 高 电压 变 成 低 电 
压 或 低 电压 变 成 高 电压 的 输出 。 因 此 ， 这 一 与 或 门 回路 正好 是 我 们 的 顶灯 例子 所 需要 的 . 
本 节 练 习 
. 考虑 图 4. 24 中 的 严格 偏 序 . 
(a) 每 一 对 元 素 都 有 上 确 界 吗 ? 
(b) 每 一 对 元 京都 有 下 确 界 吗 ? 
.在 图 4. 23 的 每 一 个 格 中 ， 确 定 : 
(lub{a, b, x} Cb)glbla, b, x) 
(ozVy (da Ab 
(a) 图 4. 20 中 的 哪些 严格 偏 序 是 格 ? 
(Cb) PRL 4. 21 中 的 哪些 严格 偏 序 是 格 ? 
. 假设 (X，R) 是 有 限 集合 X 上 的 严格 偏 序 ， 证 明 : X 的 每 一 对 元 素 有 一 个 下 确 界 和 一 个 上 确 界 ， 当 且 仅 
当 X 的 每 一 个 非 空子 集 有 一 个 下 确 界 和 一 个 上 确 界 . 
,对 于 图 4. 20 中 的 每 一 个 严格 偏 序 ， 确 定 它 是 否 有 : 
(a) 保 序 性 (b) 交 换 性 (c) 结 合 性 
(dd) 吸收 性 Ce) ERE 〈D 分 配 性 
6. 对 于 图 4. 21 中 的 每 一 个 严格 偏 序 重复 练习 5. 
7. 设 久 是 任意 集合 ，V 和信 是 二 元 操作 ,使 得 
。 和 人 是 可 交换 的 . 
。 V 和 人 入 是 结合 的 . 
。 VY 和 人 有 了 吸收 性 . 
° 1 Vr=rAr=r 
TEACX, RRP ROE, FORME HATH x, yEX, ME x Vy=y M Ry. 
8. 证 明 每 一 个 格 有 : 
(a) 交 换 性 (b) 结 合 性 
Co) CHE (a) FE FE 
9. 对 于 格 ， 证 明 条 件 (4. ORMA. 11) 式 是 等 价 的 . 
10. 假设 (X，R) 是 格 且 aRb 及 cRd. 
(a) HEH CaN ORG Ad). 《bb 证 明 (eV ARGV d). 
11. 设 (X，R) 是 例 4. 13 中 的 格 . 证明 (X，R) 有 分 配 性 . 
12. 确定 图 4. 23 中 的 每 一 格 是 否 有 补 . 
13. 确定 图 4. 23 中 的 每 一 个 格 是 否 是 可 分 配 的 . 


~ 


w 


g 
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14. 假设 (X，R) 是 分 配 格 ， 证 明 : MR yRr， 则 对 于 所 有 EX, yV (rzAz)=z 人 (>Vz)( 带 有 此 性 质 的 格 
称 为 模 格 (modular ). 
15. 证 明 : 在 一 个 布尔 代数 中 ， 每 一 个 元 素 都 有 唯一 的 补 . [提示 : 使 用 分 配 性 证 明 每 一 个 元 素 的 补 一 定 是 
唯一 的 . ] 
16. 构建 下 列 陈述 的 真 值 表 : 
《a) 户 人 gf (DpADVp' Aq’) 
COPAG Dq (dpAD pA 
17. 确定 下 列 陈述 的 符号 形式 ， 然 后 构建 真 值 表 : 
(a) ME Pete 爱 Christine， 那 么 Christine 爱 Pete. 
(b)Pete 和 Christine 彼此 相爱 . 
(c)Pete 爱 Christine 而 Christine RH Pete 不 是 真 的 . 
18. 说 两 个 陈述 是 等 价 的 (equivalent) ， 如 果 一 个 为 真 当 且 仅 当 另 一 个 为 真 ， 你 可 以 通过 构建 两 个 陈述 的 真 
值 表 ， 并 证 明 在 相应 行 有 工 来 说 明 它们 是 等 价 的 ， 使 用 这 一 想法 检查 下 列 各 对 陈述 是 售 等 价 ; 
(Wp AAV’ (DPpV(gADEPVDA PVD 
OPV PADE p (Dpr A piger) 
COVP PADE CPV D APADI =V a)" 


19. 考虑 条 件 陈 述 六 -*4 及 其 相关 陈述 :gp( 逆 )， 、 
par. daraw. ammen “> 


对 陈述 是 等 价 的 ? 《参见 练习 18. ) 
20, 给 出 下 列 退 辑 回路 的 开关 函数 ， a 一 [一 
(a) 图 4. 29a (b) PH 4. 29b EE 
21. 夯 出 下 列 开关 函数 的 逻辑 回路 : 9 
(a) (pA@V PVD 
(b)(PV GAP AC PV™ ACPV D) = 
Opg) Vq[ 参 见 (4.17) 式 ] % 


22. 寻找 一 个 与 或 回路 来 模型 化 有 两 个 开关 的 一 个 
顶灯 .[ 提 示 : 考虑 陈述 AVB,， 其 中 A AB E 
下 面 的 每 一 个 陈述 : pAg pAg, pAg, » 
pAg.] b) 
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第 5 章 生成 函数 及 其 应 用 2 


5. 1 生成 函数 的 例子 


组 合 数学 的 很 多 内 容 都 是 研究 计数 工具 的 开发 我 们 已 经 看 到 计数 排列 数 或 模式 数量 通常 
很 重要 ， 但 是 实践 中 ， 不 可 能 列 出 所 有 排列 ， 因 此 ， 我 们 需要 帮助 计数 的 工具 ， 在 以 下 四 章 中 ， 
我 们 给 出 一 系列 用 于 计数 的 工具 ， 我 们 给 出 的 最 强 有 力 的 工具 之 一 是 生成 函数 的 概念 ， 本 章 重 
点 研究 生成 函数 . 

在 组 合 数学 中 ， 我 们 通常 设法 计数 依赖 于 输入 ， 或 参数 上 的 量 an. 例如， 如 果 输 入 的 大 小 为 
k, 那么 实施 一 个 计算 所 需要 的 步 数 a E. RIAR aos ars az, e ars 
的 序列 来 形式 化 这 一 关于 的 相关 性 ， 我 们 设法 确定 在 这 一 序列 中 的 第 项 ， 生 成 函数 给 出 了 编 
码 诸如 ao，al，az，*…，as，… 这 样 的 序列 的 简单 方法 ， 它 可 以 容易 被 * 解 码 "以 发 现 这 一 序列 中 
的 各 项 ， 我 们 将 会 看 到 该 技巧 在 没有 这 一 序列 的 情况 下 如 何 计算 这 一 序列 的 编码 函数 ， 或 生成 
函数 ， 于 是 ， 可 以 解码 找到 at， 这 一 方法 使 得 我 们 能 够 以 间接 但 高 效 的 方式 确定 未 知 量 ar. 

我 们 将 给 出 的 生成 函数 方法 是 一 个 古老 方法 ， 它 源 于 De Moivre 在 1720 前 后 的 工作 ，1748 
年 欧 拉 在 研究 关于 划分 的 问题 中 发 展 了 这 一 方法 ， 拉 普 拉 期 于 18 世纪 末期 及 19 世纪 初期 对 其 进 
行 了 广泛 的 论述 ， 其 探究 主要 与 概率 论 相 关 ， 尽 管 这 一 方法 有 其 悠久 的 历史 ， 但 是 正如 我 们 将 看 
到 的 那样 ， 这 一 方法 仍 有 着 广泛 的 应 用 ， 关 于 生成 函数 的 更 全 面 讨论 可 以 参见 Lando[2003]、 
MacMahon[ 1960], Riordan[1980], Srivastava 和 Manocha[ 1984]、 Wilf[1994] (还 可 以 参见 
Riordan[ 1964]). 

5.1.1 ° Bee 

ALTE, FRAT TIA FIG ST — PER AES BORE. BAT AG EK FER 
的 结果 全 都 概括 于 本 小 节 中 . 想 要 了 解 更 多 细节 的 读者 ， 包 括 这 些 结果 的 证 明 ， 可 以 参考 大 部 分 
微 积分 的 书籍 . 


Fkk (power series) 是 形 如 È atzt 的 无 穷 级 数 ， 这 样 的 无 穷 级 数 对 于 zx 一 0 总 是 收敛 的 . 


对 于 工 的 其 他 值 ， 它 或 者 不 收敛 ， 或 者 存在 一 一 个 正 整数 R( 可 能 是 无 穷 的 ) 使 得 对 于 所 有 满足 
1z | 二 R 的 z, 它 收 化 ,在 后 一 种 情况 中 ， 这样 的 最 大 尺 称 为 收 化 半径 (radius of convergence), 


对 于 前 面 的 情况 ,我 们 说 0 是 收敛 半径 . 可 以 把 等级 数 5) azt 考虑 成 z 的 一 个 函数 /(z)， 这 一 
函数 对 无 穷 和 收敛 的 那些 工 值 有 定义 ， 而 且 通过 计算 这 一 -无 穷 和 来 计算 这 个 函数 本 章 的 大 部 


日 、 在 初级 课程 中 ， 本 章 可 以 跳 过 ， 只 有 第 5 章 和 第 6 章 需要 微 积分 的 知识 ， 其 他 只 假设 来 自 于 微 积分 课程 的 一 定 
程度 的 数学 经 历 . 
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分 内 容 不 再 谈 及 收敛 的 问题 .我 们 只 简单 地 假设 已 选 定 了 使 得 > arzt ISAS O. 
震级 数 以 下 面 的 形式 出 现在 微 积分 中 .假设 f(z) 是 一 个 函数 ， 它 对 于 一 个 包含 0 的 区 间 内 
的 所 有 xz 有 任意 阶 的 导数 .那么 
fD=D Ow = fO) Hf OaE O EO s +, 6D 
(5. 1) 式 右边 的 宕 级 数 对 于 工 的 某 些 值 收 化 ,至 少 对 于 z=0 KA ARRA S E 
展开 (Maclaurin expansion) ， 或 称 为 /关于 工 ==0 的 泰勒 级 数 展开 (Taylor series expansion). 
下 面 是 若干 最 著名 和 最 有 用 的 麦克 劳 林 展开 : 


A taitrt ett OF | rl<l, (5.2) 


Ter o. 


e= Disha ltr+y Ae tye HRF | z<, 6.3) 
rae | 
sin = D1 OP gett = ahe tht PF | e l< oo, 6.4) 


Ind +2) = 


例如 ， 为 了 说 明 (5. 3) 式 是 (5. 1) 式 的 特殊 情况 ， 只 要 观察 如 果 f) =e 那么 对 于 所 有 的 上 有 
SP DSe AR FO (0) 一 1 即 可 ， 读 者 应 该 核实 在 相同 的 条 件 下 (5. 2) 式 ，(5. DRAG. 5) 式 也 
是 (5. 1) 式 的 特殊 情况 . 

宕 级 数 之 所 以 有 用 的 原因 之 一 就 是 很 容易 对 它们 做 相 加 、 相 乘 、 相 除 、 合 成 、 微 分 和 积分 运 
算 ， 我 们 通过 公式 化 几 个 一 般 的 原理 来 使 读者 记 住 宕 级 数 的 这 些 性 质 . 


原理 1 假设 /(z)= 2 azt B g(x) = Dy bz ， 那 么 分 别 通过 逐 项 相 加 、 外 乘 或 使 用 长 


除法 可 以 计算 出 f(x) 十 zz， f(z)g(z) 和 Fg. [对 于 除法 只 有 当 所 讨论 的 工 的 值 5(Cz) 
不 等 于 零 时 成 立 . ] 特 别 地 ， 有 


f(x) + glx) =D) (ae + be ot 
名 


= (a9 +b) + (ai +12 + (az +b)? +o, 
Slax) gx) 一 ao >) bert Haix) bert + aza? > brat + 
ror rr 名 


a0 (by + by r+ boa? +) Haralo + brat boa? +) 
azz? (by + biz thea? te) fo, 


LB e paz y a yu 
5 Dar Dar Dirt 
ao az 
Tmt |b thst 
azz? 


+ hRFhrthe pet 


o 通过 把 > art 简单 地 考虑 为 一 种 形式 表示 ， 即 形式 车 级 教 (formal power serie)， 而 不 是 一 个 函数 ， 而 且 通 过 
名 
对 去 些 形式 表示 进行 适当 的 处 理会 使 得 这 一 假设 更 加 精确 .关于 这 一 方法 的 详情 ， 参 见 Niven[1969]. 
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如 果 对 于 | | <R, BR SOM gD BIR, BA f(z) 十 g(x) 和 F(z)g(z) 也 收敛 ， 如 果 
8(0) 了 0， 那么 在 0 周围 的 某 个 区 间 内 f(x) /g(2) I. 
例如 ， 利 用 (5. 2) 式 和 (5. 3) 式 ， 我 们 有 


这 二 +e <d+rt24e+~ + (1424+ He ty yet +) 


=0+D+04+Dz+4 (14% e+ (148) J+ 


=X (+i) 
也 有 
1 


1 1 
mor HAtetetstoo(ltet ge tye te) 


aMltat gat ye t~)ta(ltrt fat that te) 
+2(Itr+ zat +ga + )+ 
S1 Hrt orp Sten, 
在 函数 合成 下 ， 宕 级 数 也 很 容易 计算 
原理 2 如 果 f(x) 一 gCu(z)) 并 且 我 们 知道 g= Ý aut, WARNA f= 
DS aluat e. 
”因此 ， 在 等 式 (5. 5) 中 令 uzri, RING 
Ind tat) = SDE a 
ere peer ee 
原理 3 MERAK S= X art 对 于 所 有 | x | <RUCL. H R>0, AGA MILNE 
微分 和 积分 计算 (zy 的 导数 和 不 定 积分 ， 即 


Mea) = A (È aust) = Š fan = S boast 1 (5.6) 
及 
fra = RÈ artt )di = D fasta = pa., 6.7) 
MF | z1 <R，(5.6) 式 和 (5.7) 式 中 的 守 级 数 也 收敛 . 
例如 ， 因 为 
1 a] 
-Di deli ~ a 


所 以 我 们 从 (5. DRAG. 6) 式 看 到 : 


aap = Diet 一 1 十 2z 十 3z2 十 422 十 …… 


日 ”如 果 对 于 |u| <S RRR COM, HRE | xz | 一 R | uz) | 一 S， 那 么 对 于 所 有 | zx | <R, WAM f(x) 
LES 
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5.1.2 生成 函数 


假设 我 们 对 计算 数字 序列 (ai) 的 第 项 感 兴趣 .习惯 上 ， 我们 使 用 (ax) 表 示 序列 ， 用 不 带 
括号 的 a 表示 第 《项 .序列 (akt) 的 (普通 ) 生 成 函 教 ((ordinary)generating function) 定 义 如 下 : 


GD = 六 azt = ao + arr! Hara? +, 6.8) 


如 果 这 一 序列 是 有 限 的 则 和 是 有 限 的 ， 如 果 这 一 序列 是 无 穷 的 则 和 是 无 穷 的 在 后 一 种 情况 下 ， 
我 们 认为 = 是 使 得 (5. 8) 式 中 的 和 收敛 的 值 . 


【 例 5.1】 假设 对 于 ==0，1，…，n，o4 一 (%)， 那 么 序列 (a) 的 普通 生成 而 数 是 


ny ny a n 
Ga) = (WAWES Ge Hee + (")z". 
根据 二 项 式 展开 (定理 2.7)， 有 
Ga) = +p". 

我 们 所 做 的 处 理 的 好 处 就 是 用 一 种 简单 闭 式 (编码 形式 ) 表 示 了 G(x). 知道 了 G(x) 的 这 一 简单 形 
式 ， 现 在 你 有 可 能 通过 记忆 G(z) 的 这 一 闭 式 并 解码 而 得 到 ak ， 即 展开 它 并 找寻 A 的 系数 ， 正 如 
之 前 我 们 所 看 到 的 那样 ， 更 有 用 的 事实 是 ， 我 们 经 常 能 够 在 不 知道 ak 的 情况 下 求 出 G(r)， 然 后 
通过 展开 求 出 ar. a 

【 例 5.2】 假设 对 于 k=0，1，2，…， =l 那么 

Ga) = 1 十 z 十 到 十 

根据 等 式 (5.2)， 对 于 | | <1 有 


Ga =i. 


x 


同样 读者 将 注意 到 这 是 G(z) 的 闭 式 . 国 


【 例 5.3】 我 们 经 常 只 知道 生成 函数 而 不 知道 序列 。 我 们 尝试 着 从 生成 函数 “恢复 ”这 一 序 
z. 例如， 假设 


GD = Dart, 


= 


且 我 们 知道 
Gx) 一 I 
an 是 什么 呢 ? 利用 (5. 2) 式 ， 对 于 | z | <1, 我们 有 
Gw =z=[ 志 =] 
=r +2424) 
steta 
因此 
(ag) = (0.0,1,1,1，). 
本 章 与 第 6 章 中 ， 我 们 将 研究 各 种 展开 G(z) 的 技术 以 得 到 所 需 序列 (ab). C] 


【 例 5.4】 BRF k=0, 1, 2, =, ar=1/k!. 那么 有 
1 1 1 1 
G@ = tet ye tye + 
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根据 等 式 (5. 3)， 对 于 工 的 所 有 值 ，G(z) 一 e=. a 
【 例 5.5】 假设 G(z) 一 zsin(z2) 是 序列 (at) 的 普通 生成 函数 ， 为 了 寻找 we， 利用 等 式 (5. 4)， 
用 2? ihr, HRA BA 
Ga) sa| — FG as] 
nee m, 
因此 ， 我 们 看 到 ax 是 下 面 序列 的 第 上 项 : 


1 1 
0+0,0.1,0,0,0, — 375010,0.57 


5! 


【 例 5. 6】 假设 G(x) = cos z 是 序列 (at) 的 普通 生成 函数 ， 因 为 G(z) 有 任意 阶 的 导数 ， 所 以 
通过 对 所 有 的 上 计算 fo (0)， 我 们 可 以 进行 麦克 劳 林 级 数 展 开 ， 并 得 到 


2 CDt a_l WE 
G@ = D gpr = 1 + (5.9) 


这 一 展开 式 的 证 实 留 作 练习 ， 另 外 一 个 方法 是 观察 GCz) = d(sinz)/dr， 所 以 可 以 使 用 等 
式 (5.4)， 因 此 ， 我 们 看 到 


Gx) =£ (sin 2) 


上 述 展开 式 与 (5.9) 式 一 样 . a 


【 例 5.7】 如 果 (ot) 一 (1，1，1，0，1，1，…)， 则 普通 生成 函数 由 下 式 给 出 ， 
Ga) =1 十 z 十 到 十 区 十 巧 十 … 
=Q Hrt Hr Hr H H) 


wok iy; 
一 一 2 E 


【 例 5.8】 如 果 (ax) 二 (1/21，1/31，1/4!1，…)， 则 普通 生成 函数 由 下 式 给 出 : 
Ga) stirt te 
=3(qethethe +e) 

=e -1-». 中 
【 例 5.9 标签 图 的 数量 】 在 3. 1. 3 节 中 ,我 们 计数 了 有 nn 个 顶点 和 e 条 边 且 n>2,，e<Cln, 2) 


的 标签 图 的 数量 为 L(n，e). 固定 wn, HS ae =Lin, k), k=0, 1, =, Cin, 2), 考虑 下 面 的 
生成 函数 : 
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注意 ,在 3.1. 3 节 中 ,我们 计算 得 到 LCn，e) 二 CCC(n，2)，e)， 因 此 ,如 果 r=COn, 2), 那么 
Glo) = Ý Car. 
根据 二 项 式 展开 (定理 2. 7)， 我 们 有 
Ga(z) = A+ ry = (1+ x) m2? (5. 10) 
这 一 表达 式 是 概括 数 L(n，e) 的 内 容 的 一 个 简单 方式 ， 特 别 地 ， 从 (5.10) 式 我 们 能 够 得 到 有 个 
顶点 的 标签 图 的 数量 Ln) 的 公式 ， 因 为 


Lw = X Cirk), 
它 等 于 G(1)， 因此， 在 (5. 10) 式 中 取 z 一 1， 我 们 有 
Lon) = 2002, 
这 就 是 我 们 在 3. 1. 3 节 中 得 到 的 结果 . a 


【 例 5. 10 车 多 项 式 : 工作 分 配 和 计算 机 程序 存储 】〗】 假设 B 是 诸如 图 5.1 和 图 5. 2 所 示 的 
nXm 的 方 格 盘 ， 其 中 有 一 些 被 禁止 的 方 格 ， 而 其 他 则 是 可 接受 的 方 格 ， 可 接受 的 方 格 被 涂 成 深 
色 . 设 ri(B) 是 选择 满足 下 面条 件 的 k 个 可 接受 ( 深 色 ) 方 格 的 方法 数量 : 任意 两 个 可 接受 方 格 不 
在 同一 行 上 也 不 在 同一 列 上 ， 我 们 可 以 把 B 看 成 是 一 个 棋盘 的 一 部 分 。 在 (rook) 是 在 这 一 棋盘 上 
既 能 走 水 平 线 又 能 走 垂 线 的 棋子 ， 因 此 ， 一 个 车 能 够 吃 掉 另 一 个 车 ， 如 果 这 两 个 车 在 同一 行 上 或 
在 同一 列 上 .我 们 希望 在 B 上 的 可 接受 方 格 中 放置 k 个 车 ， 使 得 没有 车 能 够 吃 掉 另 一 个 车 ， 因 
此 ，m(B) 计 数 在 B 的 可 接受 方 格 内 放置 个 不 能 吃 掉 的 车 的 方法 数量 


成 型 抛光 
ym ia ug 


图 5.1 对 应 于 工作 分 配 问题 的 棋盘 图 5.2 对 应 于 计算 机 存储 问题 的 棋盘 


图 5. 1 的 5X5 棋盘 出 现 于 一 个 工作 分 配 问 题 ， 行 对 应 于 工人 ， 列 对 应 于 工作 ,位 置 i,j 被 
涂 成 深 色 ， 如 果 工 人 i 适合 工作 j. 我 们 想 要 确定 可 以 为 每 一 个 工人 分 配 一 个 工作 的 方法 数量 ， 
使 得 每 一 项 工作 只 有 一 个 工人 ,这 样 一 个 工人 只 能 得 到 他 适合 的 一 项 工作 .容易 看 到 这 等 价 于 
计算 rs (B) 的 问题 . 

图 5.2 的 5X7 棋盘 出 现 于 计算 机 程序 存储 问题 .如 果 存 储 位 置 / 对 于 程序 ; 有 足够 的 存储 容 
量 ， 那 么 位 置 i,j 被 涂 成 深 色 .我们 想 要 把 每 一 个 程序 指定 给 一 个 有 是 够 存储 容量 的 存储 位 置 ， 
每 一 个 位 置 至 多 有 一 个 程序 ， 能 够 这 样 做 的 方法 数量 也 由 rs (B) 给 出 。 在 下 文 和 7.1 节 的 练习 
中 ,我 们 将 计算 这 两 个 例子 中 的 rs CB). 

表达 式 
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R(z,B) = ro(B) +n (B) + r2(B)x2 + 

称 为 棋盘 BAYA $ BX Crook polynomial). 这 一 车 多 项 式 实际 上 是 关于 的 多 项 式 ， 因 为 对 于 大 
于 可 接受 方 格 数量 的 k&，ri CB) 二 0. 

这 一 车 多 项 式 正好 是 下 面 序列 的 普通 生成 函数 : 

(ro(B) „ri CB) ,re(B) ,ee). 

正如 对 一 般 的 生成 函数 一 样 ， 我 们 将 在 非 显 示 计 算 系 数 r:(B) 的 情况 下 寻找 计算 车 多 项 式 的 方 
法 ， 然 后 我 们 将 可 以 根据 这 一 多 项 式 来 计算 这 些 系数 . 

作为 例子 ,考虑 图 5. 3 的 两 个 棋盘 Bi 和 Bo. FEB B H, 没 
有 车 时 有 一 种 放置 方法 (对 于 任意 的 棋盘 都 是 如 此 )， 放 置 一 个 车 时 
有 两 种 方法 (使 用 其 中 一 个 深 色 方 格 ) ， 放 置 两 个 车 时 有 一 种 方法 (使 
用 两 个 深 色 方 格 ) ， 没 有 放置 大 于 两 个 车 的 方法 ， 因 此 

R(x,By) =1+2r+ x2. 

在 棋盘 Bo 中 ， 同 样 也 有 存在 一 种 放置 0 个 车 的 方法 ， 存 在 四 种 放置 
一 个 车 的 方法 (使 用 任意 一 个 深 色 方 格 ) ， 存 在 两 种 放置 两 个 车 的 方法 (使 用 对 角 线 上 的 方 格 或 非 
对 角 线 上 的 方 格 ) ， 不 存在 放置 大 于 两 个 车 的 方法 ， 因 此 


图 5. 3 两 个 棋盘 


R(x, Bo) = 1 十 4z 十 2z2. È 
本 节 练 习 
1. 对 于 下 列 每 一 个 函数 ， 通 过 计算 导数 SY (0) 确 定 它 的 麦克 劳 林 展开 . 
(adcosr (be (Osin(27) (+4247 
(2? te" Dae (pnd +42) Ch)zsinz 
2. 对 于 下 列 每 一 个 函数 ， 使 用 已 知 的 麦克 劳 林 展开 通过 加 、 合 成 、 微 分 等 等 方法 确定 其 麦克 劳 林 展开 . 
1 1 inet a 
wrth wth (Osinz oA, 
Osnat (Dal (D5e +e" Whaa) 
(In +32) rsin (In. +22) Vs 
3. 对 于 下 列 序列 ， 确 定 其 普通 生成 函数 并 做 尽 可 能 的 简化 . 
(Cy 1, 1, 0, 05 +) (WO, 0, 2, 3, 4. 0，0，…) (OC, 5, 5) 
(DA, 0, OF Ty 1, oe) (COs Ov Ty Uy Ty ls ls) (PO, Oy 4 4, 41 oD 
(@)(1，1，2，1，1，1， (a= (4) a= (#) 
1 1 1 1 1 
=) G(s ape gee gre) Ogee are are om) 
a) (n)(1, 0, 1, O, 1, O, =) (0)(0, 1, 0, 3, 0, 5, =) 


2 2 r ESG We 1a 
wz o Fee 0, Be) (Ie 一 1 Bye a Gre) C(O. 一 1, Fe Fe Heo) 
4. 确定 由 下 列 普 通 生成 函数 给 定 的 序列 . 

(Ca)(z 十 5)2 (b) +z) om 


1 $ 
dD me De 


wth (wst Graiis 


292] 


加 
S| 
S 


| 
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rHate w artes 
(me (msin3z (ojzln(l 十 2z) 十 e 
1 
Os (q)cos3r Wat 
5. 假设 序列 (ws ) 的 普通 生成 函数 是 下 面 所 给 出 的 函数 ， 在 每 一 种 情况 下 ， 确 定 wa. 
(a)(z 一 7 w (oln(1 一 2z) We 


6. 对 于 练习 5 的 每 一 种 情况 ， 确 定 a. 

7. Jones 教授 想 要 讲授 微 积分 [或 线性 代数 ，Smith 教授 想 要 讲授 线性 代数 或 组 合 数学 ，Green 教授 想 要 讲 
授 微 积 分 1 或 组 合 数学 ， 可 以 至 多 为 每 一 位 教授 指定 一 门 课 程 ， 每 门 课程 最 多 有 一 位 教授 ， 一 位 教授 只 
能 得 到 他 想 要 讲授 的 一 门 课程 ， 建 立 一 个 生成 函数 并 使 用 这 一 生成 函数 回答 下 列 问题 . 

(a) 我 们 有 多 少 种 方法 给 一 位 教授 指定 一 门 课程 . 
(b) 我 们 有 多 少 种 方法 给 两 位 教授 指定 课程 . 
(0) 我 们 有 多 少 种 方法 给 三 位 教授 指定 课程 . 

8. 假设 工人 a 适合 工作 3，4，5， 工 人 5 适合 工作 2，3， 而 工人 “适合 工作 1，5， 同 样 ， 每 一 名 工人 至 少 
指定 一 项 工作 ， 每 一 项 工作 不 超过 一 名 工人 ， 一 名 工人 只 得 到 他 所 适合 的 一 项 工作 ， 建 立 一 个 生成 函数 
并 使 用 它 回答 下 列 问题 
(a) 我 们 有 多 少 种 方法 给 一 名 工人 指定 一 项 工作 ? 

(b) 我 们 有 多 少 种 方法 给 两 名 工人 指定 工作 ? 
(5) 我 们 有 多 少 种 方法 给 三 名 工人 指定 工作 ? 
9. 假设 T, 是 n 个 顶点 的 (无 标签 ) 根 树 的 数量 ， 普 通 生成 函数 TO= ET" 由 下 式 给 出 : 
T(x) = arta? +22 +424 +9r +2026 +, 
(Riordan[ 1980] st F n<26 计算 了 T.， 现 在 已 知 更 多 T. WH ERs, 2, r, xt, os 的 系数 . 
10. 设 Min, a) 是 有 个 顶点 和 a 条 弧 的 标签 有 向 图 的 数量 ， 并 设 MCn) 是 有 个 顶点 的 标签 有 向 图 的 数量 
(参见 3.1. 3 75). WR n 设 久 一 Mln，k)， 并 设 
D,(z) = S hrt. 
fod 
(a) 确 定 D,(z) 的 一 个 简单 、 闭 式 的 表达 式 . 
《b) 利 用 这 一 表达 式 推导 M(n) 的 一 个 公式 . 
11, 假设 6 二 RC(n,&) 是 有 某 个 性 质 呈 旦 有 nn 个 顶点 和 上 条 边 的 标签 图 的 数量 ， Renee Phin tH 
点 的 标签 图 的 数量 假设 
Gz) = Yast 
co 
是 普通 生成 函数 ， 而 且 我 们 知道 G(x) 二 (1 十 zx 十 三)"。 确定 ROD. 
12. 假设 di 一 S(n， kD) 是 有 某 个 性 质 QHA n 个 顶点 和 A 条 弧 的 标签 有 向 图 的 数量 ， 且 SO) RATER QA 
nn 个 顶点 且 至 少 两 条 统 的 标签 有 向 图 的 数量 ， 设 普通 生成 函数 由 下 式 给 出 : 
HD 一 > dict. 
fod 
假设 我 们 知道 HD) = O42)". RAE SOD. 
13. 计算 图 5. 4 中 每 一 个 棋盘 的 车 多 项 式 . 
14. 计算 nXn 棋盘 且 所 有 方 格 都 被 涂 成 深 色 的 车 多 项 式 ， WR ”是 : 
(a)3 (b)4 (O68 (a8 
15. 42-7 48% (latin rectangle) BIW 1. 2. +. 的 一 个 r~Xs 数 组 ， 使 得 任意 一 行 上 或 列 上 的 项 都 不 相同 . 


RSE 生成 函数 及 其 应 用 197 


拉丁 方 ( 例 1. 1) 是 一 * 一 ”的 拉丁 矩形 构建 拉 丁 方 的 一 个 方法 是 一 次 建立 它 的 一 行 ， 持 续 地 把 各 行 加 
到 拉丁 矩形 中 ， 我 们 有 多 少 种 方法 把 图 5. 5 中 的 拉丁 矩形 加 上 第 三 行 ? 通过 观察 第 j 列 中 可 以 包含 的 
符号 ， 作 为 车 多 项 式 问题 建立 这 一 拉丁 矩形 ， 你 不 必 求 解 这 一 问题 . 


SSSS 


a) 


a) 9 
图 5.4 5.1 节 练习 13 的 棋盘 图 5.5 一 个 2X5 拉丁 矩形 


16. 使 用 车 多 项 式 计数 1，2，3，4 的 排列 的 数量 ， 其 中 1 不 在 第 二 个 位 置 ，2 不 在 第 四 个 位 置 ，3 不 在 第 
一 个 位 置 和 第 四 个 位 置 . 
17. WEA: 如 果 棋盘 B' 是 通过 删除 棋盘 B 中 没有 深 色 格 的 行 或 列 而 得 到 的 ， 那 么 六 (B) 一 mm(B). 


5.2 生成 函数 的 运算 


一 个 序列 定义 唯一 一 个 生成 函数 ， 而 一 个 生成 函数 又 定义 唯一 一 个 序列 ; 我 们 可 以 在 序列 
和 生成 函数 之 间 来 回转 换 。 编 译 一 个 基础 生成 函数 和 它们 对 应 的 序列 的 * 库 ”将 会 十 分 有 用 .我 们 
的 列表 可 以 开始 于 生成 函数 1/(1 一 z)，er，sinz，ln(1 十 z)， 它 们 所 对 应 的 序列 可 以 由 等 
式 (5.2) 一 (5.5) 得 到 ， 如 5.1, 1 节 那 样 通过 对 这 些 生成 函数 进行 运算 ， 即 通过 加 、 乘 、 除 、 合 
成 、 微 分 或 积分 ， 可 以 增加 我 们 的 基础 列表 .这 就 是 本 节 要 做 的 事情 . 

本 节 观 察 生成 函数 的 各 种 运算 与 对 应 的 序列 的 运算 之 间 的 关系 .我 们 先 从 某 些 简单 的 例子 


开始 ， 假 设 (at) 是 有 普通 生成 函数 A(x) 二 > arzt 的 序列 ， 那 么 A(z) 乘 以 x 对 应 于 把 这 一 序列 


向 右 移动 一 个 位 置 并 从 0 开始， 因为 xA(z) 一 5) akzt+l 是 序列 (0，ao，al，a2，…) 的 普通 生 


成 函数 ， 类 似 地 ，A(z) 乘 以 1/z 并 减 去 ao/z 对 应 于 把 这 一 序列 向 左 移动 一 个 位 置 以 及 消去 它 的 
第 一 项 ， 因 为 


taw-2 = È ur -2= > axi = 全 assist. 
为 了 说 明 这 两 个 结果 ， TER. AW AG) =e 是 下 面 序列 的 普通 生成 函数 : 
cet 是 下 面 序列 的 普通 生成 函数 : 
14 


(obba 


而 (1/z)e 一 1/z 是 下 面 序列 的 普通 生成 函数 : 
Jd) 
2431” 人 


类 似 地 ， 由 等 式 (5.6), 对 工 求 A(z) 的 导数 对 应 于 把 (as ) 的 第 项 乘 以 & 并 向 左 移动 一 个 位 
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297] 


98 


置 ， 因 此 ， 我 们 已 在 5. 1. 1 节 看 到 ， 因 为 
aa- ihh] 
(a=) drLl 一 z 
所 以 1/(1 一 z)? 是 序列 (1，2，3，…) 的 普通 生成 函数 . 
假设 (ak) 和 (6) 分 别 是 有 普通 生成 函数 A(z) 二 X) art ABO Ñ) brzt 的 序列 ， 因 为 两 


个 寡 级 数 可 以 逐 项 相 加 ， 所 以 我 们 看 到 Co) 二 A(z) 十 B(z) 是 第 项 为 ck 二 ax 十 bx 的 序列 (ct) 的 
普通 生成 函数 ， 序 列 (cx ) 称 为 (ak) 与 (bk) 的 和 ， 记 为 (at) 十 (b)， 因 此 ， 


1 
per 
Lz 5 


是 下 面 序列 的 普通 生成 函数 ， 
Ashly) + (1,1, 


从 组 合 数 学 的 观点 看 ， 两 个 生成 函数 相 乘 会 发 生 最 有 趣 的 情况 ， 假 设 
C(x) = ACz)B(z)， (5.11) 
其 中 ACz)，BCz) 和 CCz) 分 别 是 序列 (as)，(bx) 和 (ca) 的 普通 生成 函数 ， 对 于 所 有 的 上 都 有 c4 = 
arbi 成 立 吗 ? 设 A(x)=1 十 z，B(z) 二 1 十 zx， 那么 C(z)=A(z)B(z)=1 十 2+ 十 zt， 现在 (ct) = 
A, 2, 1, 0, 0, ++) Cae) = (Oe =, 1, 0, 0, =), 所 以 co =a0bo 但 是 Zarb. Att, 
从 (5. 11) 式 不 能 得 到 ce cade. RRA RMR A(z) 去 乘 以 B(z)， 通 过 把 A(z) 的 项 
aj) 和 B(z) 的 项 bjzx*“i 结 合 ， 可 以 得 到 项 ctzt， 因 此 ， 对 于 所 有 的 人 
ch = avbe + ay be) +e + arib + arbo. (5. 12) 
在 A(z) 和 B(z) 都 等 于 1 十 xz 时， 很 容易 核实 这 一 情况 ， 注 意 ， 如 果 4 一 0，(5. 12) 式 说 明 co = 
aobo， 同 样 注意 对 于 所 有 的 k，(5. 12) 式 蕴涵 (5. DR. MRG. 12) 式 对 于 所 有 的 都 成 立 ， 我 
们 说 序列 (cx ) 是 两 个 序列 (a4) 和 (Bb) 的 卷 积 (convolution)， 并 写作 (c4) =Car) * (加 )， 我 们 的 结 
果 概 括 如 下 . 
定理 5.1 假设 A(z)，B(z) 和 C(z) 分 别 是 序列 (at)，( 欠 ) 和 (ct) 的 普通 生成 函数 。 那么 有 
(a)C(z) 一 A(z) 十 BCz) 当 且 仅 当 (ct) 一 (at) 十 (bt). 
《b)C(z) 一 A(z)B(z) 当 且 仅 当 (ct) 一 (at) * Cr). 
【 例 5. 11】 假设 对 于 所 有 的 & 有 br 二 1。 那么 (5. 12) 式 变 成 
ch = ao tay to tay. 
生成 函数 B(z) 由 B(z) 一 1/(1 一 z) 一 (1 一 z) 一 给 出 ， 因 此， 根据 定理 5. 1， 有 
Cla) = A) — 2). 
这 是 一 个 级 数 的 前 & 项 和 的 生成 函数 ， 例 如 ， 假 设 (at) 是 序列 (0，1，1，0，0，…).， 那么 AC) = 
x+ H 


Ca) =r HD Hra H] 
=r 2r +223 + 2r 十 …- 
我 们 得 出 结论 : 
(+A r) 
是 序列 (ct) 二 (0，1，2，2，…) 的 普通 生成 函数 .这 可 以 通过 注意 下 面 的 事实 而 得 到 证 实 : 
ao =0,a0+al = l,ao Hai Haz =2,00+alt+azstas = 25° 图 


【 例 5. 12〗】 如 果 A(z) 是 序列 (as) 的 生成 函数 ， 那 么 4?(z) 是 序列 (ct) 的 生成 函数 ， 其 中 
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Ck = agar Hajar 十 … 十 at-lal 十 akao. 
在 6.4 节 中 ， 这 一 结果 也 将 用 于 通过 计数 树 枚 举 化 学 异 构 ， 特 别 地 ， 如 果 对 于 所 有 的 4， 有 
ws=1， 那 么 A(z) 一 (1 一 z)-1， 这 时 ， 
CD = A? (1) = (1—1)? 
是 序列 (ct) 的 生成 函数 ， 其 中 一 上 1， 之 前 我 们 已 经 通过 微分 (1 一 z)-:!1 得 到 这 一 结果 . a 
【 例 5. 13】 假设 
Gq) = Hrt +a? 
I= 
是 序列 (at) 的 普通 生成 函数 ， 我 们 能 够 得 到 a 吗 ? 我 们 可 以 把 G(x) 写 成 如 下 形式 : 
Ga) = A+2+24+9)0—2)7, 
现在 trta? Ha 是 下 面 序列 的 普通 生成 函数 ， 
(be) 一 (1,1,1,1,0,0,…)， 
而 且 (1 一 z)-! 是 下 面 序列 的 普通 生成 函数 ; 
(or) = yy Lye), 
因此 ，G(z) 是 这 两 个 序列 的 卷 积 的 普通 生成 函数 ， 即 
ar = boci + brea tee + deco = bo +b + + br. 
根据 这 一 表达 式 很 容易 证 明 
Cae) = (1,2,3,4.4,..…). E (299) 


【 例 5. 14 车 多 项 式 的 化 简 】 在 计算 车 多 项 式 时 ， 把 一 个 复杂 的 计算 化 简 成 若干 更 小 的 计算 
常常 很 有 用 ， 这 是 我 们 在 3. 4 节 有 关 色 多 项 式 的 内 容 中 过 到 过 的 一 个 技巧 ，5. 1 节 的 练习 17 证 
明了 这 样 的 一 个 化 简 ， 这 里 我 们 给 出 另 一 个 化 简 ， 假 设 1 是 棋盘 B 中 涂 成 深 色 的 方 格 的 一 个 集 


合 ， 而 By 是 通过 把 不 在 1 中 的 深 色 方 格 的 颜色 变 淡 从 

B 得 到 的 棋盘 ， 假 设 B 中 的 深 色 方 格 被 划分 成 两 个 集 

合 1 和 J ， 使 得 1 中 的 所 有 方 格 都 不 与 的 任意 方 格 位 

于 同一 行 或 同一 列 ， 对 于 这 种 情况 ， 我 们 说 B 和 Bj P Š E 

AMC decompose) B. F 5. 6 说 明 这 一 情况 . 
如 果 Br 和 BJ 分 解 B， 那 么 因为 所 有 可 接受 方 格 图 5.6 Bi 和 Bi 分 解 B 

都 沙 和 到 Bi 或 By 中 ， 且 工 中 的 车 不 可 以 吃 掉 J 中 的 车 ， 反 之 也 一 样 ， 为 了 在 妃 上 放置 人 个 吃 


不 掉 的 车 ， 对 于 某 个 p, 我们 在 Br 上 放置 p 个 吃 不 掉 的 车 ， 然 后 在 By 上 放置 4 一 户 个 吃 不 掉 的 
车 ， 因 此 ， 


re (B) =ro (Br) re (By) + i CBr) re) (By) + 
s+ + rp (Br) rep (By) ++ + re (By) ro (By). 
这 表明 序列 (mx(B)) 的 确 是 序列 (mx*CBD) 和 ((m(BJ )) 的 卷 积 ， 因 此 


R(z,B) = R(z,Br)R(zr, BI). a 
本 节 练 习 
1. 下 列 每 一 个 函数 都 是 某 个 序列 (as ) 的 普通 生成 函数 。 确 定 这 一 序列 . 
(arin +2) (by 4sinz Oa'n) 
(a4 sine ppt tarts Oty 


[301 
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p 


nagp 


p 


(Wz+6rts pierre) 

. 对 于 下 列 每 一 个 函数 A(zx)， 假设 B(z) 一 zx4'(z)。 寻找 B(z) 是 普通 生成 函数 的 序列 . 
ay (be toci (In +x) 

. 求 下 列 各 组 序列 的 卷 积 的 公式 : 


(Ca)(1，1，1，…) 和 (1，1，1 
WA, 1, l, *) 和 (0, 1, 2, 3, =) 
CO, 1, 0, 0, AICO, 1, 2, 3, 
(ACL, 2, 4, 0, 0, DMA, 2, 3, 4, 0, =) 
Ce), 0, 1, 0, 0, 0, DHC, 4, 6, 8, =) 
(D0, O, Oy 1, Oy O, *…) 和 (8, 9, 10, 11, =) 


- 下 列 每 一 个 函数 都 是 某 个 序列 (at ) 的 普通 生成 函数 ， 确 定 这 一 序列 . 


5 _) (8 1 pat 
@ (723) Gy) (bln +22) (055 
orate CCAD, FOR g 是正 整数 (Dare ++)? 


如 果 G(z)=[1/(1 一 z)] REAPS as) ROE RL, AE a. 


.如果 AC) = 152 H2 H3 HAL to LAPT Cas EE RO, ME an. 
+ 假设 4(z) 是 序列 (1，3，9，27，81，…) 的 普通 生成 函数 ， 且 B(z) 是 序列 (和 ) 的 普通 生成 函数 ， 如 果 


B(z) 是 下 列 函 数 ， 确 定 (b): 


WAWD +z Awt (Ce)2A(z) 
.在 下 列 每 一 种 情况 中 ， 假 设 B(x) 是 (6b, ) 的 普通 生成 函数 ， 且 A(z) 是 (au ) 的 普通 生成 函数 ， 通 过 A(z) 确 
定 B(z) 的 表达 式 . 
a WR AHO, 4 
wns [i bie oad 如 果 k=0 
1 如 果 k=4 
. 假设 
b WIR k 042 
a= f: 如 果 A 一 0 
1 如 果 k= 2. 


BCz) 是 序列 (6 ) 的 普通 生成 函数 ， 如 果 扩 二 2， 名 二 0， 通过 B(z) 确 定 序列 (au ) 的 普通 生成 函数 A(z) 的 
表达 式 . 
求 下 列 各 序列 (as ) 的 普通 生成 函数 的 简单 、 闭 式 的 表达 式 . 


(aay =k+3 (b)a, =8k (clas 一 3k 十 4 
.利用 导数 确定 下 列 序 列 (6, ) 的 普通 生成 函数 . 

(Dh =k? (bdh =k(k+1) ` O 
, 假设 A(z) 是 序列 (au ) 的 普通 生成 函数 且 b 二 as+,， 确 定 序列 (b ) OB A PE. 
. 假设 


bbr 如 果 上 宇 2 


如 果 上 = 二 0 或 == 1. 
假设 A(z) 是 序列 (as ) 的 普通 生成 函数 ， 而 B(z) 是 序列 是 (6 ) 的 普通 生成 函数 ， 利 用 BORE A(z) 的 
RER. 


a= 
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14. 假设 A(z) 是 序列 (a,) 的 普通 生成 函数 ， 而 且 序 列 (& ) 的 定义 如 下 : 
0 “如果 上 一 
saa {a 如 果 上 之 元 
利用 A(Cz) 确 定 序列 (6b ) 的 普通 生成 函数 . 
15. 确定 第 项 是 


的 序列 的 普通 生成 函数 . 

16. (a) 使 用 例 (5. 14) 的 化 简 结果 计算 图 5. 4 中 棋盘 (d) 的 车 多 项 式 . 
(b) 扩 展 到 对 角 线 上 都 是 深 色 方 格 的 nxn 棋盘 . 

17. 使 用 5. 1 节 练 习 17 的 结果 ， 确 定 图 5. 6 中 的 棋盘 B 和 Bj 的 车 多 项 式 ， 然 后 使 用 例 5. 14 的 化 简 结果 
计算 图 5. 6 中 的 棋盘 B 的 车 多 项 式 . 


5.3 计数 的 应 用 
5.3.1 取样 问题 

生成 函数 有 助 十 我 们 解决 计数 问题 为 了 说 明生 成 函数 如 何 帮助 计数 ， 我 们 首先 考虑 下 面 
的 取样 问题 ， 取样 的 对 象 有 不 同 的 类 型 ， 而 且 相 同类 型 的 对 象 是 不 可 区 分 的 .用 2. 9 节 的 术语 ， 
我 们 考虑 的 是 无 放 回 取样 ， 例 如 ， 假 设 存在 三 个 对 象 ,6 和 c， 且 每 一 个 对 象 都 可 以 被 选取 也 可 
以 不 被 选取 ， 有 多 少 种 可 能 的 选择 方法 呢 ? 令 ak 是 选择 k 个 对 象 的 方法 数量 ， 令 G(x) 是 生成 函 


数 Dazt。 现 在 很 容易 看 到 ak (7), Bie, 


Ga) = G) + (= + (3)= +G). (5.13) 


让 我 们 考虑 另 一 种 计算 G(z) 的 方法 ， 我 们 可 以 或 者 不 选择 a 或 者 选择 一 个 a， 或 者 不 选择 b 
或 者 选择 一 个 4， 或 者 不 选择 或 者 选择 一 个 c。 让 我 们 考虑 下 面 的 乘积 : 
(Car)? + Car)! IE (br)? + (hr)! Cer)? + (er)!], (5.14) 
其 中 加 和 乘 分 别 对 应 于 “或 ?和 “与 (回想 加 法 规则 和 乘法 规则 ). 表达 式 (5. 14) 变 成 
Atar) +i) +c), 
这 一 表达 式 等 于 
1 十 (ae 十 6 十 cz 十 (二 十 oc 十 bc)z2 + aber, (5. 15) 
注意 ，z 的 系数 给 出 得 到 一 个 对 象 的 方法 : Cha hb Rc. 2 的 系数 给 出 得 到 两 个 对 象 的 
Wik: 它 是 a 和 6b, 或 a 和 c, 或 b 和 c, MP 的 系数 给 出 得 到 三 个 对 象 的 方法 ， 而 z 的 系数 
( 即 1) 给 出 得 不 到 对 象 的 方法 ， 如 果 我 们 令 a=b=1=1, WA zt 的 系数 将 计数 得 到 k 个 对 象 的 
TERE, Ma. 因此， 在 (5.15) 式 中 令 a=b=c=1 得 到 下 面 的 生成 函数 : 
G@) = 1432432425, 
这 一 表达 式 就 是 我 们 在 (5. 13) 式 中 计算 得 到 的 . 
同样 的 技术 也 适用 于 G(z) 的 系数 不 明确 的 情况 .这 时 ， 我 们 可 以 通过 这 一 技术 计算 GCCz)， 
并 通过 G(z) 计 算 适 当 的 系数 . 
【 例 5. 15〗 假设 我 人 有 三 种 类 型 (类 型 a、 类 型 b 和 类 型 c) 的 对 象 ， 假 设 我 们 可 以 从 类 型 a 
选择 0、1 或 2 个 对 象 ， 然 后 从 类 型 5 选择 0 或 者 1 个 对 象 ， 最 后 从 类 型 选择 0 或 者 1 个 对 象 . 


有 多 少 种 选择 个 对 象 的 方法 呢 ? 其 答案 不 是 (人 ). 例如 ,两 个 a。 和 1 个 6 不同 于 1 个 a, 1 个 6 
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和 1 个 c。 然 而 ,选择 第 一 个 a 和 一 个 6 等 同 于 选择 第 二 个 a 和 一 个 6: 类 型 a 的 对 象 是 不 可 区 分 
的 我 们 想 要 知道 取 个 对 象 的 可 区 分 方法 的 数量 .假设 a 是 所 要 的 方法 数量 ， 我 们 尝试 计算 
普通 生成 函数 G(x) 二 也 bir*， 这 里 要 考虑 的 正确 表达 式 是 
(Car)? + Car)! + Car)? JL (br)? + Cee)! Wer)? + Cer)! ], (5. 16) 
因为 我 们 可 以 选择 0，1 或 2 个 类 型 a 的 对 象 ，0 或 1 个 类 型 5 的 对 象 ，0 或 1 个 类 型 c 的 对 象 . 
表达 式 (5. 16) 可 以 化 简 成 
(1 十 ar 十 azz2)(1 十 hr)(1 十 cr)， 
这 一 表达 式 等 于 
1+(a+64 Ox + (ab + be +ac +a?)22 + (abe +a2b+a2e)a3 +a2bea!, (5.17) 
正如 例 5. 14 中 那样 ，z 的 系数 给 出 得 到 三 个 对 象 的 方法 : 一 个 a、 一 个 5 和 一 个 c, 或 者 2 个 a 
和 一 个 4， 或 者 2 个 a 和 一 个 <. 对 于 其 他 的 系数 这 一 事实 也 成 立 ， 另 外 ,在 (5.17) 式 中 取 a= 
4 一 < 一 1 给 出 下 面 的 生成 函数 : 
Ga) = 14324122 +323 +21, 
ot 的 系数 是 bk， 例如 ，bo 二 4( 读 者 应 该 核实 为 什么 是 这 样 的 ). | 
一 般 地 ， 假 设 我 们 有 p 种 类 型 的 对 象 ， 且 有 m 个 类 型 1 ATR, m 个 类 型 2 HMR, 
mp 个 类 型 户 的 对 象 ， 令 cx 是 选择 上 个 对 象 的 不 同方 法 的 数量 ， 如 果 我 们 可 以 选择 每 一 种 类 型 的 
任意 多 个 对 象 ， 其 普通 生成 函数 由 G= Eart 给 出 ， 为 了 计算 这 一 生成 函数 ， 我 们 考虑 下 面 
HRR: 
Lara)? + Caiz)! +e + Cay) ]X (Cara) + lazr)! + Caza)™]X 
X [Capr)? + (apr)! +e + (apr), 
4 ai=az 三 ap 三 1， 我 们 得 到 
Ga) = (十 z 十 县 十 十 2 Q HarHar Hetan) HarHar? H Ha), 
数 Go) Pat 的 系数 给 出 ， 因 此 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 5.2 假设 我 们 有 p 种 类 型 的 对 象 ， 且 每 一 类 型 i 有 ni 个 不 可 区 分 的 对 象 ，i 一 1， 
2，*…，P， 如 果 我 们 可 以 选择 每 一 种 类 型 的 任意 多 个 对 象 ， 那 么 选择 个 对 象 的 不 同方 法 的 数量 
由 下 面 普通 生 函 数 G(x) 中 的 zt 的 系数 给 出 : 
Ga) = A+artx2 Hean trp 22 tee pire det art x2 H Ha). 


【 例 5. 16 不 可 区 分 的 男士 和 女士 】 假设 我 们 有 六 位 (不 可 区 分 ) 男 士 和 ?位 (不 可 区 分 ) 女 士 . 
如 果 我 们 能 够 选取 任意 数量 的 男士 和 任意 数量 的 女士 ， 那 么 定理 5. 2 表明 我 们 可 以 选 上 个 人 的 方 
法 数量 由 下 面 G(z) 中 的 ot 的 系数 给 出 : 
Gz) = (1 十 z 十 … 十 症 )(1 十 z 十 … 十 世 ). (5. 18) 
注意 这 一 系数 不 是 


m+n 
("7"). 
这 是 因为 ， 例 如 ， 不 论 你 如 何 选择 男士 和 女士 ， 取 3 位 男士 和 Ak 一 3 位 女士 的 方法 是 一 样 
的 .现在 ，1 十 z 十 … 十 xm 是 下 面 序列 的 生成 函数 : 

(ag) = (1,1, ,1,0,0,…)， 
且 1 十 I 十 … 十 xz" 是 下 面 序列 的 生成 函数 : 

(be) 一 (1.1,…,1,0,0,…)， 
HP MF RHO, 1, =, m, =l, HF k=0, 1, en, =. 根据 (5.18) 式 可 知 ， 
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CG(z) 是 序列 (at) 和 (如 ) 的 卷 积 的 生成 函数 ， 我 们 把 这 一 卷 积 的 一 般 计 算 留 给 出 读者 ( 练 
311). Bide, m=8, n=7 时 ， 我 们 选择 一 9 个 人 的 方法 数 由 下 式 给 出 : 
ao 加 十 al 如 十 … 十 ao 加 一 0 十 0 十 1 十 … 十 1 十 1 十 0 一 7. 
作为 对 这 一 答案 的 验证 ， 我 们 注意 到 这 七 种 方法 如 下 : 2 位 男士 和 7 位 女士 ，3 位 男士 
和 6 位 女士 …，8 位 男士 和 1 位 女士 . a 


【 例 5. 17 抽样 调查 】 在 做 抽样 调查 时 ， 假 设 我 们 已 把 采访 的 可 能 男士 分 成 各 种 范畴 ， 例 如 ， 
教师 、 医 生 、 律 师 等 等 ， 对 女士 也 类 似 、 假 设 在 我 们 的 分 组 中 ,我 们 在 每 一 范畴 中 选取 两 位 男士 
和 一 位 女士 ， 且 假设 有 4 种 范畴 .存在 多 少 种 不 同 的 方法 取 个 人 的 样本 呢 ? 现在 ， 我 们 想 要 区 
分 相同 性 别 的 人 ， 当 且 仅 当 他 们 属于 不 同 的 范畴 . 选择 & 个 人 的 方法 数量 的 生成 函数 由 下 式 
给 出 : 

Gx) SU HrU Hr HPA Hr ADAHA H) 
顺 Ph 
一 (1 十 z 十 z2)9(1 十 z)9. 
G(z) 的 各 项 来 自 于 下 面 的 事实 ; 在 9 种 范畴 的 每 一 个 中 ， 我 们 或 者 取 0，1， 或 2 位 男士 作 样本 ， 
因此 对 每 一 个 范畴 给 出 一 个 (1 十 x 十 忒 ) 项 ; 另外 ， 我 们 选择 0 或 1 位 女士 ， 所 以 对 9 种 范畴 中 的 
每 一 个 范畴 我 们 有 一 个 (1 十 zx) 项 ， 选 择 上 个 人 的 方法 数量 是 G(z) 中 t 的 系数 ， 例 如 ， 如 果 9 一 
2， 那 么 


Gla) = Iê +425 + 8x4 + 1023 +82? 十 4z 十 1. 
例如 ， 选 择 3 个 人 有 10 种 方法 ， 读 者 也 许 希 望 确认 这 10 种 方法 ， 一 般 地 ， 如 果 存 在 mm 种 范畴 的 
男士 及 nn 种 范畴 的 女士 , 且 范 畴 i 中 有 p; 位 男士 , i 二 1，2,…m， 范 畴 j 中 有 gj; 位 女士 , j=], 
2，…，n， 读 者 也 许 希 望 推演 选取 k 个 人 的 方法 数量 的 普通 生成 两 数 . a 


【 例 5. 18 另 一 种 调查 】 假设 我 们 调查 小 组 正在 考虑 三 个 家 庭 。 第 一 个 家 庭 有 两 个 人 ( 称 他 们 
为 (家 庭 )a 的 人 )， 第 二 家 庭 有 一 个 人 ( 称 那 个 人 为 5)， 第 三 个 家 庭 有 一 个 人 ( 称 那 个 人 为 c)， 如 
果 对 于 一 个 给 定 的 家 庭 ， 我 们 或 者 一 个 人 都 不 选取 或 者 选取 那个 家 庭 的 所 有 成 员 ， 那 么 选择 上 个 
人 有 多 少 种 方法 呢 ? 让 我 们 再 一 次 考虑 乘法 规则 和 加 法 规则 : 我 们 可 以 选择 0 个 或 2 个 a， 选 取 
0 个 或 者 1 个 5， 选 取 0 个 或 者 1 个 <， 因 此， 我 们 考虑 下 面 的 表达 式 : 

[Car)? + (ax)? (br)? + (ar)! Jer)? + Cex)! J. 

其 结果 是 

(1 十 azx2)(1 十 好 )(1 十 cz) 一 1 十 (6 十 c)z 十 (bc 十 a2)z2 十 (a20 十 azc)z3 十 a2bcz4. 
选取 两 个 人 的 方法 由 x? 的 系数 给 出 : 我 们 可 以 选取 5 和 c， 或 者 选取 两 个 a. 设 a=b==c=1, 我 
们 可 以 得 到 生成 函数 

G(x) = 1+ 224222 +223 +24, 

选取 k 个 人 的 方法 数量 由 zx 的 系数 给 出 . a 

【 例 5. 19】 假设 我 们 有 p 种 不 同 的 对 象 ，( 实 际 上 ) 每 一 种 类 型 的 对 象 的 供给 不 受 限 制 ， 有 
多 少 种 方法 选取 4 个 对 象 的 样本 呢 ? 答案 由 下 面 的 普通 生成 函数 中 的 + 的 系数 给 出 : 

Ga) SU Hrt +e) Hrt te) Utrt22 ++) 
PH 


(5.19) 
一 (1 十 z 十 妇 十 …)2 


=(1— z)? [由 (5. 2) 式 ] 
(最 终 给 出 相同 结果 的 另 一 个 方法 是 对 于 ni; 二 运用 定理 5. 12).。 我 们 想 要 开发 已 知 诸如 (5. 19) 式 
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这 样 的 表达 式 G(x) 确 定 t 的 系数 的 方法 ， 为 此 ， 我 们 在 下 一 节 介绍 二 项 式 定理 . E 


【 例 5.20 方程 的 整数 解 】 假设 对 于 i=l. 2. 3, 650. 下面 的 方程 存在 多 少 个 整数 解 ? 
bi +b +b; = 14, 
因为 每 一 个 6; 可 以 取 值 0 或 1 或 2，…， 由 例 5. 19， 这 一 问题 的 答案 由 下 面 的 普通 生成 函数 中 
4 的 系数 给 出 . 


Ga) =At2t 2 $90 +242 tt 2t 22+) 
一 (1 十 z 十 妇 十 ……)3 
一 (1 一 z-3， . 


【 例 5. 21 编码 理论 (再 探 例 2.27)】 在 例 2. 27 中 ,我 们 考虑 了 在 传输 后 核实 代码 字 的 问题 
这 里 ,我 们 考虑 代码 字 作为 位 串 的 一 般 情 况 。 假 设 我们 检查 三 种 类 型 的 错误 : 增加 一 个 数字 (0 
或 D) 、 减 少 一 个 数字 (0 或 1) 和 一 个 数字 的 逆转 (0 到 1 或 1 到 0)， 有 多 少 种 方式 可 以 找到 30 个 
错误 呢 ? 为 了 回答 这 一 问题 ， 我 们 假设 相同 类 型 的 两 个 错误 是 不 可 区 分 的 ， 另 外 实际 上 不 限制 每 
一 种 类 型 错误 的 出 现 次 数 ， 因 此 ， 我 们 寻找 下 面 普 通 生成 函数 中 HK 


Ga) = 42422 te) tet 2+ Art $e) = U2), 
这 是 (5. 19) 式 的 特殊 情况 . 
接 下 来 假设 我 们 不 区 分 三 种 类 型 的 错误 ， 但 是 我 们 要 记录 在 输送 到 的 第 一 个 代码 字 、 第 二 


个 代码 字 等 中 是 否 出 现 错误 ， 如 果 有 100 个 代码 字 ， 那 么 有 多 少 种 不 同 的 方式 找到 30 个 错误 ? 
这 就 是 我 们 在 例 2. 27 中 所 陈述 的 问题 ， 为 了 回答 这 一 问题 ， 我 们 注意 有 100 种 类 型 的 错误 ， 每 
一 个 代码 字 对 应 一 种 类 型 ， 我 们 可 以 或 者 假设 每 一 个 代码 字 可 能 的 错误 数量 实际 上 是 无 限 的 ， 
或 者 它 以 30 为 界 ， 或 者 它 以 每 一 个 代码 字 中 的 数字 数量 为 界 ， 对 于 前 面 的 情况 ， 我 们 考虑 下 面 
的 普通 生成 函数 : 


G) = Art He) = (1 — x) 10, 
并 寻找 za0 的 系数 ， 对 后 面 两 种 情况 ， 我 们 只 是 让 C(z) 中 的 各 项 结束 于 工 的 适当 等 ， 当 然 ， 如 果 
每 个 代码 字 至 少 有 30 位 ， 那 么 无 论 代码 字 具 体 是 多 少 位 ，za? 的 系数 都 是 不 变 的 . E 


【 例 5. 22 Sicherman EFI (RRB AREA. AERA He RE & ob? 
A — AMRF BT A 1, 2，3，4，5，6， 所 以 我 们 考虑 下 面 的 普通 生成 函数 ; 
Pla) S(r H H Hart t+ 2)et x2 +23 +21 +254 25) 
= (x2 + 2x3 + 3xt + 425 4526 + 627 + 528 +429 十 3zlo 十 2zll + rl), 
EÈ, v 的 系数 是 得 到 j 的 一 次 投掷 的 方法 数量 ， 同 样 系数 和 36 hh TRE A AS, 
可 能 的 总 数量 ， 所 以 投掷 出 一 个 5 的 概率 是 4/36. 

其 他 的 般 子 的 情况 又 如 何 呢 ? 存在 一 对 六 侧面 不 同 的 般 子 ， 它 产生 与 标准 货 子 相同 结果 概 
率 吗 ? 我 们 只 考虑 带 有 正 整 数 标签 的 仍 子 . Bai. ar. ass ais as, as 是 其 中 一 个 盘子 上 的 值 ， 
Mib, bz, 635 bas bss bs 是 另外 一 个 仙 子 上 的 值 . 如果 另 一 对 骨 子 存在 ， 那 么 它 必 须 是 下 面 的 
情况 ， 

(HRH HHH 8429+ 24 H+2+9+25) 
S(t fate Hah Hra tas Haah Hah Hah tah +24 tah). (5.20) 
(5. 20) 式 的 左边 p(x) 因 式 分 解 成 
妇 (1 十 z)2(1 十 z 十 到 )2(1 一 十 2)2. 
因为 有 整数 系数 的 多 项 式 的 因 式 分 解 总 是 唯一 的 (这 是 任何 抽象 代数 课程 都 要 讲 的 标准 事实 ), 
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所 以 (5. 20) 式 的 右边 也 必须 有 这 样 的 因 式 分 解 . 因此 ， 
f(D = (2 ta pas tre tas Has) = i Hra AHH ArH, 
而 且 
g(a) = Ch Hah tah Hah tak Hah) = 2h 424 HH) AS aHa), 
其 中 ,对 于 i=1, 2, 3, 4, ci 十 di=2. 
为 了 寻找 c; 和 di( 因 此 a; Mb), 首先 考虑 
f(O = (0% + 0% +0% 二 0 + 0% +0% ). 
这 一 等 式 等 于 0，g(0) 也 等 于 0。 所 以 工 项 必须 同时 出 现在 f(z) 和 g(x) 的 因 式 分 解 式 中 ， 因 此 ， 
a 和 di 必须 同时 等 于 1。 接 下 来 ,考虑 FO) = +18 十 1% 十 1% 41% 十 1% ) 一 6 或 16 2% 3515, 
所 以 一 cs 二 1， 由 类 似 的 分 析 和 结论 可 知 : 对 于 g(z)， 由 一心 一 1 也 成 立 ， 最 后 ， 我 们 考虑 c 
Al ds. MH cody =1, PEM REMIRE. RA c4 二 0，ds 二 2( 反 之 亦 然 )， 在 后 面 的 情况 
中 ， 多 项 式 相 乘 之 后 ， 我 们 看 到 
fD =2t+2424H4+54+0, ga) = rH Hart Has Has H at 
及 
Sa) ga) = (a2 +223 +324 +425 + 5x8 + 6x7 +528 + 429 十 3zl0 十 2zl + zl), 
RARP, ARH 1, 2, 2, 3, 3, 4, H—-PHIAWw 1, 3, 4, 5, 6, 8, HH 
Sicherman MFO. Sicherman iF JES ti ME ALF 09 tA FA A HE TE] AIE — 119 53 — CAP A TE ME WOT 


SH RF. a 
【 例 5.23 整数 划分 】 回顾 2. 10. 5 节 ， 一 个 正 整数 的 划分 是 和 等 于 k 的 正 整 数 集合 ， 例 
如 ， 整 数 4 有 划分 (1，1，1，1})，(1，1，2)，{(2，2}，{1，3} 和 14}， 假 设 p(k) 是 整数 的 划分 


的 数量 ， 因 此 ，p(4) 二 5， 练习 12~16 利用 本 节 的 技术 研究 整数 的 划分 。 这 一 工作 的 想法 要 追溯 
到 1748 年 的 欧 拉 ， 关 于 划分 的 详细 讨论 ， 可 以 参见 大 多 数 数论 书籍 ， 例 如 Bressoud 和 Wagon 
[2000], Hardy 和 Wright[1980]， 也 可 参见 Berge[1971]、Cohen[1978]、Tomescu[1985]，。 W 


【 例 5. 24 构成 计算 机 二 进 制 运算 基础 的 关键 观察 : 划分 成 不 同 的 整数 】 设 p*(k) 是 把 整数 
& 划 分 成 不 同 整数 的 方法 数量 . 因此 ， 使 用 划分 {7)，{1，6}，{2，5}，{3，4}，{1，2，4)}， 
Pp" (7) 三 5. 成 为 构成 遍及 计算 机 的 二 进 制 运算 基础 的 一 个 关键 性 的 观察 是 ， 每 一 个 整数 都 可 以 划 
分 成 为 2 的 不 同 短 的 和 .例如 ，7 三 2° 十 2! 十 22? ，19 一 20 十 21 十 24。 在 练习 16(c) 中 ， 我 们 要 求 读 
者 利用 本 节 的 方法 证 明 这 一 点 . E 
5.3.2 ”关于 分 装 问题 的 一 个 注释 

在 2. 10 节 ， 我 们 考虑 了 分 装 问题 ， 这 是 一 类 把 球 分 配 到 盒子 里 的 问题 ， 例 5. 21 的 第 二 部 分 
涉及 分 装 问题 : 我 们 有 30 个 球 ( 错 误 ) 和 100 个 盒子 (代码 字 ). 这 是 下 面 分 装 问题 的 特殊 情况 ， 
其 中 我 们 有 个 不 可 区 分 的 球 ， 且 我 们 希望 把 它们 分 配 到 p 个 可 区 分 的 盒子 里 ， 如 果 我 们 不 对 每 
一 个 盒子 里 的 球 数 加 以 限制 ， 那 么 很 容易 扩展 例 5. 21 中 的 推理 ， 并 证 明 把 个 球 分 配 到 p 盒子 
的 方法 数量 由 (5. 19) 式 的 普通 生成 函数 中 t 的 系数 给 出 。 相 反 ， 如 果 我 们 不 允许 在 第 i 盒子 里 
的 球 的 数量 超过 ww ， 那 么 我 们 容易 看 到 ， 定 理 5. 2 中 的 普通 生成 函数 中 zt 的 系数 给 出 这 一 方法 
的 数量 . 


© George Sicherman 首先 考虑 并 解决 了 其 结果 概率 与 标准 散 子 的 概率 相同 的 其 他 可 能 的 散 子 问题 ， 对 这 一 问题 的 
讨论 ， BR Gardner[1978]. 
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本 节 练 习 

1. 对 于 下 列 每 一 种 情况 ， 建 立 适 当 的 生成 函数 ， 不 计算 结果 ， 但 要 指出 你 在 寻找 的 内 容 : 例如 x" 的 系数 . 
(a) 一 个 调查 小 组 想 要 从 密 软 根 大 学 选 出 至 多 三 名 男生 ， 从 布朗 大 学 至 多 选 出 3 名 女生 ， 从 斯 坦 福 大 学 

至 多 选 出 2 名 男生 ， 从 赖 斯 大 学 至 多 选 出 2 名 女生 .如 果 我 们 只 能 从 密 砍 根 大 学 和 斯 坦 福 大 学 选 出 
男生 ， 从 布朗 大 学 和 赖 斯 大 学 选 出 女生 ， 而 且 从 同一 学 校 选 出 的 两 名 同性 的 学 生 是 不 可 区 分 的 ， 那 
么 我 们 有 多 种 方法 选 出 5 名 学 生 调查 ? 

(b) 如 果 从 a，b，c，d 中 选 出 5 个 字母 ， 而 且 6，c 和 d 至 多 只 能 选择 一 次 ， 如 果 选 取 a 的话 必 须 选 取 4 
次 ， 那 么 有 多 少 种 选择 方法 ? 

《ce) 在 策划 一 次 考试 时 ， 一 位 主考 老师 想 要 出 至 少 3 道 容易 题 、 至 少 3 道中 等 难度 的 题 和 至 少 2 道 难题 
她 的 选择 限制 (上 限 ) 是 7 道 容易 题 、6 道中 等 难度 的 题 和 4 道 难题 ， 她 有 多 少 种 方法 选 出 11 道 题 ? 
(考题 顺序 在 选 定 题 后 决定 . ) (注意 ， 两 道 同 样 难度 的 题目 之 间 是 不 可 区 分 的 . ) 

(d) 如 果 要 选 出 8 个 二 进 制 数字 ， 而 且 每 一 个 数字 都 必须 出 现 偶数 次 ， 那 么 有 多 少 种 选择 方法 ? 

COM 6 名 共和 党 人 、6 名 民主 党 人 和 7 名 无 党 派 人 士 中 选 出 12 名 投票 人 ， 如 果 至 少 包括 4 名 无 党 派 人 
士 且 相 同 党 派 的 任意 两 名 投票 人 不 可 区 分 ,那么 有 多 少 种 选择 方法 ? 

(DGeiger 计数 器 记录 五 种 不 同 种 类 的 放射 性 粒子 在 5 分 钟 内 的 碰 措 .有 多 少 种 方法 可 以 得 到 20 个 记录 ? 

(g) 在 检查 一 台 通信 设备 的 工作 状况 时 ， 我 们 要 找 出 4 种 类 型 的 传输 错误 ， 我 们 有 多 少 方法 可 以 找到 40 
个 错误 ? 

(hh) 在 Cg) 中， 假设 我 们 不 区 分 错误 类 型 但是， 我 们 记录 错误 出 现 的 日 期 ， 我 们 有 多 少 种 不 同方 法 可 以 
在 100 天 内 找到 40 个 错误 ? 

(D 有 多少 种 方法 可 以 把 12 个 不 可 区 分 的 球 分 配 到 8 个 可 区 分 的 盒子 里 ? 

(如 果 每 一 个 盒子 都 不 能 是 空 的 ， 重 复 (iD). 

《k) 如 果 投 掷 14 个 标准 角子 ， 有 多 少 种 方法 使 总 点 数 等 于 30? 

(一 个 调查 小 组 根据 年 龄 可 把 被 调查 者 分 成 6 组 ， 且 彼此 独立 地 ， 根 据 地 理 区 域 可 把 这 些 人 分 成 5 组 
如 果 2 个 人 是 可 区 分 的 仅 当 他 们 属于 不 同 的 年 龄 组 ， 生 活 在 不 同 的 地 理 区 域 ， 或 性 别 相反 ， 那 么 有 
多 少 种 方法 选 出 10 名 被 调查 者 ? 

(m) 把 一 美元 兑换 成 硬币 (一 分 ， 五 分 ， 一 角 ， 二 角 五 分 ) 的 方法 数 是 多 少 ? 

(n) 确 定 下 面 方程 的 解 的 个 数 : 

I 十 IT 十 xy 二 14， 
其 中 , 各 zi 是 非 负 整数 ， 且 <7. 
(0) 确 定 下 面 方程 的 解 的 个 数 : 
ntn tx = 20. 
其 中 ， 对 于 所 有 的 i 有 0, Hn EAB, 252 <5, oy 是 素数 . 

2. 假设 我 们 想 要 构建 长 度 为 5， 且 U、C 和 A 分 别 至 多 使 用 一 次 而 G 可 以 使 用 任意 次 的 一 条 RNA 链 ， 有 
多 少 种 方法 选取 这 些 基 ( 不 考虑 央 序 )? 通过 构建 一 个 生成 函数 并 计算 一 个 适当 的 系数 来 回答 这 一 
问题 . 

3. 一 位 顾客 想 要 买 六 个 水 果 ， 其 中 包含 至 多 两 个 苹果 、 至 多 两 个 桔子 、 至 多 两 个 梨 和 至 少 一 个 、 至 多 两 个 
桃 ， 如 果 任 意 两 个 相同 类 型 的 水 果 ， 如 两 个 桃 是 不 可 区 分 的 ， 那么 有 多 少 种 方法 买 六 个 水 果 ? 

4. 假设 有 p 种 对 象 ， 且 第 i 种 有 n; 个 不 可 区 分 的 对 象 ， 假 设 对 于 每 一 种 对 象 我 们 可 以 全 选 或 不 选 ， 构 建 一 
个 计算 选 出 个 对 象 的 方法 数量 的 生成 函数 . 

5. 考虑 2. 15 WEI T 的 投票 情况 . 

(a) 如 果 一 个 省 的 代表 投票 都 一 样 ， 构 建 一 个 计算 得 到 张 投票 的 方法 数量 的 生成 函数 (可 以 认为 从 省 A 
的 代表 得 到 的 投票 不 同 于 从 省 B 的 代表 得 到 的 投票 ， 以 此 类 推 ). 

〈b 如 果 一 个 省 的 代表 不 必 投 相同 的 票 ， 重 复 (a). 


第 5 章 生成 函数 及 其 应 用 207 


11 


35 


3 


.考虑 下 面 来 自 于 (食物 指南 金字 塔 3 的 基本 食物 组 别 : 面包 、 水 果 、 蔬 菜 、 肉 、 牛 奶 和 脂肪 ， 一 位 营养 学 


家 想 要 为 一 个 自助 餐厅 (出 于 服务 空间 的 限制 ) 选 出 10 项 作为 每 日 菜单 ， 他 至 少 在 每 一 个 范畴 选取 一 项 . 

《a) 如 果 认为 相同 组 别 中 的 项 是 不 可 区 分 的 ， 且 假设 ， 为 了 实用 的 目的 ， 在 每 一 个 组 别 中 食物 的 数量 足 
够 大 ， 那 么 有 多 少 种 方法 来 选择 基本 菜单 ? 通过 构建 生成 函数 来 回答 这 一 问题 ， 不 必 计算 . 

(b) 如 果 认为 一 个 组 别 中 的 各 项 是 可 区 分 的 ， 而 且 每 一 组 别 中 有 30 项 ， 那 么 如 何 处 理 这 一 问题 ? 


. 假设 存在 p 种 对 象 ， 且 每 一 种 对 象 的 供给 不 受 限制 。 设 a 是 选择 上 个 对 象 的 不 同方 法 ， 如 果 每 一 种 对 


象 只 能 选择 偶数 个 (包括 0 个 )， 构 建 w 的 生成 函数 . 

在 一 次 包含 新 英格兰 地 区 各 州 的 总 统 初 选中 ， 一 名 总 统 候选 人 得 到 的 来 自 各 州 的 选举 团 投票 的 数量 与 各 
州 内 投票 于 这 一 候选 人 的 投票 人 的 数量 成 正比 ， 例 如 ， 在 缅 因 州 得 到 50% 的 投票 而 其 他 州 没有 得 到 投票 
的 候选 人 ， 按 惯例 将 获得 两 张 选 举 团 投票 (或 两 张 州 投票 )， 因 为 缅 因 州 有 四 张 选 举 团 选票 ， 投 票 将 通过 
四 含 五 人 化 整 ， 因 为 没有 小 数 投票 ， 构 建 计 算 一 名 候选 人 得 到 25 张 选举 团 投票 的 方法 数量 的 生成 函数 
(根据 2000 年 人 口 普 查 ， 这 一 地 区 各 州 的 选举 团 投票 的 票数 是 ; 康涅狄格 7; 缅 因 州 4; 马萨诸塞 州 12; 
新 罕 布什 尔 州 4; 罗 德 岛 州 4; 佛蒙特 州 3. ) 


, 在 例 5. 17 中 , 我 们 已 证 明 如 果 g=2， 有 10 种 方法 选 出 3 个 人 ， 它 们 分 别 是 什么 ? 


《Gallian[2002]) 假 设 你 有 一 个 18 面 角 子 ， 其 标签 分 别 是 1,2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5, 6, 
6, 6, 7, 7, 8 
(a) 寻 找 一 个 2 HRT LAE. CGA RS AL ee 18 MRTE, BATT 5 — RNE 6 
TAF EPE O A RER. 
(b) 扩 展 (a)， 寻 找 一 个 4 MRTE, ELAY 18 RATA, RMT AS 
对 标准 的 6 面 角 子 同样 的 结果 概率 . 
+ RA 5. 16 中 确定 的 两 个 序列 (a ) 和 和 (b ) 的 卷 积 的 一 般 公 式 . 
, 接 下 来 的 5 个 练习 都 是 研究 例 5. 23 和 例 5. 24 定义 的 整数 划分 的 ， 设 p(k) 是 整数 的 划分 数 最 ， 且 设 


5a) ii a 
OD = DIN 


证 明 G(x) 是 序列 (p(k)) 的 普通 生成 函数 
回想 ，p*(k) 是 把 整数 划分 成 不 同 整数 的 方法 数 . 
(a) 确 定 p" (8). 
WAE p AD. 
(OME WRA ERR. 
e 设 p(k) 是 把 整数 上 划分 成 不 必 互 不 相同 的 奇 整数 的 方法 数 . 
(a) 确 定 p,(7). 
(DME p, (8). 
(OME p1). 
(d) 确 定 (p,(k)) 的 牛 成 函数 . 


e UE p° CAA p(k) SPH MATT 13 和 练习 14 所 定义 的 那样 ， 证 明 p° (= pe Ck). 
. (a) 证 明 对 于 | z| <1, 有 


C=DOF DAE PAE )A$ 2A) tx" ee = 1 
(b) 对 于 | x | 二 1， 推 导出 下 面 的 式 子 : 
Lt rt tr te = C4 n0F2)0F290F 2) + em, 
《e) 证 明 下 面 的 结论 : 任意 一 个 整数 可 以 唯一 地 写成 二 进 制 形 式 ， 即 如 这 样 的 和 的 形式 : ao2" 十 a2 + 
aZ Ho, Erh a 是 0 或 1( 这 一 结论 是 构成 计算 机 二 进 制 运算 的 基础 中 非常 重要 的 结论 ). 


. 确定 下 列 等 式 /不 等 式 的 整数 解 的 数量 : 


(aby +b th Hbi +b bs =15, HIFA HY i O<b,.<3. 


312) 
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(bh +b +b = 15, BAFRA i 有 Ob, b SEAT RL, be EAN bo 是 素数 . 
(ob the ths +b, = 20, 2b<4, AMF Kit 有 4 入 7. 
(Dih tatata, BAFRA iA Ob, GRR. 增加 一 个 “松弛 ”变量 bs 来 创建 一 个 等 式 ]. 
18. 使 用 2. 10 节 的 分 装 问题 方法 求解 例 5. 20 的 问题 . 
19. 使 用 例 5. 22 的 技术 ， 寻 找 若干 对 4 RT, ES RE” 面 盘子 有 同样 的 结果 概率 (“ 标 准 "4 面 
WF HE 1, 2, 3, 9. 


5.4 二 项 式 定理 


为 了 扩展 方程 (5. 19) 的 生成 函数 ， 求 出 函数 f(x) 二 (1 十 x)* 的 麦克 劳 林 级 数 是 很 有 用 的 . 
HP, u 是 任意 实数 ， 正 的 或 负 的 ， 没 有 必要 一 定 是 整数 ， 我 们 有 
f (7) =u +a" 
f(a) =uu— DAH 2)? 


FP (x) Sulu (ur + DU +0, 
因此 ， 根 据 等 式 (5. 1)， 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 5.3( 二 项 式 定理 ) 


Ata = 1h ur MD ge foe MDD te 《5.21) 


可 以 证 明 , 对 于 | zx | <1, RCS. 21) RI. 通过 引入 下 面 的 一 般 二 项 式 系数 
(generalized binomial coefficient) 可 以 简写 这 一 展开 式 . 
加- [uu—1 rt mR r>o 
j l: 如 果 r = 0， 
这 一 系数 对 任意 实数 u 和 非 负 整 数 ~ 都 有 定义 ， 因 此 ，(5. 21) 式 可 以 重 写成 如 下 形式 : 


a+)" = È (i)e 65. 22) 


= 


Ru EMEC. WARF >v，( “等 于 0， 而 且 (5. 22) 式 可 简化 成 二 项 式 展开 (定理 2. 7)， 


【 例 5. 25 计算 平方 根 】 在 返回 到 生成 函数 之 前 ， 让 我 们 给 出 二 项 式 定理 对 平方 根 计算 的 一 
个 快速 应 用 .如 果 | x | <1, 我 们 有 


和 人 -0 。 4) 


+x"? = 1 十 二 z 十 ater, (5. 23) 


利用 这 一 结果 计算 30. ERB) | 29 | 三 1， 所 以 我 们 不 能 直接 使 用 (5. 23) 式 ， 然 而 ， 因 为 
VI = V25T5=5VIT02， 
所 以 我 们 可 以 对 2=0. 2 使 用 (5. 23) 式 .这 给 出 下 面 的 结果 : 


¥30 = s[i +$0.2-F0.2?+ 20.293 一， 


返回 到 例 5. 19， 让 我 们 运用 二 项 式 定理 确定 下 面 展开 式 中 A 的 系数 : 
Ga) = l +r+ z? +), 
注意 ， 当 | z | 二 1 时 ， 使 用 恒等式 (5. DA 
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G(z) 可 以 重 写成 如 下 形式 : 
Gœ = a-a, 
现在 ,我 们 可 以 用 一 + 取代 z， 且 w= 一 p， 然 后 使 用 二 项 式 定理 .于 是 我 们 有 
aw = E(P). 


WF RDO, xt 的 系数 是 
-=p -COPC p-De p— kt D 
(Ls Cp 


这 一 系数 等 于 


PAD (pEk—D _(ptk=D(prk—2)--p 
E! al 


—Gtk—-D!I_ (Pree) 
AD! k F 


ma (P OT), (PPE) ease 29 的 系数 ， 所 以 我 们 证 明了 下 面 的 定理 
定理 5.4 如 果 存在 户 种 类 型 的 对 象 ， 且 移 许 不 限制 每 一 种 类 型 的 重复 ， 那 么 选取 人 个 对 象 
的 不 同方 法 数量 由 下 式 给 出 ; 


(op = (Ree). 


推论 5.4.1 假设 户 是 一 个 国定 的 正 整数 ， 且 ck 如 下 所 示 : 
ptk-1 
patti}, 


那么 序列 (ck ) 的 普通 生成 函数 由 下 式 给 出 : 


ca) = (hy = 0-9. 


证 明 这 是 上 面 证 明 的 推论 . a 
TER. p= 2 的 情况 包括 在 例 5. 12 中 ， 在 这 一 情况 中 ， 有 
2+k—1 k+1 
ed Ae 
注意 ， 使 用 分 装 问题 (5. 3. 2 节 ) 的 陈述 方式 ， 定 理 5. 4 RAEE kART KARKAR p 个 不 
同 的 盒子 里 ， 且 对 每 个 盒子 里 的 球 数 不 加 以 限制 ， 存 在 的 方法 数量 由 下 式 给 出 : 
p+k—1 
人 


)=#+1. 


我 们 已 在 定理 2.4 中 看 到 过 这 一 结果 . 


【 例 5. 26 比萨 饼 问 题 (再 探 例 2.20)】 假设 一 家 经 营 比 萨 饼 的 餐厅 有 九 种 类 型 的 浇 头 (参见 
例 2.20)， 如 果 一 张 比萨 至 多 有 一 种 浇 头 ， 有 和 多少 种 方法 可 以 卖 100 张 比萨 饼 ? 实际 上 ， 可 以 合 
理 地 假设 每 一 种 浇 头 的 供给 不 受 限制 。 现 在 我 们 有 p= 二 10 个 类 型 的 浇 头 ,包括 浇 头 “ 除 干酪 没有 


其 他 浇 关 "那么 根据 定理 5.4， 选取 4 一 100 张 比 训 的 不 同 的 方法 数量 由 (10 ) 给 出 . 2 
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【 例 5.27 计算 机 系统 评估 】 以 不 同 的 标准 对 可 选择 的 计算 机 系统 评估 ， 每 一 个 标准 有 整数 
1 到 6 的 评估 分 。 有 多 少 种 方法 可 以 使 三 个 标准 的 总 分 数 之 和 等 于 12? 为 了 回答 这 一 问题 ， 我 们 
把 每 一 标准 上 的 分 数 看 成 是 要 选择 的 点 数 1，2，3，4，5 或 6。 因 此， 要 考虑 的 生成 函数 是 
Ga) = (z 十 好 十 … 十 z6)3. 
注意 ， 我 们 开始 于 z 而 不 是 1( 或 9)， 因 为 至 少 要 选择 一 点 ， 我 们 取 三 次 矫 ， 因 为 有 三 个 标准 ， 
我 们 想 知道 xz!2 的 系数 .如何 确定 这 一 系数 呢 ? 这 一 结果 要 使 用 恒等式 : 


leat! 


E as ; 65.24) 
T-z 
那么 我 们 注意 到 
Gx) =[2 + rt 22 $425) 8 
1 
=ef} = 
=2(1— 5)3(1— 13, (5.25) 
我 们 已 经 知道 C(x) 二 (1 一 x)-? 是 序列 (cx) 的 生成 函数 ， 其 中 
a= (2+0), 
k 
这 里 
3+A 一 1 
a(t ). 


使 用 二 项 式 展开 式 (expansion) 展 开 Bix) 二 (1 一 三 )3， 我 们 得 到 
Box) = [1 — 326 +32)? — 8] = 23 — 329 +325 — x21, 
因此 ，B(z) 是 下 面 序列 的 生成 函数 ， 

(be) 一 (0,0,0,1,0,0,0,0,0, 一 3,0,0,0,0,0,3,0,0,0,0,0, 一 1,0,0，). 
根据 (5. 25) 式 得 到 ，G(z) 是 序列 (和 (ct 的 卷 积 的 生成 函数 ， 我 们 要 确定 zl 的 系数 al2， 这 可 
以 通过 如 下 计算 得 到 : 

aiz 一 加 cl2 + bicn 十 如 cio 十 … 十 bz2co = baco + bocs 


mis Crh )-s- Cis) 


=("1)-a(8)=2s. . 


【 例 5. 28 列表 本 着 色 】 3. 4 节 的 着 色 多 项 式 被 用 于 寻找 使 用 固定 数量 的 颜色 着 色 给 定 图 的 
可 能 的 不 同 着 色 数 量 ， 这 里 我 们 使 用 生成 函数 寻找 无 标签 图 G 的 不 同 列表 工 着 色 的 数量 (参见 例 
3. 20 和 例 3. 22)，G 的 一 个 列表 工 着 色 (list T-coloring) 是 一 个 工 着 色 ， 其 中 指定 给 顶点 2 的 颜色 
属于 与 z KARL x). 我 们 将 假设 T 一 10，1，2，…， 站，G= Ku ， 而 且 对 于 每 一 个 顶点 
列表 {1，2，…， 少 都 是 可 能 的 颜色 列表 . 

作为 一 个 例子 , 假设 r=1, n=5， 及 (一 16， 考 虑 使 用 颜色 1，3，5，8，10 的 Ks 的 列表 T 
HE. 每 一 对 颜色 的 差 的 绝对 值 至 少 为 2， 且 有 I<1<3<5<8<10<16. 这 组 不 等 式 给 出 一 组 
差 , 即 1 一 1，3 一 1，5 一 3，8 一 5，10 一 8，16 一 10, 或 者 是 0，2，2，3，2，6， 且 这 些 差 的 和 等 
F15. 注意 ， 除 了 第 一 个 差 和 最 后 一 个 差 之 外 ， 所 有 的 差 都 不 等 于 0 或 1， 因 为 T 一 {0，1} 而 且 
0 或 1 的 差 只 能 出 现 于 第 一 个 差 (在 这 种 情况 下 ， 需 要 一 个 0) 或 最 后 一 个 差 . 

接 下 来 ， 考 虑 另 一 个 和 等 于 15 的 非 负 整数 序列 ， 比 如 说 ，3，3，2， 2, 3, 2. 这 一 序列 可 
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以 认为 是 下 面 不 等 式 集合 的 差 集合 : 1 委 4 一 7 一 9 一 11 一 14 委 16， 因 此 认为 是 使 用 颜色 4，7，9， 
11, 14 的 Ks 的 一 个 列表 TE. 注意 ， 在 这 个 五 整数 递增 列表 中 ， 连 续 整 数 间 的 所 有 的 绝对 
差 都 大 于 1. 
因此 ， 很 容易 看 到 ， 要 计数 的 这 个 列表 工 着 色 与 下 面 方程 的 整数 解 之 间 是 一 一 对 应 的 : 
by + be +b + by + bs + bs = 15, 
HP by, bs 20, bz, bs, bey bs 2. 因此， 使 用 例 5. 20 的 想法 ， 我 们 看 到 本 例 中 的 列表 T 
色 的 数量 是 下 面 函 数 中 x5 的 系数 : 
Fla) =A 4+ 2+ 22 +0)? (2? +23 Hoyt 


=28(1—2x)*, 
等 价 地 ， 它 是 (1 一 z) EP zx? 的 系数 .而 这 一 zx? 的 系数 等 于 
(Sear = (CFI) = (2%) = 792, C 


【 例 5. 29 弱 序 的 数量 】 我 们 可 以 使 用 生成 函数 计数 ”元 素 集合 X 上 的 不 同 弱 序 (X，R) 的 
数量 ， 回想 一 下 ， 弱 序 有 层次 ， 而 且 每 一 层次 上 的 元 素 是 等 价 的 ， 即 如 果 zx，>E X， 那么 ,对 
于 z 的 层次 高 于 y 的 层次 有 zRy， 如 果 z，y 处 于 同一 层次 ,那么 有 Ry 且 yRz， 考虑 有 也 个 层 
次 的 弱 序 R， 每 一 个 层次 上 至 少 存在 一 个 元 素 ， 因此， 带 有 了 忆 个 层次 的 ”集合 上 的 弱 序数 量 ， 是 


下 面 生成 函数 中 x" 的 系数 ， 
G) 一 (Z 十 好 十 …)(Cz 十 到 十 ext toe) 
wi 
=(r+ x2 +e) 
=w Hr Hee 
=zĦ(1— r). 
于 是 这 足 (1 一 z) wp r eR 
-i w+(n—w)—1 n~1 
Gi eg ea 


因为 层次 数 w 的 范围 从 1 到 ”， 所 以 ”集合 上 的 不 同 弱 序 的 数量 总 数 等 于 


ey tame ees aa se) 


7 一 1 nn Si \n-w’ 
根据 定理 2. 8[ 及 帕斯卡 三 角形 (2. 7 节 )]， 其 和 等 于 2" 一 1. a 
本 节 练习 
1. 使 用 二 项 式 定理 确定 下 列 式 子 的 展开 式 中 x 的 系数 : 
(WYVITz Od 
(a2) WAH)" 
2. 确定 下 列 式 子 的 展开 式 中 x 的 系数 : 
(a2)? WU 
(OE A) DAH 


e WROT) EFA a ) 的 普通 生成 函数 ， 确 定 wz. 

= 做 计算 ,求解 5. 3 节 练习 6). 

. 如 果 a, 6 是 仅 有 的 可 用 字母 ， 使 用 定理 5.4 计算 选 出 六 个 字母 的 方法 数量 ， 通 过 写 出 所 有 的 方法 检查 
你 的 答案 

.如果 有 6 个 不 同 厂家 的 计算 机 可 选 ， 那 么 有 多 少 种 方法 可 以 选 出 11 台 计 算 机 呢 ? 


= 


目 


31 
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7. 如 果 四 个 不 同 公司 中 的 每 一 个 有 100 份 股票 可 选 ， 那 么 有 多 少 种 方法 选 出 50 份 股票 呢 ? 

8. 果 蝇 因 其 眼睛 的 颜色 被 分 类 为 显 性 的 、 混 种 的 和 隐 性 的 。 选 出 10 只 果 蝇 做 一 个 实验 ， 如 果 你 只 感 兴趣 显 
性 、 混 种 、 隐 性 类 型 的 果 蝇 数量 ， 那 么 选择 基因 型 (分 类 法 ) 显 性 ， 混 种 和 隐 性 有 多 少 种 不 同 的 方法 呢 ? 

9. 五 家 不 同 的 银行 提供 面值 为 1000 美元 整数 倍 的 存款 证 (CD)。 如 果 一 位 投资 者 有 10 000 美元 ， 那 么 她 有 
多 少 种 不 同 的 方法 以 CD 形式 投资 ? 

10. 假设 有 六 种 不 同 的 可 用 水 果 ，( 理 论 上 ) 每 一 种 水 果 的 供给 不 受 限 制 。 有 多 少 种 不 同 的 装 有 10 个 水 果 的 
RE? 

11. 4S A ARES AERTS SAAS i ERE. EEA SE BE PTE A AE BAS E 
其 中 任意 两 铝 是 可 交换 的 ， 而 且 我 们 不 区 分 是 在 星期 一 喝 z 品牌 的 啤酒 还 是 在 星期 二 喝 z 品牌 的 啤酒 ， 
那么 在 一 周期 间 有 多 少 种 喝 啤酒 的 不 同方 法 ? 

12, 在 研究 一 个 工厂 的 次 品 时 ， 我 们 把 在 一 周 内 所 发 现 的 次 品 按 其 出 现 的 日 期 分 类 ， 有 多 少 种 不 同 的 方法 
分 类 10 个 次 品 ? 

13. 假设 有 pp 种 不 同类 型 的 对 象 ， 每 一 种 对 象 的 供给 都 不 受 限制 。 如 果 我 们 必须 从 每 一 种 类 型 至 少 选 出 一 
个 对 象 ， 并 设 w 是 选 出 k 个 对 象 的 不 同方 法 数量 . 

(a) ADE ay 的 生成 函数 . 
《b) 序 列 (w ) 是 生成 函数 为 z? 的 序列 (b) 和 某 个 序列 (ci AER, WE). 
CORAH k, WE a. 
14. 对 于 5. 3 节 的 练习 7， 求 w。 [提示 ， 在 生成 函数 中 设 y=. ] 
15. 假设 B(x) 是 序列 (b ) 的 普通 生成 函数 ， 设 
Sbi = by +b, to +b, 
而 且 


Si (by) = S(Sb,) 一 > (by +6, +o +8). 
一 般 地 ， 设 w = Sb) =SCI (6). ABZ RAT AT CEA 
+j-1 
ay = by + ply to ($ z Jors + 
了 


(a) 对 于 p 一 2， 证 明 上 述 表 达 式 . 
(OMR A(z) 是 序列 (as ) 的 普通 生成 函数 ， 利 用 B(z) 确 定 A(z) 的 表达 式 . 
16. 考虑 例 5. 28 的 列表 工 着 色 问题 . 
Cary my /分别 取 下 列 各 组 值 时 ， 求 解 这 一 问题 : 
n=5 和 l=22 
4 和 /=16 
ii r=2, n=5 和 /=16 
(b) 对 于 任意 正 整数 r-，n 和 4/， 确 定 一 般 解 . 
17. 考虑 例 5. 29 中 的 弱 序 计数 问题 ，10 元 素 集合 上 有 多 少 种 不 同 的 弱 序 ? 其 中 : 
(a)4 个 元 素 处 于 最 高 层次 . 
(b) 最 多 有 4 个 元 素 处 于 最 高 层次 . 
(©) 每 一 个 层次 上 有 偶数 个 元 素 . 
18. 设 久 是 把 整数 ”正好 划分 成 ~ 个 部 分 的 数量 ， 并 考虑 划分 的 顺序 ， 例如， 考虑 顺序 时 ， 有 10 种 方法 把 
6 正好 划分 成 4 个 部 分 ， 即 
13,1,1,1)， {1,3,1.1}。 {1,1,3,1}, {1,1,1,3}, {2,2,1,1}, 
{2,1,2,1}, {2,1,1,2}, {1,2,2,1}， {1,2,1,2}, {1,1,2,2}. 
(a) 构 建 六 的 普通 生成 函数 . 
(DOR pr. 
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19. 三 个 变量 w，v。w 的 多 项 式 称 为 是 齐 次 的 (homogeneous)， 如 果 各 项 aiwut 的 总 阶 数 相同 ， 即 如 果 itj 
十 k 是 一 个 常数 。 例 如 ， 
3v + 2w w+ daw? 
就 是 齐 次 的 ， 其 中 每 一 项 的 总 阶 数 为 4。 一 个 各 项 总 阶 数 为 的 三 变量 齐 次 多 项 式 中 可 能 的 最 大 项 数 是 
多 少 ? 
20. (a) 证 明 练习 18 中 定义 的 p 是 各 项 总 阶 数 为 n， 且 每 一 项 中 各 变量 的 阶 至 少 为 1 的 ~ 个 变量 齐 次 多 项 
式 的 最 大 可 能 项 数 . 
(b) 使 用 上 述 结果 和 练习 18 的 结果 回答 练习 19 的 问题 . 
21. 三 个 人 每 一 个 人 投 一 交通 子 ， 有 多 少 方法 可 以 使 总 点 数 之 和 等 于 9? 


5.5 指数 生成 函数 和 排列 的 生成 函数 
5.5.1 指数 生成 函数 的 定义 

迄今 为 止 ， 我 们 使 用 了 普通 生成 函数 计数 对 象 组 合 的 数量 ， 我 们 使 用 术语 组 合 
《combination)， 是 因为 不 考虑 对 象 的 顺序 ， 现 在 我 们 尝试 在 考虑 对 象 的 顺序 时 做 类 似 的 工作 并 计 
BHI. M—F, Pen, DÈ n RARE 排序 的 数量 ， 固 定 >，P("， 忆 的 普通 生成 函数 由 下 式 
给 出 : 


G(x) =P(n,0)29 + P(n, Da! + P(n,2)22 ++ + Pn mr" 


踪 憾 的 是 ， 没 有 化 简 这 一 表达 式 的 好 方法 ， 假 如 我 们 研究 过 组 合 ， 以 及 从 ”集合 中 取 A 个 元 素 的 
方法 数量 C("，A) ， 那 么 我 们 就 能 够 化 简 ， 因 为 我 们 有 下 面 的 表达 式 : 
Cm T+Ca Da! + Cn, 2)22 + + Cn mre, (5. 26) 
通过 二 项 式 展开 ， 上 述 展 开 式 可 以 化 简 成 (1 十 x)". 根据 定理 2.1， 有 
Pann = Cm) Pirr) = Con nr!. 
因此 ，(1 十 z)” 5G. 汪汪 


P(n.0) oF = + Pon) % E+ Pon?) F beet Pun) = = (1 十 xz)", (5. 27) 


数 Pln, DEAH)" densest axe. 
这 暗示 下 面 的 想法 ， 如 果 (ae) 是 任意 序列 ， 这 一 序列 的 指数 生成 函数 (exponential generating 
function) St 


Ho = a Fay tert tay Eb = Daz 
SBA RR, REEE DRA 19. 
作为 一 个 例子 ， 如 果 对 于 k= 二 0，1，…，a 二 1， 那么 利用 等 式 (5. 3)， 我 们 看 到 它 的 指数 生 


成 函数 是 


作为 另 一 个 例子 ， aai k), R 27) 式 中 证 明了 它 的 指数 生成 本 数 是 
《1 十 z)"。 再 给 出 一 个 例子 ， 假 设 "是 任意 实数 ， 且 (at) 是 序列 (1，a ，o2 ， 吧 ，…). 那么 (at) 
的 指数 生成 函数 是 


© 如 了 P190 的 脚注 所 提示 的 那样 。 我 们 可 以 使 用 形式 等级 数 畏 确 地 定义 这 个 概念 . 
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k 


H@ = x at = yy 
同 普通 生成 函数 的 情况 一 样 ， te ive Gave 
(615.30 欧 拉 图 】 一 个 连通 图 称 为 欧 拉 的 (eujerian) ， 如 果 每 一 个 顶点 有 偶数 度 ， 欧 拉 图 在 
第 11 章 讨论 的 各 种 应 用 中 很 重要 .Harary 和 Palmer[1973] 以 及 Read[1962] 都 指出 ， 如 果 un 是 
n 顶点 标签 连通 欧 拉 图 的 数量 ， 那 么 序列 (un) 的 指数 生成 函数 U(Cz) 由 下 式 给 出 : 
Uw 二 z+ 看 T+ 加 二 3 + 
因此 ， 如 图 5.7 所 示 ， 存 在 一 ep 以 及 三 个 四 顶点 标签 连通 网 拉 图 。 
1 1 2 1 2 1 3 
= ae ge aa 4 3 3 4 4 2 
D 三 顶点 标签 连通 欧 拉 图 b) 四 项 点 标签 连通 欧 拉 图 
图 5.7 


=e, 


5.5.2 排列 计数 的 应 用 

【 例 5.31〗 一 个 代码 使 用 三 个 不 同 的 字母 a, 6 或 c。 五 个 或 更 少 的 字母 序列 给 出 一 个 代码 
字 ， 这 一 代码 字 可 以 使 用 至 多 一 个 b、 至 多 一 个 c 和 至 多 三 个 a 长度 为 k 且 k 志 5 的 所 有 可 能 的 
代码 字 有 多 少 ? 注意 ， 在 代码 字 中 要 考虑 顺序 ， 例如， 代码 字 aab 和 aba 是 不 同 的 ， 尽 管 之 前 考 
EFR, (ay a, bY Alla, b, a) FEAT AD. BELL, 我 们 感 兴趣 的 是 计数 排列 而 不 是 组 合 ， 然 
而 ,根据 我 们 之 前 的 经 验 ， 我 们 以 计数 组 合 数 开始 ， 在 至 多 选 一 个 6， 至 多 选 一 个 < 且 至 多 选 三 
个 a 的 前 提 下 计数 得 到 k 个 字母 的 方法 数 ， 普 通 生 成 函数 是 由 下 面 的 式 子 计 算 而 来 的 : 

Q+ar tar HaHa) +err), 
它 等 于 
1+ (at+b+ oat (be +a? + ab + ac)x? + (a3 +.abe+02b+ ac) x4 
-Habe 十 a36 十 aac)z4 十 a3bcz5. 
其 中 ot 的 系数 给 出 得 到 4 个 字母 的 方法 ， 例 如 ， 选 出 三 个 字母 情况 如 下 : 3 个 a, a 和 6 和 c，2 
个 a 和 4b，2 个 a 和 c。， 当 我 们 选择 其 中 的 一 种 情况 a 和 5 和 c 时 ， 有 3! 个 所 对 应 的 排列 ， 
abc acb ,bac ,bca ,cab cba, 
对 于 3 个 a 的 选择 ， 则 只 有 一 种 对 应 的 排列 aaa， 对 于 2 个 a 和 4b 的 选择 ， 有 3 种 排列 aab, 
aba, baa. RE 2. 6 的 一 般 公式 ， 我 们 知道 为 什么 这 是 成 立 的 。 三 个 对 象 中 有 2 个 是 一 种 类 
型 ， 另外 一 个 对 象 是 一 种 类 型 时 ， 所 有 不 同 排列 数量 由 下 式 给 出 : 
1 
一 般 地 ， 如 果 我 们 有 mm Tha, me 个 5 和 ns Ac. 那么 所 对 应 的 排列 数量 是 
t 
mT TaT 


特别 地 ， 在 我 们 的 讨论 中 ， 如 果 选 择 三 个 字母 ， 那 么 得 到 码 字 的 正确 信息 的 方法 由 下 式 给 出 : 
He + yee tae b+ spate (5. 28) 


令 a 一 5 一 < 一 1 将 会 产生 正确 的 计数 这 样 的 三 字母 码 字 的 数量 ， 使 用 下 面 的 技巧 
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取代 arr? 来 得 到 我 们 的 示意 生成 函数 ， 可 以 得 到 (5. 28) 式 以 及 其 他 适当 的 系数 . 
在 我 们 的 例子 中 有 : 

(+r +828) (14 Bx) (1+2). 
这 等 于 
be 
int 


a, a 
IT INT 


b 
1+(qtnty)=st ( 
Si ae tb a Spel Bs ak i, 
(tmun ten tan)" + (int anit any) tan 29 
把 xz 的 系数 和 (5. 28) 式 中 的 表达 式 做 比较 ， 上 面 的 表达 式 仍然 不 令 人 满意 ， 然 而 ， 如 果 我 们 把 
这 一 表达 式 考虑 成 指数 生成 函数 并 选择 tk 的 系数 ， 那 么 这 一 表达 式 就 很 好 了 .因为 表达 
式 (5. 29) 等 于 


2 
+5t J+ 


pho sey x be ty bh, 
Leu tat aay amt att 


ie 4 ab 4 ate ya 

Traum Sans * ant) 34 

4 a=b=c=1 HI 六 /Al 的 系数 给 出 适当 的 代码 字 (排列 ) 数 量 ， 例 如 ， 长 度 为 3 的 代码 字数 量 是 
3!( 击 +1+ 击 + 击 )= 13. 


所 对 应 的 代码 字 是 我 们 已 经 列 出 的 六 种 有 一 个 a、 一 个 5 和 一 个 c 的 情况 ， 以 及 三 种 有 2 个 a 和 1 
个 5 的 情况 ， 三 种 有 2 个 a 和 一 个 c 的 情况 和 一 种 有 3 个 a 的 情况 . a 
例 5. 31 的 分 析 扩展 成 如 下 定理 . 
定理 5.5 假设 我 们 有 户 种 类 型 的 对 象 ， 且 对 于 i 一 1，2，…， 妃 ， 类 型 ;有 mi 个 不 可 区 分 的 
HR. 长度 为 且 类 型 i 最 多 有 mi 个 对 象 的 不 同 排列 的 数量 ， 是 下 面 指数 生成 函数 中 zt/k! 的 
系数 : 


3 
31( 扫 + (5. 30) 


(1 bathe +E) (142+F teti )e( teti tet). 


2! 2! 


【 例 5.32 RNA 链 】 作为 上 述 结果 的 应 用 ， 考 虑 当 我 们 最 多 可 以 使 用 3 个 A、3 个 G、2 个 C 
和 1 个 U 时 ,2 链接 RNA 链 的 数量 ， 因 为 要 考虑 顺序 ， 我 们 寻找 一 个 指数 生成 函数 ， 这 一 指数 
生成 函数 由 下 式 给 出 : 


(Gati +5) (1t2t+F)atn, 


上 式 其 实 等 于 

L+art Bae + B80, 
这 里 x? 的 系数 是 15/2， 所 以 22/2) 的 系数 是 2!(15/2) 王 15， 因 此， 有 15 个 这 样 的 链 ， 它 们 是 
AA, AG, AC, AU, GA, GG, GC, GU, CA, CG, CC, CU, UA, UG 和 UC, BIK UU 之 外 
的 所 有 2 链接 RNA 链 ， 类 似 地 ， 这 些 可 能 的 基 组 成 的 3 链接 RNA SERUM 23 /3!, Bk 31(53/6)—= 
53， 读 者 应 该 能 够 检验 这 一 结果 . m 


【 例 5. 33 RNA 链 (继续 )】 继续 例 5. 32， 假 设 每 一 个 基 都 可 以 提供 任意 数量 ， 我 们 希望 寻找 
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长 度 为 的 RNA 链 的 数量 .其 指数 生成 函数 由 下 式 给 出 : 
(1 tatt +o +) =el > = Dee. 
因此 ， 所 讨论 的 RNA 链 的 数量 是 44， 这 与 在 第 2 章 中 只 使 用 乘法 规则 所 得 的 结论 一 致 . 
在 这 里 ， 我 们 做 一 个 修改 ， 即 计数 U 链接 数 为 偶数 时 长 度 为 上 的 RNA 链 的 数量 ， 指 数 生成 
函数 由 下 式 给 出 : 


H(z) = (148+ at m)(1+z+3 +). 


现在 ， 刀 (z) 中 的 第 二 项 由 (er)3 一 ez 给 出 ， 不 难 证 明 H(z) 中 的 第 一 项 由 下 式 给 出 : 
Jeten, 


因此 ， 有 


EHDE = Fler ter) 


我 们 得 出 所 讨论 的 RNA 链 的 数量 是 
a+ 


为 了 检验 这 一 结果 ， 注 意 ， 如 果 k 一 2， 那 么 这 个 数 是 10， 这 10 个 链 是 UU, GG, GA, GC, 
AG, AA, AC, CG, CA 和 CC. a 
5.5.3 可 区 分 球 到 不 可 区 分 盒子 的 分 配 ? 

回顾 2. 10. 4 节 的 内 容 ， 第 二 类 斯 特 林 数 S(n，k) 的 定义 为 把 nn 个 可 区 分 球 分 配 到 k 个 可 区 分 
盒子 里 ， 且 每 一 个 盒子 都 不 为 空 时 的 方法 数量 ， 这 里 ， 我 们 证 明 


iv k P 
Stub) = LE D(a- 6.31) 


首先 ， 我 们 考虑 确定 把 上 个 可 区 分 球 放 和 人 分别 标 有 标签 1，2，…, 上 的 可 区 分 盒子 里 ， 且 每 一 个 
盒子 都 不 为 空 的 方法 数量 T(n，k) 的 问题 ， 注 意 

Tenk) = k! S(n,k), (5.32) 
因为 我 们 是 通过 下 面 的 方法 得 到 把 "个 可 区 分 球 放 人 个 不 为 空 的 可 区 分 盒子 的 分 配 的 ; 首先 确 
定 把 ”个 可 区 分 球 放 人 个 不 为 空 的 不 可 区 分 盒子 的 分 配 ， 然 后 再 标记 (排序 ) 这 些 盒 子 ， 接 下 
来 ,计算 Tn,h)， 假 设 球 i 进入 到 盒子 C(i)， 我 们 可 以 通过 给 出 序列 COCO) -CO AE 
球 放 入 可 区 分 盒 于 里 的 分 配 。 这 是 集合 {1，2，…，k} 的 一 个 n 排列， 且 上 集合 中 的 每 一 个 标 
Ej 至 少 使 用 一 次 ， 因 此 ，T(n，k) 是 这 一 排列 的 数量 ， 且 对 于 固定 的 &，T(n，k) 的 指数 生成 函 
数 由 下 式 给 出 : 

H(z) = (+t t Jt = ce. 

Tin, 是 H(z) 的 展开 式 中 z"/n! 的 系数 .根据 二 项 式 展开 (定理 2.7)， 有 


H(z) = > (Ae Diets, 


O ”本 小 节 可 以 跳 过 - 
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EG. DRH e 的 宕 级 数 中 ， 用 (一 Dz 取 代 工 ,我们 得 到 
H(z) = S jo oS ha- or = SS yep (Han 
确定 H(z) 的 展开 式 中 zx"/n! 的 系数 ， 我 们 有 


A 
Tonk) = Dv) eu- Da". (5. 33) 
oy i 
现在 方程 (5. 32) 和 方程 (5. 33) 给 出 方程 (5. 31). 
本 节 练习 
1. 对 于 下 列 每 一 个 序列 (a,)， 求 其 指数 生成 函数 的 简单 、 闭 式 的 表达 式 . 
(a)(5, 5, 5, =) (ba =3 (O01, 05 0, Ly 1, 
(d)(0，0，1，1，…) Wd, 0, 1, 0, 1, =) (D2, 1, 2, 1, 2, 1, 1) 
2 对 于 下 列 每 一 个 函数 ， 寻 找 一 个 序列 ， 使 这 一 函数 是 该 序列 的 指数 生成 函数 、 
(Ca)4 十 4z 十 422 HA te red (oe +5e 
Cd) +48 +2 Code (Ose 
(peste Wae @ 


Iz 
3. 一 个 图 被 称 为 偶 性 的 (even) ， 如 果 每 一 个 顶点 有 偶数 度 ， 令 是 个 顶点 标签 偶 性 图 的 数量 ，Harary 和 
Paimer[1973] 证 明 序列 (e, ) 的 指数 生成 函数 E(z) 让 下 式 给 出 ， 
E(x) = 十 五 十 后 十 好 十 … 


验证 二 /3! 和 /41 的 系数 (注意 ，e 可 以 由 11. 3 节 的 练习 11 和 3. 1. 3 节 的 结果 得 到 . ) 
4. 对 于 例 5. 32， 通 过 枚 举 法 验证 存在 由 可 能 的 基 组 成 的 53 个 3 链接 RNA 链 . 
5. 如 果 可 能 基 是 2 个 A、3 个 G、3 个 C 和 1 个 U. 求 3 链接 RNA 链 的 数量 . 
6. 对 于 下 列 每 一 种 情况 ， 构 建 适当 的 生成 函数 ， 但 不 必 计算 出 答案 ， 指 出 你 在 寻找 什么 ， 例 如 ，z 的 系数 . 
(a) 当 用 a， b 和 d 构建 三 字母 的 代码 字 且 4 和 d 只 能 选择 一 次 时 ， 有 多 少 个 这 样 的 代码 字 ? 
人 b) 由 0、1、2、3 和 4 组 成 的 长 度 为 6 的 代码 字 ， 至 少 包含 一 个 0、 一 个 1、 一 个 2、 一 个 3 和 一 个 4. 
这 样 的 代码 字 有 多 少 个 ? 
《c) 至 多 有 4 个 0、3 个 1、4 个 2 的 11 位 数字 有 多 少 个 ? 
(d) 有 和 多少 种 方法 可 以 从 2n 个 A、2n 个 B 和 2n 个 C 中 选 出 3n 个 字母? 
(e) 对 于 固定 的 偶数 n， 从 数字 表 {0，1，2，3) 生 成 n 位 数字 的 字 ， 且 每 一 个 字 中 0 的 个 数 和 1 的 个 数 是 
偶数 而 2 的 个 数 是 奇数 ， 确 定 这 样 的 字 的 数量 . 
(人 如 果 投 掷 50 次 能 子 ， 有 多 少 种 方法 可 以 得 到 总 点 数 100? 
《〈g)10 种 市 政 债券 被 分 为 A，AA 或 AAA 三 个 等 级 ， 有 多 少 种 指定 这 些 等 级 的 不 同方 法 ? 
《bh) 在 计划 一 个 为 期 20 天 的 工作 时 间 表 时 ， 有 多 少 种 方法 可 以 在 这 20 天 中 安排 至 多 5 个 假日 、 至 多 5 天 
私人 时 间 和 至 多 15 个 工作 日 ? 
人 假设 在 抛 类 型 A 的 硬币 时 ， 如 果 正 面向 上 则 你 得 1 点 ， 如 果 反 面向 上 则 你 得 2 点 .在 抛 类 型 B 的 硬 
币 时 ， 正 面向 上 得 2 点 ,反面 向 上 得 3 点 .如 果 你 抛 3 枚 A 类 型 硬币 和 5 枚 B 类 型 硬币 ,那么 你 有 
多 少 种 方法 得 到 12 点 ? 
《j) 如 果 在 四 个 计算 机 机 房 中 分 配 200 台 相同 的 终端 ， 那 么 有 多 少 种 方法 使 得 每 一 个 计算 机 机 房 将 得 到 
20 台 或 40 台 或 60 台 或 80 台 或 100 台 终端 ? 
《k) 一 稻 船 与 其 他 船 进行 可 视 联络 的 方法 之 一 是 在 旗杆 上 挂 起 一 系列 各 颜色 的 旗帜 ， 信 号 的 意义 依赖 于 
从 项 到 下 的 旗帜 的 顺序 ， 如果 有 5 面 红 色 旗帜 、4 面 绿色 旗帜 、4 面 黄色 的 旗帜 和 1 面 蓝 色 的 旗帜 可 
用 ,那么 使 用 12 面 旗帜 时 可 能 有 多 少 种 不 同 的 信号 ? 
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(D 在 (k) 中 ， 如 果 至 少 使 用 12 面 旗帜 ,那么 有 多 少 种 可 能 的 信号 ? 

7, (a) 确 定 长 度 为 k 且 A 的 数量 是 奇数 的 RNA 链 的 数量 . 
Cb) Xt R= 2 的 情况 进行 说 明 . 

8. 确定 长 度 为 2 且 U 的 数量 是 偶数 或 A 的 数量 是 奇数 的 RNA 链 的 数量 . 

9. 假设 存在 p 种 不 同 的 对 象 ， 每 一 种 对 象 的 供给 不 受 限制 ay 是 从 这 些 对 象 中 选 出 上 个 对 象 的 排列 数 
基 . 使 用 指数 生成 函数 显 式 确定 a. 

10. 如 果 在 2 个 计算 机 机 房 中 分 配 60 台 同 样 的 终端 ， 那 么 有 多 少 种 方法 使 得 每 一 个 计算 机 机 房 有 20 台 或 
40 台 终端 ? 

11, 如 果 考 虑 顺序 ， 确 定 整数 上 的 划分 数量 的 指数 生成 函数 (5. 4 节 例 5. 23 和 练习 18). 

12. 如 果 我 们 有 户 种 类 型 的 对 象 ， 且 每 一 种 类 型 的 对 象 的 供给 不 受 限制 ， 我 们 希望 选 出 上 个 对 象 ， 且 每 一 
种 类 型 至 少 有 一 个 对 象 ， 考 虑 顺序 ， 确 定 选择 数量 的 指数 生成 函数 的 一 个 简单 、 闭 式 表 达 式 . 

13， 如 果 我 们 有 p 种 类 型 的 对 象 ， 且 每 一 种 类 型 的 对 象 的 供给 不 受 限制 ， 我 们 希望 选 出 个 对 象 ， 且 每 一 
种 对 象 的 选择 数量 是 偶数 (包括 0)， 考 虚 硕 序 ， 确 定 选择 数量 的 指数 生成 函数 的 一 个 简单 、 闭 式 表 
达 式 . 

14. 从 字母 表 {a，b，c，d，e) 中 生成 长 度 为 k 且 6 的 出 现 次 数 为 奇数 次 的 代码 字 ， 确 定 这 种 代码 字 的 数量 . 

15. 确定 从 数字 表 {1，2，3，4，5，6) 中 生成 长 度 为 3 且 1，3，4 和 6 的 出 现 次 数 为 偶数 次 的 代码 字 的 数量 ， 

16. 分 别 根据 (5. 31) 式 和 (5. 33) 式 计算 S4, DAM T(4，2)， 并 通过 列 出 所 有 适当 的 分 配 来 验证 你 的 答案 . 

17. 练习 17 至 20 研究 指数 生成 函数 的 组 合 ， 假 设 A(z) 和 B(z) 分 别 是 序列 (os ) 和 (如 ) 的 指数 生成 函数 ， 确 
定 指数 生成 函数 为 C(z) 一 A(z) 十 B(z) 的 序列 (c ) 的 第 项 c 的 表达 式 . 

18. 对 于 CSABA), WAKI 17. 

19. WMR Cay ) 的 指数 生成 函数 是 下 列 函 数 ， 确 定 a3. 


(ets) we ogir 
20. 假设 w+ 一 (2 十 1)b， 且 wm 一 和 一 1， 如 果 A(z) 是 序列 (a,) 的 指数 生成 函数 ，B(z) 是 序列 (6b,) 的 指数 
生成 函数 ， 推 导 A(z) 和 B(z) 之 间 的 关系 . 


5.6 概率 生成 函数 S 


生成 函数 的 简单 思想 在 概率 的 研究 中 有 着 有 趣 的 应 用 ， 事 实 上 ， 拉 普 拉 斯 在 他 的 Théorie 
Analytique des Probabilités)( 概 率 的 分 析 理 论 ，Paris，1812) 一 书 中 首先 对 生成 函数 做 了 全 面 的 研 
究 ， 而 且 生成 函数 的 研究 动机 大 部 分 来 自 于 概率 ， 假 设 在 一 次 实验 之 后 ， 我 们 知道 将 出 现 一 个 且 
仅 一 个 可 能 事件 的 (有 限 或 可 数 无 限 ) 集 合 ， 设 pe 是 第 个 事件 出 现 的 概率 ， 其 中 4 人 ==0，1， 
2，…. 《当然 ， 如 果 存 在 可 能 事件 的 闭 联 集 ， 那 么 这 一 表 记 法 是 不 可 行 的 . ) 下 面 的 普通 生成 函数 
G(x) = part (5.34) 
称 为 概率 生成 函数 (probability generating function) [EE (5. 34) 式 至 少 对 | x | <1 是 收敛 的 ， 因 
为 po 十 pi 十 … 十 pr 二 1]， 我 们 将 看 到 概率 生成 函数 在 实验 的 评估 ， 特 别 是 在 粗略 地 分 析 我 们 期 
待 的 结果 的 评估 中 非常 有 用 . 
【 例 5. 34 投 所 硬币 】 假设 这 一 实验 是 投掷 一 枚 公正 的 硬币 ， 那 么 事件 是 正面 (H) 和 反面 
CT), 正面 出 现 的 概率 po 等 于 1/2， 反 面 出 现 的 概率 p 等 于 1/2， 因 此 ， 概 率 生成 函数 是 
Gao = 二 十 去 C] 


O 跳 过 本 节 也 不 会 失去 连续 性 .尽管 本 质 上 本 节 是 独立 的 ， 但 是 对 概率 论 有 一 些 了 解 的 读者 ， 至 少 在 诸如 
Goodman 和 Ratti[ 1992] 或 Kemeny, Snell 和 Thompson[1974] 的 * 有 限 数学 "的 水 平 上 的 读者 可 以 对 此 内 容 有 更 
多 的 领会 - 
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(615.35 伯 努 利 试验 】 在 伯 努 利 试验 中 ， 一 个 实验 被 独立 地 重复 试验 次 ， 每 一 次 试验 有 
成 功 概率 p， 失 败 概率 9 一 1 一 户 这 一 实验 可 以 是 检查 一 种 产品 是 次 品 或 正品 的 测试 ， 或 者 是 一 
种 疾病 存在 或 不 存在 的 测试 ， 或 是 决定 是 否 接受 或 拒绝 工作 候选 人 ， 如 果 S 表 示 成 功 ，F 表示 失 
W, 那么 在 一 个 n=5 的 试验 中 ， 一 个 典型 的 结果 是 如 SSFSF 或 SSFFF 这 样 的 序列 ， 在 次 试验 
中 存在 次 成 功 的 概率 由 下 式 给 出 : 

blksnsp) = Cin, k) pgr, 
正如 任意 一 本 关于 概率 论 (诸如 Feller[1968]、Parzen[1992]、Ross[1997])， 或 关于 有 限 数学 ( 例 
如 Goodman 和 Ratti[1992] 、Kemeny，Snell 和 Thompson[1974]) 的 标准 书籍 中 所 论述 的 那样 ，m 
次 试验 中 成 功 数量 的 概率 生成 函数 由 下 式 给 出 : 


G(x) = -X blk,n, pdt = È Cink) pq" zt. 


根据 二 项 式 展开 (定理 2.7)， 我 们 有 
Gia) = (pr +q)". E 
下 面 给 出 若干 概率 生成 函数 的 简单 结果 . 
定理 5.6 如 果 G 〇 是 概率 生成 函数 ， 那 么 
Gd) =1. 
证 阴 ”因为 根据 假设 ,结果 是 相互 排斥 且 是 穷 举 的 ， 所 以 我 们 有 
加 十 如 十 十 Pi 十 二 1 a 
推论 5.6.1 
by) Conk) pqr = 
证 明 在 伯 努 利 试验 中 ( 例 5.35)， 令 GG)=1. | [ 
注意 到 (p 十 g)n 二 1" 这 一 结果 ， 推 论 5. 6. 1 也 可 以 直接 通过 二 项 式 展开 证 明 . 
假设 在 一 项 实验 中 ， 如 果 第 项 事件 出 现 ， 那 么 我 们 得 到 美元 (或 个 单位 的 某 种 报酬 ). 
那么 表达 式 E= Ekp 称 为 期 望 值 (expected value) 或 期 望 (expectation)， 这 是 当 这 一 项 实验 被 重 
复 多 次 时 我 们 期 望 "赢得 ”的 平均 值 ， 我 们 期 望 在 整体 的 po 有 机 会 获 0 美元 、 在 p! 有 机 会 获 1 美 
元 ， 以 此 类 推 ， 关 于 期 望 值 的 更 详细 讨论 ， 可 以 参见 任何 一 本 关于 概率 论 的 初级 书籍 ， 或 关于 有 
RECEBR. EE, RAHME 收敛 时 ， 期 望 值 才 有 定义 ， 如 果 这 一 和 的 确 收敛 ， 我 们 说 
这 一 期 望 值 存在 (exist)， 我 们 在 总 给 出 1 美元 的 实验 中 与 以 1/2 的 概率 给 出 0 美元 并 以 1/2 的 概 
率 给 出 2 美元 的 实验 中 得 到 相同 的 期 望 值 ， 然 而 ， 在 第 二 个 实验 的 结果 中 有 更 多 的 偏差 .概率 学 
家 引入 了 方差 的 概念 来 度量 这 一 偏差 .特别 地 ， 方 差 (variance)V 定义 为 
V= Dkm- (Sapa)? (5.35) 
AFA ede NMSA ROT PLB RIAAN Feller[ 1968], Parzen[1992]ak Ross[1997] 等 概率 论 书籍 
只 有 当 (5. 3IDAW AIBA, HAA. RSC F. RTA. TEL 
到 的 第 一 个 实验 中 ， 有 


V=[l1(D] 一 [1(0D]: =0. 


在 上 面 提 到 的 第 二 个 实验 中 ， 有 
Be 


330] 
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因此 , 第 二 个 实验 的 方差 更 大 .我 们 将 看 到 概率 生成 函数 是 如 何 使 我 们 得 以 计算 期 望 值 和 方 
差 的 . 
对 工 求 (5. 34) 式 的 微分 产生 下 面 的 等 式 : 
G (a) =Dkpx*. 
因此 ， 如 果 G'(z) 对 于 z=1 WH, AMR Dep, 收敛 ， 那 么 有 
GD 一 了 Ap (5. 36) 
如 果 第 个 事件 给 出 值 k 美元 或 上 个 单位 报酬 ， 那 么 (5. 36) 式 右边 的 表达 式 是 期 望 值 . 
定理 5.7 假设 G(x) 是 概率 生成 函数 且 第 上 个 事件 给 出 值 上 &。 如 果 期 望 值 存在 ， 那 么 GC1) 
就 是 这 一 期 望 值 . 
把 定理 5. 7 运用 到 伯 努 利 试验 中 ， 我 们 有 
Glz) =(pr+q)" 
G(x) =n(px +9)" p 
G'Q) =np(pt+ qn = np) = np. 
因此 ,在 n 次 试验 中 ， 成功 的 期 望 数量 是 ap， 回想 起 这 一 事实 的 “标准 "推导 的 读者 应 该 对 如 此 
简单 的 推导 感到 高 兴 ， 为 了 解释 这 一 结果 ， 我 们 注意 到 做 "一 100 次 均匀 的 硬币 投掷 时 ， 正 面 (成 
功 ) 的 概率 是 一 0.5， 而 正面 的 期 望 数量 是 np 二 50. 


【 例 S. 36 芯片 制造 】 一 家 制造 计算 机 芯片 的 公司 估 测 在 每 10 000 枚 制造 的 芯片 中 有 一 枚 是 次 
Ah 如果 有 100 000 枚 芯片 的 订单 ， 那 么 对 这 一 订单 ， 期 望 的 次 品 枚 数 是 多 少 ? 假设 次 品 的 出 现 是 
独立 的 ， 那 么 这 是 一 个 伯 努 利 试验 的 例子 ， 而 且 我 们 看 到 这 个 期 望 值 是 (100 000)1/10 000=10， 国 


【 例 5. 37 数据 包 传输 】 在 数据 传输 中 ， 传 输 的 “数据 包 " 丢 失 的 概率 是 1000 分 之 1， 在 丢失 
数据 包 之 前 传输 的 数据 包 的 期 望 数量 是 多 少 ?假设 数据 包 丢失 是 独立 的 ， 那 么 这 是 伯 努 利 试验 . 
我 们 可 以 尝试 首先 计算 首次 成 功 (first success) 出 现在 第 上 次 试验 的 概率 ， 然 后 我 们 计算 首次 成 功 
的 期 望 值 ， 我 们 要 求 读者 在 练习 7 中 对 此 进行 探讨 . a 

下 面 的 定理 与 方差 有 关 ， 它 的 证 明 留 给 读者 (练习 9). 

定理 5.8 假设 G(z) 是 概率 生成 函数 且 第 民 个 事件 有 值 K， 如 果 方差 V 存在 ， 那 么 了 一 
GD 二 GD 一 [G(1D)]?. 

把 定理 5. 8 运用 于 伯 努 利 试验 ， 我 们 有 

G(x) = n(n—1) p? (pa +)". 


AA 
GQ) =np 
GQ) =n(n— Dp. 
因此 ， 有 
V=G() +6) -[F a}? 
=n(n—1)p? + np —n? p 
—np? = np — p) 
=np9. 
这 给 出 这 一 方差 的 一 个 最 著名 公式 npg. 
本 节 练 习 


1. 对 于 下 列 每 一 种 情况 ， 确 定 其 概率 生成 函数 的 简单 、 闭 式 的 表达 式 ， 并 使 用 这 一 表达 式 计算 期 望 值 和 
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二 3/5， 对 于 其 他 的 &，p 二 0. 
(o)pi=1/4, pr=1/4, pr=1/2, 对 丁 其 他 的 &，p 二 0. 
制造 小 型 发 动机 的 一 家 公司 估 测 在 每 100 000 台 制 造 的 发 动机 中 有 两 台 次 品 ， 如 果 有 一 个 100 台 发 动机 
的 订单 ， 那 么 对 于 这 一 订单 ， 次 品 发 动机 的 期 望 数量 是 多 少 ? 
某 种 疾病 被 认为 是 非 传染 的 .一 名 研究 人 员 估 测 这 种 疾病 会 在 每 50 个 人 中 发 现 一 例 ， 这 名 研究 者 在 找 
到 一 例 病人 之 前 必须 检查 的 人 的 期 望 值 是 多 少 ? 方差 是 多 少 ? 
对 于 固定 的 正 数 ， 带 有 参数 》 的 泊 松 分 布 (poisson distribution) 有 : 
’ 


P 


P 


=e = wee, 
a= k= On Qe, 


(a) 确 定 上 述 分 布 的 概率 生成 函数 的 一 个 简单 、 闭 式 的 表达 式 . 

《b) 使 用 生成 函数 的 方法 确定 期 望 值 和 方差 . 
(Daniel[1995])Gibbons，Cilark 和 Fawcett[1990] 研 究 了 在 伊利 诺 伊 州 库 可 郡 在 1977 年 到 1987 年 之 间 青 

春 期 自杀 的 月 分 布 ， 他 们 发 现 这 一 分 布 非常 接近 参数 为 一 2. 75 的 泊 松 分 布 . 

(a) 如 果 随机 选 定 一 个 月 ， 确 定 有 4 位 青春 期 自杀 者 的 概率 . 

《b) 确 定 每 一 个 月 自杀 者 的 期 望 数量 . 

(ce) 确定 其 方差 . 
《Daniel[1995]) 假 设 从 一 个 池塘 选 出 大 量 的 样本 ， 且 在 一 个 样本 中 发 现 给 定 种 类 的 水 生 有 机 物 的 平均 数 

是 2， 假 设 水 生 有 机 物 的 数量 满足 泊 松 分 布 ， 确 定 下 一 次 取样 有 3 个 或 4 个 这 样 的 有 机 物 的 概率 . 
. 在 伯 努 利 试验 中 ， 假 设 我 们 计算 首次 成 功 出 现在 第 次 试验 的 概率 ， 这 一 概率 是 : k=0 时 ，p, 二 0( 假 设 
我 们 从 试验 1 开始 ), >ON, p= p p. 这 些 概率 ps 定义 几何 分 布 (geometric distribution)， 对 
于 这 一 分 布 重复 练习 4 并 把 结果 运用 于 例 5. 37 中 的 问题 . 
周 定 一 个 正 整 数 m， 在 伯 努 利 试 验 中 ， 在 十 m 次 试验 时 出 现 第 m 次 成 功 的 概率 由 下 式 给 出 : 

PE é mm 一 es. 
k 

概率 p 定义 负 二 项 分 布 (negative binomial distribution). 
《a) 证 明 ， 负 二 项 分 布 p 的 概率 生成 函数 G(z) 由 下 式 给 出 : 


Gx) = a 


= 


s 


Te 
《(b) 计 算 期 望 值 和 方差. 
9 证 明定 理 5. 8. 


5.7 Coleman 和 Banzhaf 的 势力 指数 全 


在 2.15 节 ， 我 们 介绍 了 简单 游戏 及 Shapley-Shubik 势力 指数 的 概念 ， 本 节 ， 我 们 将 定义 另 
外 两 个 势力 指数 并 讨论 如 何 使 用 生成 函数 计算 这 两 个 势力 指数 ， 对 于 联合 S， 当 S 是 赢 联合 时 ， 
我 们 定义 S 的 值 v(S) 为 1， 当 SEMRA, RIEL SH v(S)% 0. Coleman[ 1971] XH 
家 i 的 势力 为 
Dus) —ws— {i} 
ES (5. 37) 
在 计算 这 一 度量 时 ， 你 可 以 对 所 有 联合 SRA. MBM S 去 除 ;使 其 从 赢 联合 变 成 输 联 合 ， 那 么 项 


O ”本 节 可 以 跳 过 而 不 失 连续 性 . 


332] 


333) 


B 
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WS)—wS— {i}) 
等 于 1， 否 则 这 个 项 为 0( 这 个 值 不 可 能 是 一 1， 因 为 我 们 假设 了 一 个 赢 联合 从 不 包含 于 一 个 输 联 
合 中 )， 因 此 ，P? 是 这 样 的 数 ， 从 该 赢 联合 中 去 除 i 导致 一 个 输 联合 的 赢 联合 数量 除 以 全 体 赢 联 
合 数量 ,或 者 它 是 i 的 变节 起 关键 作用 的 启 联 合 的 比例 ， 这 一 势力 指数 避免 了 构成 Shapley- 
Shubik 势力 指数 计算 基础 的 看 上 去 额外 的 顺序 概念 
有 趣 的 是 ，Shapley-Shubik 指数 pF 可 以 通过 类 似 与 一 个 (5. 37) 式 的 公式 计算 ， 因 为 Shapley 
[1953] 证 明 
PS = D OSD — WS NNS MATE S), (5. 38) 


其 中 ， 


z 1)!(n— s)! 
s=| S| Ms) = Sia 


(参见 2. 15 节 的 练习 15). 

Coleman 势力 指数 的 一 个 变形 是 Banzhaf 势力 指数 (BanzhafL1965])， 其 定义 如 下 : 
Ss) — ws—{i))] 
P? = 二 一 一. (5. 39) 

DEO- us- (7) 

AG 
这 一 指数 与 Coleman 指数 有 相同 的 分 子 ， 但 是 ， 分 母 是 所 有 玩家 j 的 分 子 部 分 的 和 ， 因 此 ，P? 
是 玩家 i 的 关键 变节 数量 除 以 所 有 玩家 的 关键 变节 数量 的 总 和 ， 或 玩家 i 占 所 有 关键 变节 数量 的 
比例 9 . 

作为 一 个 例子 ， 考 虑 游戏 [51; 49，48，3]， 这 里 ， 赢 联合 是 {11，2，3)，{1，2}，{1，3} 和 
{2，3}， 玩 家 1 的 变节 对 联合 {1，2} 和 {1，3} 是 关键 的 ， 所 以 我 们 有 Coleman 指数 


Pr=2=1 
i ee i 

类 似 地 ， 每 一 玩家 的 变节 都 对 两 个 数 的 联合 是 关键 的 。 所 以 
2d 


2 

1 

2 
注意 ， 在 Coleman 指数 中 ， 势 力 PF 的 总 和 可 能 不 等 于 1， 这 是 一 个 相对 值 ， 各 Banzhaf 指数 由 
下 式 给 出 ， 


一 2 一 工 
re 
E A 
PEE =3 
=2 21 
P= ea 


对 于 所 有 二 个 玩家 的 势力 相同 时 ， 上 述 两 个 指数 与 Shapley-Shubik 指数 一 致 ， 不 难 给 出 这 样 的 例 
FP: 其 中 这 两 个 指数 不 同 于 Shapley-Shubik 指数 (参见 练习 2).( 当 引入 若干 度量 某 事件 的 方法 
© 关于 Shapley-Shubik, Banzhaf 和 Coleman 指数 的 统一 框架 可 以 参见 Straffin[1980]， 对 于 Shapley Shubik 指数 
的 文献 概览 ， 可 以 参见 Shapley[1981]， 对 于 Banzhaf 和 Coleman 指数 的 文献 概览 ， 可 以 参见 Dubey 和 Shapley 
[1979]. 对 于 这 三 个 指数 的 应 用 可 以 参见 Brams Lucas Straffin [1983]、Brams，Schotter 和 Schwodianer 
[1979]、Lucas[1981，1983]、Johnston[1995]， 也 可 参见 2. 15.5 节 . 
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而 这 些 指数 不 同时 ， 我 们 如 何 从 中 选择 呢 ? 一 个 方法 是 规定 若干 合理 度量 应 该 满足 的 条 件 或 公 
理 . 于是， 我 们 就 能 通过 检测 不 同 的 度量 来 检查 它们 是 否 满足 这 些 公理 ，Shapley[1953] 发 现 了 
一 组 只 有 Shapley-Shubik 指数 满足 的 公理 ; 参见 Owen[1995]、Dubey[1975]、Myerson[1997]、 
Roberts[1976] 和 Shapley[1981]. Dubey 和 Shapley[1979] 发 现 了 另 一 组 只 有 Banzhaf 指数 满足 的 
公理 ; 也 可 参见 Owen[1978a，b] 和 Straffin[1980]，Felsenthal 和 Machover[1995] 研 究 了 势力 指数 的 
公理 方法 并 进行 了 扩展 .公理 方法 可 能 是 说 服 立 法 委员 会 或 法 院 使 用 一 种 度量 而 不 是 其 他 度量 的 
最 合理 过 程 ， 因 为 这 样 立 法 委员 会 就 可 以 决定 他 们 是 否 喜欢 特定 的 一 般 条 件 ， 而 不 用 讨论 过 程 ， 
顺便 提 到 的 是 ， 正 是 Banzhaf 指数 发 现 了 在 法 院 和 一 人 一 票 案例 中 的 用 途 ; 参见 Lucas[ 1983]. ) 

我 们 可 以 使 用 生成 函数 来 计算 加 权 多 数 游戏 [g; vs vs = on JAY PF 和 PP 的 分 子 ( 练 
习 3 要 求 读者 描述 如 果 确 定 前 者 的 分 母 ， 如 果 所 有 分 子 是 已 知 的， 那么 后 者 的 分 母 的 计算 是 很 显 
然 的 )， 假 设 玩家 ;的 票数 为 w ， 如 果 这 一 玩家 的 变节 米 自 于 票数 是 4 或 9 十 1 或 …, 或 g 十 vi 一 1 
的 联合 ， 那 么 他 的 变节 就 是 关键 的 。 他 在 这 些 情况 中 的 变节 将 导致 一 个 票数 为 9 一 qutl, 
或 … 或 g 一 1 的 联合 ， 假 设 a,” 正好 是 有 A 张 票 的 且 不 包含 玩家 i 的 联合 的 数量 ， 那 么 玩家 i 的 变 
节 是 关键 的 联合 数量 由 下 式 给 出 : 


a 
a, ant+"+ad = 2 a. (5. 40) 


ee, 


假定 我 们 可 以 计算 数 af? ， 那 么 在 计算 Coleman a Banzhaf 指数 时 上 式 可 以 替换 成 
DSDS- i]. 


Brams 和 Affuso[1976] 指 出 ， 使 用 普通 生成 函数 可 以 确定 af?， 为 了 形成 一 个 联合 ， 玩 家 j RE 


投 0 票 或 者 投 yM. Wt, a 的 普通 生成 函数 由 下 式 给 出 : 
GO (x) 一 (1 十 za + 2% )…(1 十 zw + rs )…(1 十 zw) = Ida+z ) 
数 af? 是 上 述 表达 式 中 + 的 系数 . 
以 加 权 多 数 游 戏 [4; 1, 2, AJAA. 我们 有 
GY (1) = +22 +24) =1+r+r+r 
G(2 (z) = QHD HA) = 1 十 x 十 十 三 
GD (r) = AUDA) =1lte¢ 7 tx, 
Ate, BAAN, af? 是 GO (z) 中 ot 的 系数 ， 即 为 1， 有 一 个 不 包含 玩家 1 且 正 好 有 4 张 选 票 的 联 
A: 即 只 包含 第 三 个 玩家 的 联合 。 使 用 (5. 40) 式 我 们 得 到 
PLS) —ws— {1))] =ai, = af =0 


DLS) — WS — (2})] =a +42, = af? +a? =0 
Ks =S- {3})] =a +a, +a. tau, 


=a +a +a +a? = 4, 


上 式 直接 给 出 


% 
I 


% 


% 
1 
ala ajo alo 
1 
> 
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根据 Banzhaf 指数 ， 玩 家 3 有 所 有 的 势力 。 其 意义 是 : 任意 不 包含 他 的 联合 都 不 能 赢 ，Coleman 
指数 和 Shapley-Shubik 指数 产生 相同 的 结果 .计算 留 给 读者 . 


本 节 练 习 
1. 对 于 下 列 每 一 个 游戏 ， 通 过 使 用 生成 函数 计算 分 子 来 计算 Banzhaf 和 Coleman 势力 指数 ， 使 用 这 些 指数 
的 定义 验证 你 的 答案 . 
CL51; 51, 48, 1] (b)[51; 49, 47, 4] (OL51; 40, 30, 20, 10] 
(d)[20; 1, 10, 10, 10] (e)[102; 80, 40, 80, 20] 
《〈f) 澳 大 利 亚 政府 “游戏 "(2. 15. 1 节 ): [5; 1, 1, 1, 1, 1, 3] 
(g)1964 年 纽约 纳 苏 郡 郡 议会 : [59; 31，31，21，28，2，2,] 
2. 给 出 一 个 游戏 的 例子 ， 其 中 ， 
(a) Banzhaf 和 Coleman 的 势力 指数 不 同 . 
(b) Banzhaf 和 Shapley-Shubik 的 势力 指数 不 同 . 
(c)Coleman 和 Shapley-Shubik 的 势力 指数 不 同 . 
(d) 三 个 势力 指数 都 不 相同 . 
,描述 如 何 通 过 生成 丙 数 求解 des). 


. 使 用 等 式 (5. 38) 的 公式 计算 练习 1(a) 一 (e) 中 的 每 一 个 加 权 多 数 游戏 的 Shapley-Shubik $$ 1348 MK. 
，(a) 解 释 你 如 何 使 用 生成 函数 计算 Shapley-Shubik 势力 指数 . 
(b) 把 你 的 结果 运用 于 练习 1 的 游戏 . 
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第 6 章 递 推 关系 S 


在 5.1 节 的 一 开始 ， 我 们 看 到 经 常 要 计数 依赖 于 输入 或 参数 的 量 at， 然 后 ， 我 们 研究 了 未 
知 值 a2o。，al ，a2，…，at，… 的 序列 。 我 们 将 看 到 如 何 把 这 样 的 序列 中 的 第 项 或 第 (k 十 1) 个 成 
员 的 计算 归 约 成 对 这 一 序列 的 更 前 面 成 员 的 计算 .使 用 这 一 方法 ， 我 们 能 够 把 较 大 的 问题 归 约 
成 较 小 的 问题 或 前 面 已 解决 的 问题 . 在 3. 4 节 和 例 5. 14 中 ， 通 过 化 简 定理 ， 我 们 实际 上 已 经 做 
了 很 多 相同 的 事情 ， 即 将 复杂 的 计算 化 简 成 更 加 简单 的 或 以 前 已 解决 的 计算 ， 在 知道 如 何 把 一 
个 序列 的 后 面 的 项 的 计算 归 约 成 前 面 的 项 的 计算 后 ， 我 们 讨论 几 个 寻找 未 知 序列 第 上 项 的 一 般 公 
式 的 方法 ， 我 们 给 出 的 思想 和 方法 有 着 广泛 的 应 用 . 

6.1.1 一 些 简单 的 递 推 关系 


【 例 6. 1 小 麦 数 量 】 根据 Gamow[1954]， 下 面 是 印度 国王 Shirham 的 故事 ， 这 位 国王 想 要 
奖 党 他 的 大 臣 Sissa Ben Dahir， 因 为 他 发 明了 国际 象棋 游戏 ， 国 王 问 大 臣 有 何 要 求 ， 这 位 大 臣 提 
出 一 个 谨慎 的 要 求 ， 在 一 个 棋盘 的 第 一 个 格子 里 放 一 粒 小 麦 ， 第 二 个 格子 里 放 两 粒 小 麦 ， 第 三 个 
格子 里 放 四 粒 小 麦 ， 第 四 个 格子 里 放 八 粒 小 麦 ， 以 此 类 推 ， 直 到 所 有 格子 放 完 为 止 ， 国 王 对 大 臣 
的 这 一 谦 慎 的 要 求 很 满意 ， 因 此 立即 就 允诺 了 .这 位 国王 做 了 一 件 很 聪明 的 事情 吗 ? 为 了 回答 这 
一 问题 ， 设 s 是 前 个 格子 所 需 的 小 麦 数量 ， 而 wx 是 第 个 格子 所 需 的 小 麦 数量 ， 我 们 有 
ttl = 2i. (6.1) 
等 式 (6. 1) 是 着 推 关系 (recurrence relation) 的 一 个 例子 ， 这 样 的 关系 是 把 一 个 数 序列 的 后 项 值 归 
约 成 前 项 值 的 公式 ， 让 我 们 看 一 下 如 何 使 用 这 一 递 推 公式 得 到 t 的 一 般 表达 式 ， 我 们 知道 n= 
1， 这 是 给 出 的 ， 称 为 初始 条 件 (initial condition)， 我 们 知道 


tz 一 20 


ts =2t2 = 2h 
u =2t3 = h = 23H, 


一 般 地 ， 有 


te = 2b = 21, 
使 用 上 面 的 初始 条 件 ， 对 于 所 有 的 上， 我们 有 

th = 2k, (6.2) 
我 们 已 经 通过 这 一 递 推 关系 的 迭代 (iteration) 解 出 了 递 推 关系 式 (6.1)、 注 意 ,， 像 (6. 1) 式 这 样 的 
递 推 关 系 式 一 般 有 很 多 解 (solution) ， 即 有 很 多 满足 这 一 关系 的 序列 .然而 一旦 给 出 足够 多 的 
初始 条 件 ， 那 么 将 存在 唯一 解 ， 这 里 ， 序 列 1，2，4，8，… 是 上 面 给 定 的 初始 条 件 下 的 唯一 解 . 
然而 ， 如 果 忽 视 这 一 初始 条 件 ， 那 么 上 面 的 序列 的 任意 倍数 都 是 一 个 解 ， 如 3，6，12，24，… 
或 5，10，20，40，… 等 . 

我 们 感 兴趣 的 实际 上 是 s. RA 


日 ”如 果 跳 过 了 第 5 章 ， 那么 6. 3 节 和 6.4 节 也 应 该 跳 过 ， 第 5 章 和 第 6 章 是 除 需 一 定 的 数学 知识 外 ， 还 需要 微 积 
分 知识 的 唯一 章节 ， 除 了 6. 3 节 和 6.4 节 之 外 ， 第 6 章 所 使 用 的 微 积分 仅仅 是 关于 无 穷 序列 的 初步 知识 ;即使 
在 6.3 节 和 6.4 节 ， 我 们 也 只 是 在 几 个 应 用 中 使 用 了 极限 的 概念 ， 这 些 内 容 可 以 跳 过 . 
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se = setts (6.3) 
这 是 递 推 关系 的 另外 一 种 形式 ， 它 把 * 的 后 项 值 与 * 的 前 项 值 和 已 计算 出 来 的 上 的 值 联系 起 来 . 
使 用 (6. 2) 式 我 们 可 以 把 (6. 3) 式 化 简 成 一 个 仅 与 wx 有 关 的 递 推 关 系 . 这 给 出 下 面 的 表达 式 : 
St = Set 2k, (6.4) 
再 一 次 使 用 迭代 对 于 所 有 的 求解 ss 的 递 推 关系 式 (6.4)， 我们 有 
s2=s+2 
sy = 2 +22 = +2422, 
一 般 地 ， 有 
Se = Shay FLAT = e me FLED fee HDI, 
因为 我 们 有 初始 条 件 5 二 1， 所 以 得 到 
se = TF 2422 bo Ot, 
如 果 我 们 使 用 下 面 著名 的 恒等式 ， 那 么 上 面 的 表达 式 可 以 得 到 化 简 ， 这 个 著名 的 恒等式 我 们 已 
在 第 5 章 中 遇 到 过 : 
Hrt teta = ea 
对 zx=2 和 p=k 一 1 使 用 这 一 恒等式 ， 有 
a= ao, 
现在 棋盘 上 有 64 个 格子 ， 因 此 ， 那 位 大 臣 要 求 的 小 麦 数量 是 25 —1, ANAF 
18 446 744 073 709 551 615, 
这 实际 上 是 一 个 非常 大 的 数字 人 S. 


【 例 6. 2 计算 复杂 度 】 在 计算 机 科学 中 递 推 关系 的 一 个 主要 应 用 是 计算 一 个 算法 在 输入 大 小 
为 n 时 的 复杂 度 f(n) (参见 2.4 99). 通常 ， 复 杂 度 Fn 十 1) 的 计算 被 归 约 成 关于 复杂 度 SOD ， 
Fn 一 1) 等 的 知识 ， 作 为 一 个 显然 的 例子 ， 让 我 们 考虑 下 面 求 一 个 序列 或 数组 的 前 ”项 和 的 
算法 . 

算法 6. 1: 求 一 个 序列 或 数组 的 前 n 项 和 

MA: 一 个 序列 或 数组 和 一 个 数字 n 

MH: 和 A(1) 十 A(2) 十 … 十 ACmD. 

步骤 1. 令 ;一 1. 

步骤 2. 4 T=AQ). 

PRI. 如果 ;一 na， 停 止 并 输出 T， 否 则 ， 设 i 一 证 1， 并 进入 到 步骤 4. 

步骤 4. 设 T 一 T 十 A(i)， 并 返回 到 步 节 3. 


如 果 fC) EXE A 的 前 项 求 和 中 所 执行 的 加 法 的 数量 那么 我 们 有 递 推 关系 


f(r) = Fn 一 1D) 十 1 (6.5) 
同样 ， 我 们 也 有 初始 条 件 f(1) 一 0。 因 此， 通过 迭代 ,我们 有 
fm = Fn 一 D) 十 1= fn 一 2 十 1 十 1 一 …= fA) Hn = nl, Å 


【 例 6. 3 单 利 与 复 利 】 假设 把 总 额 为 So 的 钱 按 着 每 个 利息 周期 (比如 说 每 一 年 ) 以 利率 = 即 
O ”本 章 的 所 有 序列 都 可 以 在 整数 序列 在 线 百 科 全 书 中 找到 (Sioane[2003])、 这 是 含 盖 超过 90000 个 序列 的 数据 库 . 
对 于 每 一 个 序列 ， 数 据 库 给 出 这 一 序列 的 开始 若干 项 、 它 的 名 字 或 措 述 、 参 考 文献 、 公 式 ， 等 等 
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BA) 按 百 分 之 100r 存 人 银行 ， 如果 利息 是 单 (simple) 利 ,那么 每 一 个 利息 周期 之 后 ， 初 始 存款 So 的 


100r% 被 加 入 到 账户 。 如 果 Si Ek 个 周期 后 的 存款 总 数 ， 那 么 我 们 有 下 面 的 递 推 关系 : 

Se = St 十 rSo- (6.6) 
通过 迭代 ， 我 们 有 

St = Spi + rSo = Sr- + So +1So = +++ = So +hrSo, 

所 以 有 

Se = S kr). 

如 果 利 息 是 每 一 周期 被 累加 的 复 利 (compounded)， 那 么 每 一 个 周期 之 后 ， 我 们 得 到 这 一 周 

期 开始 时 的 存款 额 的 百 分 之 100r 的 利息 ， 即 我 们 有 下 面 的 递 推 关 系 : 

Sen 一 St 十 rSk， 
或 

Ses = A+r)S. (6.7) 
通过 迭代 我 们 有 

Se 一 (1 十 mtSo. a 

【 例 6. 4 合法 代码 字 】 数字 表 {0，1，2，3} 上 的 代码 字 被 认为 是 合法 的 (legitimate)， 当 且 仅 
当 它们 有 偶数 个 0， 存 在 多 少 长 度 为 《的 合法 代码 字 呢 ? 设 ok 是 长 度 为 k 的 合法 代码 字 的 数量 . 
我 们 推导 一 个 关于 ak 的 递 推 关系 (注意 ， 使 用 第 5 章 的 生成 函数 的 方法 可 以 计算 ws )， 通 过 观察 
可 知 ， 久 一 ak 是 长 度 为 的 不 合法 代码 字 的 数量 ， 即 有 奇数 个 0 的 人 个 数字 的 代码 字 ， 考虑 一 个 
长 度 为 (4 十 1) 的 合法 的 代码 字 ， 它 开始 于 是 1，2 或 3, 或 开始 于 0， 对 于 前 者 ， 后 人 个 数字 形成 
一 个 长 度 为 & 的 合法 代码 字 ， 而 对 后 者 ， 后 上 个 数字 却 形成 一 个 长 度 为 的 不 合法 代码 字 ， 因 
此 ， 通 过 第 2 章 的 乘法 和 加 法 规则 ， 有 
ary = Bae +144 — an), 

即 

at+l 一 2ak +44. (6. 8) 
我 们 有 初始 条 件 ai =3. 求解 递 推 关 系 (6. 8) 式 的 一 个 方法 是 通过 迁 代 方法 ， 这 类 似 于 递 推 关系 
(6. 4) 式 的 求解 过 程 ， 我 们 将 此 工作 留 给 读者 .求解 递 推 关系 (6. 8) 式 的 另 一 个 方法 将 在 6. 3 节 给 
出 ， 现 在 ， 我 们 计算 一 些 a 的 值 ， 注 意 ， 因 为 a1 二 3， 这 一 递 推 关系 给 出 我 们 下 面 的 结果 : 


az = 2aı | 4! = 2(3)+4= 10 
和 
az 一 2az 十 42 = 2(10) + 16 = 36, 


读者 也 许 希望 通过 写 出 长 度 为 2 和 3 的 合法 代码 字 来 核实 这 些 数字 ， 注 意 我 们 是 如 何 利用 ak 前 
面 的 值 来 得 到 后 面 的 值 的 使 用 一 个 递 推 关 系 计算 一 些 未 知 数 无 需 一 个 明确 的 解 . La 


【 例 6.5 信息 的 传输 时 间 】〗 设想 我 们 在 一 个 信道 上 只 使 用 两 个 信号 和 4 来 传输 信息 ， 一 个 
代码 字 是 由 字母 表 {a，b} 形 成 的 任意 序列 。 现在， 假设 传输 信号 a 需要 花费 1 个 时 间 单 位 ， 而 传 
输 信号 5 需要 花费 2 个 时 间 单 位 ， 设 Ni 是 恰好 在 上 个 时 间 单 位 内 可 以 传输 的 代码 字 的 可 能 数量 . 
N 是 多 少 呢 ? 为 了 回答 这 一 问题 ， 考 虑 一 个 在 :个 时 间 单 位 内 可 以 传输 的 代码 字 ， 它 或 开始 于 a 
或 开始 于 6， 如 果 它 开始 于 a， 那 么 剩余 部 分 是 可 以 在 :一 1 个 单位 时 间 内 传输 的 任意 代码 字 ， 如 
果 它 开始 于 5b， 那么 其 剩余 部 分 是 在 :一 2 个 时 间 单 位 内 传输 的 任意 代码 字 ， 因 此， 根据 加 法 规 
则 ， 对 于 "2， 

N: = Nea + Ne-z. (6.9) 
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这 是 第 一 个 给 定 值 依赖 于 多 个 前 面值 的 递 推 关系 的 例子 ， 对 于 这 一 递 推 关 系 ， 因 为 第 : 项 依赖 于 
其 前 面 两 项 的 值 ， 所 以 我 们 需要 两 个 初始 条 件 Ni MN. 显然 ，Ni 一 1，No 二 2， 后 者 是 因为 在 2 
个 时 间 单 位 内 aa 和 65 是 两 个 唯一 可 传输 的 序列 。 当 我 们 开发 若干 求解 递 推 关系 的 一 般 工 具 之 后 ， 
我 们 将 在 6. 2 节 中 求解 递 推 关系 (6. 9) 式 .Shannon[1956] 如 下 定义 传输 信道 的 容量 (capacity)C. 
log Nr 

t 


c= lim 


上 面 的 式 子 是 信道 传输 信息 的 容量 的 一 种 度量 .我们 将 在 6. 2. 2 节 中 讨论 这 一 定义 . a 


【 例 6.6 排列 的 互 换 平均 值 】 BERAU, 2, 3, +, mb M—TPHESI x, Jerrum ARC. 17) 
计算 把 恒 等 排列 转换 成 = 所 需 的 互 换 数量 ， 如果 = 是 随机 选取 的 ， 那 么 所 需 的 期 望 互 换 数量 是 多 
少 ? 或 者 ， 换 一 种 说 法 ,把 恒 等 排 列 转换 成 {1，2，…，n)} 上 的 一 个 排列 x 所 需 的 互 换 平均 值 是 
多 少 ? 

假设 {1，2，…，n) 的 每 一 个 排列 都 是 均等 的 。 设 b 等 于 把 恒 等 排 列 转换 成 {1，2，…，n}) 
上 的 一 个 排列 所 需 的 互 换 平均 值 ， 例 如 ， 如 果 n 二 2， 有 {1，2} 的 两 个 排列 ， 即 为 12 或 21， 把 恒 等 
排列 转换 成 12 不 需要 互 换 ， 而 把 它 转换 成 21 需要 一 次 互 换 ， 所 需 的 互 换 平均 值 是 包 一 (0 十 1)/2 一 
1/2， 为 了 确定 名 +1， 考 虑 1，2，…z)} 上 的 任意 排列 5mm. 并 对 于 i=l, 2, e, ntl, 
设 寺 是 rim… 和 -1 十 1D)xi…zo。 [如果 P= ntl =mi. VBE aoe) SEF HEE 
换 成 所 需 的 互 换 数 ， 且 Gor! ) 是 把 恒 等 排 列 转 换 成 下 所 需 的 互 换 数 ， 注 意 在 x h, ntl 比 其 右 
侧 的 任意 一 个 数字 都 大 ， 因 此 ， 根 据 Jerrum 公式 (2. 17)， 有 : a(m) 一 aCm) 十 [n 一 (ti 一 1)]， 所 以 
根据 算术 级 数 求 和 的 标准 公式 ， 


D al) 一 [(a(m) Hn) + aD + (n= 1) + + (a) +0)] 


=((n+ Dala) + nt (n—1) +- +0] 
=[(n+ Dale) 十 mn 十 1)/2]， 
于 是 有 
= 
ELad 对 [On 十 Da(m + nant 1)/2] 
.EE aie 
bn GD T GDI 


y 
22 rnin 0/2) 
n! (n+1)! 


=h +2 
bn +5. 


为 了 求解 这 一 递 准 关系 ， 我 们 注意 到 锯 一 0， 包 一 1/2， 且 
与 一 包 十 过 一 


- ples 
b= b+ > 


2 
2 
2 
b=a+4=4+ 
有 


一 般 地 ， 再 一 次 使 用 算术 级 数 的 标准 求 和 公式 : 


Settee pls i ee 
brni = ba +5 Ht 名 + +$ 


一 nnti) 
2 3 Ob eben) a . a 


1 
2 


(343) 


344) 


345) 


230 第 二 部 分 HK 


【 例 6. 7 平面 中 的 区 域 】 一 条 直线 把 平面 分 割 成 两 个 区 域 ( 参 见 图 6. 1)， 两 条 相交 直线 把 平 
面 分 割 成 四 个 区 域 (参见 图 6D. 假设 我 们 有 n 条 处 于 “一 般 位置 " 的 直线 ; 即 没 有 两 条 直线 平 
行 ， 也 没有 三 条 直线 相交 于 同一 点 .这 些 直线 可 以 把 平面 分 割 成 多 少 个 区 域 呢 ? 为 了 回答 这 一 问 
题 , 设 1(n) 是 所 求 的 区 域 数 .我们 已 看 到 
f(D=2,f(2)=4. 图 6.1 也 已 给 出 (3)=7. 
为 了 确定 fd). 我 们 将 推导 一 个 递 推 关系 . 

考虑 图 6. 2 ARHAR. 画 出 第 二 条 直 
Rh. HR h 把 直线 lz 分 割 成 两 个 部 分 ， 而 
且 每 一 个 部 分 把 已 存在 的 区 域 分 成 两 个 区 域 . 图 6.1 把 平面 分 割 成 区 域 的 直线 
因此 


FD = fA) +2. 
类 似 地 ， 如 果 我 们 增加 第 三 条 直线 8 ，4 和 4z 把 这 一 直线 分 成 三 个 部 分 ， 且 每 一 部 分 又 把 已 存 
在 的 区 域 分 成 两 部 分 (参见 图 6. 3)、 因 此 
fD = f(2) +3, 


h 


4 
图 6.2 直线 4 把 直线 分 成 两 个 部 分 图 6.3 直线 MAR h 把 直线 4 分 成 三 个 部 分 


一 般 地 ， 假 设 把 直线 w+1 加 入 到 已 存在 的 直线 h, ls e dn 中 .已 存在 的 直线 把 ln 
nn 十 1 个 部 分 ， 每 一 个 部 分 把 已 存在 的 区 域 分 成 两 个 部 分 (参见 图 6. 4)， 因 此 ， 
nt) = fl + (nt. (6. 10) 


h h h h 


图 6.4 HRL, k, elh WAR La DAR n+ BS 


等 式 (6. 10) 给 出 我 们 将 用 于 求解 f(n) 的 递 推 关系 .其 初始 条 件 是 f(1) 的 值 ， 即 2， 为 了 求解 递 
推 关系 (6. 10) 式 ,注意 到 有 下 面 的 关系 式 : 

f(2) = /CD 十 2， 

FB) = f(2)4+3 = fA) +243, 

FA) = fF) +4 = f2)4+344 = fA) 2+3 +4, 
一 般 地 ， 有 

fm = Fn 一 D) 十 一 … 一 1D) 十 2 十 3 十 … 十 于 
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因为 /CD 一 2， 再 一 次 使 用 算术 级 数 标准 求 和 公式 ， 我 们 有 
fOr) =24+ 24344440 
二 1 十 (1 十 2 十 3 十 4 十 … 十 区 
1+ etd, 


例如 ， 我 们 有 
fay = 14458 =. 国 


6.1.2 斐 波 那 契 数 及 其 应 用 

1202 年 ， 以 斐 波 那 契 著称 的 比萨 的 列 晶 纳 多 在 他 的 著作 《算盘 书 )(Liber Abaci) 中 提出 了 下 
面 的 问题 ， 假 设 我 们 研究 兔子 的 增值 饲养 我 们 先 从 一 对 (性 别 相反 的 ) 成 年 免 开始 ， 假 设 每 一 对 
成 年 兔 每 一 个 月 可 以 产 下 一 对 性 别 相反 的 幼 免 ， 新 出 生 的 幼 兔 在 两 个 月 内 长 大 为 成 年 免 ， 在 这 
段 时 间 内 它们 也 产 下 它们 自己 的 第 一 对 幼 免 ， 假 设 兔子 没有 死亡 的 . 设 Fs 计数 第 k 个 月 开始 时 
所 存在 的 兔子 对 面 数量 ， 表 6. 1 列 出 对 应 若干 值 的 成 年 免 对 的 数量 ,一 个 月 大 的 幼 免 对 数量 ， 
新 生 幼 免 对 的 数量 和 免 对 的 总 数量 ， 例 如 ， 在 第 二 个 月 开始 时 ， 有 一 对 新 生 幼 免 ， 在 第 三 个 月 开 
始 时 ， 前 一 个 月 的 新 生 幼 兔 变 成 一 个 月 大 的 兔子 ， 而 且 又 有 一 对 新 生 幼 免 出 生 ， 在 第 四 个 月 开始 
时 ， 一 个 月 大 的 兔子 变 成 成 年 免 ， 而 且 出 生 新 生 幼 免 ， 所 以 到 目前 为 止 有 两 对 成 年 免 和 两 对 新 生 
免 ， 第 三 个 月 的 一 对 新 生 兔 已 经 是 一 个 月 大 的 一 对 兔子 等 等 . 


表 6.1 兔子 繁殖 
月 份 人 第 个 月 开始 时 第 个 月 开始 时 第 个 月 开始 时 第 k 个 月 开始 时 
成 年 免 对 的 数量 -个 月 大 的 负 对 的 数量 新 牛 免 对 的 数量 免 对 的 总 数量 
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1 0 


ewe noo 
eae ee 


1 1 
1 1 
2 2 
3 3 
5 5 
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我 们 推导 Fe 的 递 推 关系 ， 注 意 在 第 个 月 开始 时 免 对 的 数量 等 于 第 (A 一 1) 个 月 开始 时 免 对 

的 数量 加 上 第 个 月 开始 时 新 出 生 锡 对 的 数量 .但 是 后 一 个 数字 与 第 个 月 开始 时 成 年 免 对 的 数 
量 相等 ， 而 这 一 成 年 免 对 的 数量 又 等 于 第 (4 一 2) 个 月 开始 时 所 有 免 对 的 数量 (要 花 正 好 两 个 月 时 
间 才 能 变 成 成 年 免 )， 因 此 ， 对 于 ASS, RANA 

Fy = Fy + Fie. (6.11) 
注意 ， 如 果 我 们 定义 Fo 等 于 1， 那么 对 LS2, (6. 11) 式 成 立 ， 观 察 递 推 关系 (6. 11) 式 和 (6. 9) 式 
的 相似 之 处 ， 我 们 将 在 6. 2. 2 节 返 回 这 一 问题 . 使 用 递 推 关系 (6. 11) 式 计算 Fi 的 几 个 值 ， 我 们 
已 经 知道 

Fo = Fi =1. 
因此 F, = Fi+Fo =2, 

F3=F2+F=3, 

Fi=Ft+F:=5, 
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Fs = Fy + F3 = 8, 
Fs = F; + Fy = 13, 
F; = Fe + Fs =21, 
Fs = F; + Fe = 34. 
在 6. 2. 2 节 ， 我 们 将 使 用 递 推 关系 (6. 11) 式 得 到 数 Fi HABA. Fo, Fi, For KF 
H E k M RÈS) (Fibonacci sequence)， 各 Fe PKJ XH AK HH (Fibonacci number)， 这 些 数 有 很 多 
引信 注 目的 性 质 且 在 很 多 地 方 出 现 ， 这里， 我 们 将 给 出 其 中 的 一 些 性 质 及 其 应 用 . 
序列 (Fe) 在 上 时 刻 时 的 生长 率 (grouth rate) 定 义 如 下 : 
Fi 


se 一 入 一 -an = Se =-8. 
=p TG 一 工 一 2,G = F = 15,6 = 3 = 1 67,G = E = 1.60, 


13 _ M: PEX.. pe one, 
8 一 1.625,Gr = fg = 1 615,Gs = 3] = 1.619, 
数 Gh WPF 1. 60 与 1.62 之 间 的 一 个 极限 ， 事 实 上 ， 这 个 极限 的 精确 值 是 

r= 4a+v5 = 1.6180 34+». 
这 个 数 -将 出 现在 Fi 的 一 般 推导 公式 中 [这 个 数 称 为 黄金 比例 (golden ratio) 或 神圣 的 比例 
(divine proportion) ]， 这 是 一 个 有 如 下 性 质 的 数 : 如 果 你 把 直线 AB 在 C 点 分 开 使 得 r=AB/AC， 
那么 


G = 


AB _ AC 
AC ~ CB’ 

边 的 比值 为 r: 1 的 矩形 称 为 黄金 短 形 (golden rectangle). 15 世纪 艺术 家 Piero della Francesca 在 
他 的 书籍 (De Divina Proportione)( 神 圣 的 比例 ) 中 通 简 描 述 了 r 以 及 黄金 矩形 在 艺术 中 的 应 用 ， 特 
别 是 在 达 芬 奇 的 作品 中 的 应 用 ， 尽 管 黄金 比例 被 大 量 用 于 艺术 、 建 筑 以 及 美学 ， 但 是 已 经 证 明 大 
多 黄金 比例 的 断言 是 “ 假 的 或 严重 误导 ”(Markowsky[1992]). 

斐 波 那 契 数 在 数值 分 析 中 有 着 重要 的 应 用 ， 特 别 是 对 寻找 函数 f(x) 在 区 间 (a，5) 内 的 最 大 
值 有 重要 的 应 用 .使 用 计算 机 的 最 大 值 斐 波 那 契 搜 索 (Fibonacci search) 就 是 利用 斐 波 那 契 数 来 确 
定 在 什么 地 方 评估 函数 以 便 最 大 值 位 置 的 评估 越 来 越 好 ， 当 三 是 四 函数 时 ， 在 最 小 化 寻找 到 达 
一 个 理想 精度 最 大 值 所 需 的 函数 评估 数量 的 意义 下 ， 这 一 搜索 法 可 能 是 已 知 的 最 好 的 搜索 过 程 . 
参见 Adby 和 Dempster[1974]、Hollingdale[1978] 或 Kiefer[1953]. 

令 人 好 奇 的 是 自然 界 中 频繁 出 现 斐 波 那 契 数 ， 研 究 树干 周围 叶子 的 分 布 ， 松 果 上 的 鳞片 硬 
壳 等 的 植物 学 领域 称 为 叶 序 (phyllotaxis)， 通 常 ， 出 现在 给 定 树干 或 分 支 上 的 叶子 是 指向 不 同 的 
方向 的 ， 第 二 片 叶子 与 第 一 片 叶 子 成 某 个 角度 偏转 ， 第 三 片 叶子 与 第 二 片 叶 子 成 相同 的 角度 偏 
转 ， 以 此 类 推 ， 直 到 某 个 叶子 伸展 的 方向 与 第 一 个 叶子 相同 ， 例 如 ， 如 果 这 一 偏转 角度 是 30 度 ， 
那么 第 十 二 片 叶子 是 第 一 个 与 第 一 片 叶 子 的 伸展 方向 相同 的 叶子 ， 因 为 12X30 一 360 度 ， 如 果 这 
一 角度 是 144 度 ， 那 么 第 五 片 叶子 是 第 一 个 与 第 一 片 叶子 的 伸展 方向 相同 的 叶子 ， 因 为 5X 144 一 
720 BE. 两 个 完整 的 360 度 偏 转 使 得 一 片 叶子 的 面 朝向 与 第 一 片 叶 子 相 同一 般 地 ， 设 ”是 偏转 
到 与 第 一 片 叶 子 相 同 的 伸展 方向 之 前 的 叶子 的 数量 ， 设 m 是 再 次 与 这 片 叶 子 相遇 之 前 所 需要 的 
完整 的 360 度 的 图 数 。 表 6. 2 给 出 各 种 植物 的 Alm 值 。 最 常见 的 是 n 和 m 都 取 值 为 某 个 斐 波 
那 契 数 ， 这 是 植物 学 中 值得 注意 的 实验 事实 ， 对 此 事实 没有 恰当 的 理论 解释 . 
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表 6.2 各 种 植物 的 xn 和 m 的 值 


植物 旋转 角度 n m 
榆树 180° 2 E 1 
me 120° 3 1 
玫瑰 144° 5 2 
tut 135° 8 3 


BENKI: Schips[1922], Barschelet[1971]. 


Coxeter[ 1969 J4 Hi EHIE REGE H REINERT LR 
片 ， 菠 葛 上 的 螺 层 等 的 研究 中 ， 这 些 螺 层 ( 蜂 房 ) 是 以 非常 明显 
的 对 角 行 排列 的 ， 这 些 螺 层 能 够 以 下 面 的 方法 指定 整数 : 每 一 
个 螺 层 的 对 角 行 形成 分 差 (两 个 相 邻 数 间 的 差 ) 为 斐 波 那 契 数 的 
算术 序列 ， 如 图 6. 5 所 示 ， 例 如 ， 对 角 行 

9,22,35,48,61,74, 
这 一 序列 的 分 差 为 斐 波 那 契 数 13， 类 似 地 ， 对 角 行 
11,19,27,35,43,51,59 
有 分 差 8， 向 日 葵花 盘 、 冷 杉 果 子 的 鳞片 等 也 有 类 似 的 结论 
(参见 Adler [1977] 或 Fowler, Prusinkiewicz 和 Battjes 
[1992])， 同 样 ， 对 为 什么 斐 波 那 契 数 出 现 于 叶 序 的 这 一 现象 
也 没有 恰当 的 理论 解释 . 


【 例 6.8“ 热 手 效应 "(再 探 例 2.32)〗 回想 蓝 球 中 所 谓 的 ”图 6.5 EURED OR H 
“ 热 手 效 应 "现象 ， 热 手 效应 假设 一 旦 一 名 队员 投 中 了 球 ， 那 Coxeter[1969]， 经 John 
么 他 投 中 下 一 个 球 的 几率 高 于 平均 几率 ， 在 例 2.32 中 ,我 们 Wiley & Sona, Ine HFA) 
考虑 了 所 有 投 中 连续 发 生 的 概率 。 现 在 ， 我 们 将 考虑 没有 连续 投 中 的 方法 数量 

如 果 一 名 队员 投了 n 个 球 ， 则 有 2" 个 可 能 的 结果 ， 每 一 次 投射 或 者 是 投 中 或 者 是 没有 投 中 @. 
设 By 表示 不 包含 连续 投 中 的 X 和 O 的 序列 的 子 集 ， 即 没有 两 个 连续 X 的 序列 的 子 集 ， 为 了 确定 
b= | Be | ， 我 们 把 第 站 次 投 中 记 为 o 并 设 CG, 二 {a，cz，*…，cw)， 使 用 另外 一 种 方法 来 陈述 ， 我 
们 的 问题 是 :不 包含 G，ci+1，i 王 1，2，…，n 一 1 的 O FRAZI? 设 B 是 这 样 的 一 个 子 集 . 
B 或 者 包含 on 或 者 不 包含 它 ， 如 果 BAB cns 那么 B 一 (cn} 是 C,-? 的 一 个 子 集 ， 因 为 ，-1 一 定 不 
在 B 中 .如果 B 不 包含 ca， 那么 B 一 {cw) 二 8B 是 C,-! 的 一 个 子 集 因此， 对 于 w=2, 我 们 有 

bn = bni + bn—2. (6. 12) 
因为 对 n=1, h=; 一 次 投射 或 者 投 中 或 者 失利 ， 如 果 n 一 2， 那么 或 者 没有 投 中 的 ,或 者 第 一 
次 投球 投 中 而 第 二 次 失利 ,或 者 反之 因此， 三 3， 使 用 这 些 初始 条 件 ， 我 们 看 到 递 推 关系 
(6. 12) 式 的 求解 与 斐 波 那 契 数 关系 密切 ， 特 别 地 , 
ba = Fans nèl. a 

因此 ， 如 果 尝 试 投球 10 次 (如 例 2. 32 那样 )， 在 2° = 1024 个 可 能 结果 中 只 有 bio = Fu =144 个 
不 包含 连续 投 中 . 
6. 1.3 错位 排列 

【 例 6. 9 衣帽间 问题 】 想象 位 绰 士 出 席 一 次 派对 ， 并 寄存 他 们 的 帽子 。 这 位 收 管 员 喝 多 
了 ， 所 以 随便 地 还 回 了 帽子 ， 所 有 绅士 都 没 得 到 他 们 自己 帽子 的 概率 是 什么 ? 这 一 概率 与 绅士 的 


O 这 并 不 表明 所 有 2" 个 排序 都 是 均等 的 。 投 中 球 和 没有 投 中 球 的 机 会 很 少 是 均等 的 
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数量 有 什么 依赖 关系 ? 我 们 将 通过 研究 错位 排列 的 概念 来 回答 这 些 问题 ， 对 于 这 一 问题 的 来 源 、 
历史 以 及 另 一 种 阐述 ， 参 见 Takacs[1980]. a 

设 n 个 对 象 被 标 上 标签 1，2,…，n。 对 于 所 有 的 i， 对 象 i 都 不 在 第 i 个 位 置 上 的 排列 称 为 
错位 排列 (derangement)， 例 如 ， 如 果 n 二 3， 那 么 231 就 是 一 个 错位 排列 ， 但 是 213 不 是 ， 因 为 3 
在 第 三 个 位 置 上 ， 设 Da 是 ”个 对 象 的 错位 排列 的 数量 . 

错位 排列 出 现在 一 种 纸牌 游戏 (rencontres) 中 : 把 一 副 纸 牌 在 桌子 上 排 成 一 行 ， 而 另 一 副 纸 
牌 则 在 第 一 副 纸牌 的 每 张 牌 上 随机 摆 放 一 张 纸牌 .匹配 的 纸牌 数量 决定 点 数 ，1708 年 ， 
Frenchman P. R Montmort 提出 了 不 匹配 发 生 的 概率 计算 问题 ， 并 称 其 为 “le probleme desrencontres” 
(匹配 间 题 )，recontre 在 法 语 中 意思 是 “匹配 ”。 当然 ， 这 是 计算 Dsz 的 问题 ， 计 算 匹 配 纸牌 数量 
的 问题 将 在 7. 2 节 中 讨论 。 在 那里 ,我们 还 讨论 在 超 能 力 实验 中 对 猜测 能 力 分 析 的 应 用 ， 第 一 副 
纸牌 对 应 于 所 选择 ， 或 所 取样 的 事件 的 一 个 未 知 顺 序 ， 而 第 二 副 纸 牌 则 对 应 于 一 个 超 能 者 所 预 
测 的 顺序 ， 在 测试 超 能 力 推断 时 ， 我 们 也 许 想 要 计算 得 到 正确 匹配 的 概率 ， 至 少 得 到 一 个 正确 匹 
配 的 概率 是 1 减 去 没有 得 到 正确 匹配 的 概率 ， 即 1 减 去 得 到 一 个 错位 排列 的 概率 . 

显然 ，Di =0: 不 存在 元 素 不 在 其 正确 位 置 上 的 一 个 元 素 的 排列 ，D =1:， 唯一 的 错位 排列 
是 21， 我 们 推导 关于 D, 的 递 推 关系 .假设 有 nn 十 1 个 元 素 1，2，…，n 十 1， 这 十 1 个 元 素 的 一 
个 错位 排列 要 涉及 第 一 个 元 素 的 选择 ， 然 后 是 其 余 = 个 元 素 的 一 个 排列 ， 第 -- 个 元 素 可 以 是 ”个 
不 同 的 元 素 中 的 任意 一 个 : 2，3，…， n+l 假设 被 放 到 第 一 个 位 置 上 ， 那 么 1 或 者 出 现在 第 
个 位 置 上 或 者 不 出 现在 该 位 置 上 ， 如 果 1 出 现在 第 4 个 位 置 上 ， 那 么 我 们 有 余下 的 元 素 

2.3， 和 一 1 十 1 十 1， 
而 且 我 们 希望 排列 这 余下 的 元 素 ， 使 得 这 些 元 素 中 没有 一 个 出 现 其 正确 的 位 置 上 [参见 图 6. 6a). 
有 D-1 种 方法 可 以 做 到 这 一 点 ， 因 为 有 n 一 1 个 元 素 ， 下面 假设 1 不 出 现在 第 个 位 置 上 ， 我 们 
首先 把 1 放 在 第 个 位 置 上 [如 图 6. 6b 所 示 ]， 然 后 错位 排列 第 二 个 位 置 到 第 (n 十 1) 个 位 置 上 的 
元 素 ， 有 Du 个 这 样 的 错位 排列 。 总 之 ， 元素 出 现在 第 一 个 位 置 上 我 们 及 种 选择 ， 对 于 其 中 
的 每 一 种 选择 ， 我 们 或 者 选择 1 在 第 上 个 位 置 上 的 一 个 排列 ， 这 可 以 有 Du -1 种 方法 实现 ， 或 者 
选择 1 不 在 第 个 位 置 上 的 一 个 排列 ， 这 可 以 有 Du 种 方法 实现 ， 根 据 乘法 规则 和 加 法 规则 ， 
Dati = n(Dy-1 + Dp). (6. 13) 

等 式 (6. 13) 是 对 n>? 的 所 有 成立 的 递 推 关系 。 如 果 我 们 把 初始 条 件 Di =0, D =2 加 进去 ， 
这 一 递 推 关系 变 成 


= pegs Cire Saag) E ER Wy ESTE 
D =ni -hth hte a} (6.14) 
或 者 (对 于 n>2) 有 
meal ar tev i] (6.15) 
我 们 将 在 6. 3. 2 节 中 看 到 是 如 何 得 到 这 些 公式 的 
f k 1 
a) . . 
第 一 第 
| Be eS kl i kA n+l 
| 第 一 第 二 第 三 RED Bk PAH) Bat) 


图 6.6 关于 《在 第 一 个 位 置 ，! 在 第 人 个 位 置 上 及 其 他 元 素 的 错位 排列 ， 
a) 以 任意 顺序 ，b) 以 正确 位 置 
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现在 我 们 运用 这 些 公 式 解决 例 6. 9 的 衣帽间 问题 .如 果 有 位 绅士 ， 设 Ps 是 没有 绅士 拿 到 
自己 的 帽子 的 概率 ， 那 么 (对 于 n=2) 有 
p, 二 所 有 绅士 都 没有 拿 到 自己 的 幅 子 的 排列 数量 _ Du 
è 总 排列 数量 n! 


=[ġ- 4t eten] 
RO 3 给 出 了 对 应 于 若干 个 ”的 P, 值 ， 注意 P, 似乎 很 快 收敛， 事实 上 ， 我 们 可 以 精确 地 计算 
出 P 收敛 于 什么 ， 回 想 一 下 : 
1 Ł 
e = Hatza? Hga H, 


[参见 (5. 3) 式 ]， 因 此 


所 以 Pn WEF em! =0. 367 879 441…。 这 一 级 数 的 收敛 很 快 ， 使 得 Pr 和 Ps 在 第 五 位 小 数 上 就 
已 经 不 同 ， 绅 士 们 没有 得 到 自己 帽子 的 概率 则 很 快 就 变 得 基本 上 与 绅士 的 数量 无 关 . 


表 6.3 P, 的 值 
n 2 3 4 5 6 7 8 


Pa | 0.500000 0.333333 0.375000 0.366667 0.368056 0.367858 0.367883 


【 例 6. 10 拉丁 矩形 】〗 在 第 1 章 ， 我们 讨论 了 拉丁 方 及 其 对 实验 设计 的 应 用 ， 在 5. 1 节 的 练 
习 15 中 ,我 们 介绍 了 拉丁 矩形 和 逐 行 构建 拉丁 方 的 思想 ， 设 L(r，n) 是 用 项 1，2，…n 构建 的 
rXz 拉 丁 矩形 的 数量 (回想 一 下 ， 这 样 的 矩阵 是 一 个 各 项 为 1，2，…，, 寻 的 ~X?z 数 组， 使 得 在 任 
意 行 或 任意 列 中 都 没有 两 个 项 是 相同 的 )， 设 K(r, nn) 是 有 项 1，2,…，n 且 第 一 行 是 标准 位 置 
(standard position) 123-++n A r Xn 拉丁 矩形 的 数量 ， 那 么 

LOryn) = n! Krn), (6. 16) 

我 们 可 以 通过 寻找 一 个 第 一 行 是 标准 位 置 的 拉丁 矩形 ， 然 后 改变 第 一 行 的 排列 ， 并 对 其 余 各 行 
的 元 素 进行 相同 的 序列 改变 ， 就 可 以 得 到 任意 一 个 拉丁 矩形 . 

我 们 也 许 想 要 对 每 一 个 r 和 nn, 计算 L(r, DAK, n). 通过 (6. 16) 式 ， 这 些 问题 是 等 价 
的 .在 例 1. 1 中 , 我 们 要 求 的 是 L(5，5)( 这 个 数 是 61，280; 参见 Ryser 1963]). K(2, MRE 
易 计 算 ， 它 就 是 D ， 即 ”个 元 素 的 错位 排列 数量 ， 因 为 我 们 通过 错位 排列 第 一 行 的 元 素 ， 得 到 
第 一 行 在 标准 位 置 上 的 拉丁 矩形 的 第 二 行 . 

基于 某 些 矩 阵 函数 ，Fu[1992] 给 出 了 两 个 L(r，n) 的 公式 (基于 MacMahon[1898] 的 想法 ， 
Shao 和 Wei[1992] 给 出 了 上 (rn) 的 精确 公式 ). 


【 例 6. 11 DNA 序列 对 位 】 正如 在 2.17 节 所 提示 的 那样 ， 突 变 是 发 生 进化 的 一 个 关键 过 程 . 

给 定 两 个 不 同 物种 的 DNA 序列 ， 我 们 有 时 候 尝 试 着 要 和 弄 明 白 它们 的 关系 有 多 近 ， 特 别 是 要 寻找 

在 两 者 都 出 现 的 模式 ， 我们 通常 通过 将 这 两 个 DNA 序列 对 位 来 完成 这 一 工作 : 一 个 序列 在 另外 

一 个 序列 的 下 面 ， 使 得 两 个 序列 的 (几乎 ) 相 同 子 序 列 对 齐 . 例如， 考虑 序列 AATAATGAC 和 
GAGTAATCGGAT( 注 意 它 们 的 长 度 不 同 )。 一 种 对 位 如 下 所 未 : 
AATAATGAC 

GAGTAATCGGAT 
这 里 ， 我 们 发 现 一 个 共同 的 子 序 列 TAAT( 在 实际 的 对 位 应 用 中 ,我 们 通常 允许 字母 的 插入 和 删 


(6.17) 
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除 ， 但 是 在 这 里 我 们 忽略 这 一 点 )。 寻 找 好 的 序列 对 位 ， 即 有 长 的 共同 子 序列 或 模式 的 对 位 ,已 
为 生物 学 带 来 了 辉煌 的 前 景 例如， 人 们 已 经 发 现 促进 身体 成 长 的 血小板 衍生 因子 的 序列 与 一 
种 引发 癌症 的 基因 vsis 的 序列 有 87% 相 同 ， 这 导致 我 们 发 现 vsis 具有 促进 生长 的 功能 ， 事 实 
上 ， 正 如 Gusfield[1997] 指 出 的 那样 ， 在 DNA 序列 中 (以 及 ， 更 一 般 的 ， 在 诸如 RNA 或 氨基 酸 
序列 等 其 他 生物 分 子 序 列 中 )“ 高 序列 相似 性 常常 意味 着 重大 的 功能 相似 性 或 结构 相似 性 ”. 

度量 两 个 序列 对 位 好 坏 的 一 个 方法 是 计数 它们 不 匹配 的 位 置 数 量 ， 这 个 数量 称 为 错 配 距离 
(mismatch distance). 例如，(6. 17) 式 的 对 位 中 ， 如 果 我 们 忽视 顶端 序列 没有 项 的 位 置 ， 那 么 错 
配 距离 为 4， 如 果 我 们 计数 一 个 序列 没有 项 的 位 置 ， 那 么 此 对 位 的 错 配 距离 是 7， 对 于 更 多 分 子 生 
物 学 中 序列 对 位 的 内 容 可 以 参见 Apostolico 和 Giancarlo[ 1999]、Gusfield[ 1997]、Myers[ 1995]、 
Setubal 和 Meidanis[1997]、Waterman[1995]. 

在 此 ， 我 们 考虑 序列 对 位 问题 的 一 个 简化 版 本 ， 假 设 给 我 们 一 个 长 度 为 ”的 DNA 序列， 而 且 
它 通 过 随机 排列 元 素 进化 成 另 一 个 这 样 的 序列 ， 两 个 序列 的 错 配 距离 是 ”的 概率 是 多 少 呢 ? 如 果 
第 一 个 序列 是 AGCT， 新 序列 是 第 一 个 序列 的 错位 排列 的 概率 是 Di/41 =3/8， 然 而 ， 如 果 原 来 的 
序列 是 AGOC， 其 中 有 重复 的 项 ， 问 题 就 不 同 了 ， 首 先 ， 对 于 这 些 基 ， 现 在 仅 有 41/2! =12 种 可 
能 的 序列 ， 而 不 是 4! 种 (为 什么 )， 其 次 ，AGCC 的 所 有 错位 排列 中 只 有 CCAG 和 CCGA 这 两 个 排 
列 中 没有 元 素 与 AGCC 的 位 置 相同 因此， 期 望 的 概率 是 2/4! /2! 一 1/6， 而 不 是 Di/41! =3/8. 
a 
6.1.4 涉及 多 个 序列 的 递 推 关系 

为 了 扩展 例 6.4， 让 我 们 定义 数字 表 {0，1，2，3} 上 的 一 个 代码 字 是 合法 的 (legitmate) 当 且 
仅 当 它 有 偶数 个 0 且 有 偶数 个 3， 设 at 是 长 度 为 A 的 合法 代码 字 的 数量 ， 我 们 如 何 确定 at? 为 了 
回答 这 个 问题 ， 可 以 证 明 ， 与 例 6. 4 的 方法 类 似 ， 考 虑 长 度 为 & 的 代码 字 的 其 他 概率 是 很 有 用 
的 ， 对 于 数字 表 {0，1，2，3),， 设 入 是 长 度 为 & 且 有 偶数 个 0 和 奇数 个 3 的 代码 字 的 数量 ，ch 
是 有 奇数 个 0 和 偶数 个 3 的 代码 字 的 数量 ，dx 是 有 奇数 个 0 和 奇数 个 3 的 代码 字 的 数量 ， 注 意 

dy = 4! — ar — br — ce. (6. 18) 

观察 发 现 ， 通 过 在 一 个 长 度 为 《的 合法 代码 字 前 面 添加 一 个 1 或 一 个 2， 或 在 长 度 为 《 且 有 偶数 
个 0 和 奇数 个 3 的 代码 字 之 前 添加 一 个 3， 或 在 长 度 为 且 有 奇数 个 和 0 偶数 个 3 的 代码 字 之 前 
添加 一 个 0， 我 们 就 可 以 得 到 一 个 长 度 为 十 1 的 合法 代码 字 ， 因 此 


arpi 一 2ak the tea. (6.19) 
类 似 地 ， 有 

besi 二 ak 十 2bk + dey (6. 20) 
或 使 用 (6. 18) 式 有 

ben = be — ca +44, (6. 21) 
最 后 有 

ar = ae t+ 2a 十 办 ， (6. 22) 
或 

an = abt, (6. 23) 


等 式 (6. 19), (6. 21) 和 等 式 (6. 23) 可 以 共同 用 于 计算 任意 希望 的 值 we。 我 们 从 下 面 的 初始 条 件 
开始 : ai=2. hb 一 1， a 二 1。 从 (6.19) 式 ，(6. 21) 式 和 (6. 23) 式 ， 我 们 可 以 计算 : 

ag =2+2+1+1=6, 

刀 一 1 一 1 十 和 =4, 
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co =1—-14+41 =4. 

通过 列 出 相应 的 序列 ， 很 容易 检验 这 些 结果 .例如 ，!0，1，2，3} 上 长 度 为 2 旦 有 偶数 个 0 和 偶 
数 个 3 的 六 个 序列 是 00，33，11，12，21，22， 类似 地 ， 可 以 得 到 

a3 一 2.6 十 4 十 4 一 20， 

bs =4-44+ 4 一 16， 

ca 一 4 一 4 十 42 16. 
注意 ,我 们 没有 找到 单一 的 递 推 关系 ， 然 而 ,我们 找到 了 三 个 递 推 关系 ， 联 立地 使 用 它们 可 以 计 
算出 所 需 的 数 . 


本 节 练习 

1. 假设 对 于 n 宇 1，a, 二 4a,-!1 十 3, H a55. R as Mas. 

2. 在 例 6.3 中 , 令 r=0.2 且 S, 一 $5000， 并 使 用 单 利 ， 使 用 其 递 推 关系 依次 计算 S. S S Si Ss 和 
S%， 并 通过 使 用 等 式 S 一 S (1 十 kr) 来 检验 你 的 答案 . 


3. 当 使 用 复 利 时 ， 重 复 练习 2， 并 使 用 等 式 S, 一 (1 十 ”)*S。 来 检验 你 的 答案 
. 在 例 6.4 中 ， 
(a) 推 导 a. 
(b) 推 导 as. 
《c) 通 过 列 出 长 度 为 2 的 所 有 合法 代码 字 ， 检 证 ae 一 10. 
(dd) 对 十 ay = 36, MBLC). 
,通过 显示 地 列 出 {1，2，3} 上 的 所 有 排列 及 把 恒 等 排 列 转换 成 每 一 个 排列 所 需 的 排列 数量 ， 对 于 bh 检验 
例 6.6 PHAR. 
6. 对 于 例 6. 7， 通 过 在 平面 上 画 出 四 条 直线 并 标 出 区 域 来 检验 /4) 一 11. 
7. 在 初始 条 件 /(1) 二 15 下 ,确定 递 推 关系 (6. 5) 式 的 解 . 
8 
9. 


+ 


. 确定 递 推 关系 (6. 6) 式 的 两 个 不 同 解 . 

.对 于 例 6. 8， 计 算 b 和 如， 并 通过 枚 举 出 投 4 次 和 5 次 球 且 没有 连续 投 中 的 所 有 方法 检验 你 的 答案 . 

10. 对 于 递 推 关系 (6. 13) 式 ， 确 定 一 个 不 同 于 (6. 14) 式 定义 的 序列 的 解 . 

11. 确定 {1，2，3，4) 的 所 有 错位 排列 . 

12. 对 于 6. 1.4 节 的 例子 ,使 用 递 推 关系 (6. 19) 式 ，(6. 21) 式 和 (6. 23) 式 计算 as，b Ale. 

13. 第 一 天 ， 把 ”项 工作 分 配给 个 工人 .第 二 天 ， 再 一 次 分 配 这 n 项 工作 ,但 是 没有 工人 得 到 与 他 在 第 

一 天 分 配 到 的 同样 工作 。 有 多 少 种 方法 分 配 这 两 天 的 工作 ? 
14. 在 一 次 计算 机 系统 检测 中 ， 一 位 银行 雇员 错误 地 删除 了 属于 七 个 账户 的 七 个 “身份 号 码 "记录 ， 在 重新 
创建 这 些 记 录 之 后 ， 他 把 那些 身份 号 码 随机 地 分 配给 这 些 账 户 。 他 有 多 少 种 方法 ， 使 得 : 
(a) 至 少 一 个 身份 号 码 得 到 正确 的 指定 . 
(b) 所 有 七 个 身份 号 码 都 得 到 正确 的 指定 . 

15. 一 位 实验 室 管理 员 可 以 做 两 种 不 同 的 实验 ， 一 个 是 开支 很 高 的 实验 (E) 花 去 8000 美元 ， 一 个 是 开支 不 
高 的 实验 (TD) 花 去 4000 美元 ， 例 如 ， 如 果 她 有 一 笔 12 000 美元 的 预算 ， 那 么 她 可 以 按 下 面 序列 进行 实 
验 : M, EREL 设 F(m) 是 她 正好 花 去 美元 的 实验 序列 数量 ， 因 此 F(12 000) 一 3. 

(a) 确 定 F(n) 的 一 个 递 推 关 系 . 
(b) 假 设 有 p 种 不 同 的 实验 ，E, ，F。，…Ere， 且 EE KEH d 美元 ， 在 这 种 情况 下 确定 F(m) 的 递 推 关系 . 

,假设 我 们 有 面值 10 分 、18 分 和 28 分 的 邮票 ， 每 一 种 邮票 都 无 限量 供应 。 如 果 我 们 考虑 贴 邮票 的 顺序 ， 
设 /om) 是 得 到 总 邮资 为 = 分 的 方法 数量 ， 例 如 ，F(10) 一 1，/(20) 二 1( 两 枚 10 分 的 邮票 )，/(28) 一 3 
(一 枚 28 分 的 邮票 ， 或 者 一 枚 10 分 的 邮票 加 上 一 枚 18 分 的 邮票 ， 或 者 一 枚 18 分 的 邮票 加 上 一 枚 10 分 
的 邮票 )- 


各 
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23. 


24. 


26. 


27. 


28. 


2 


D 


(a) 如 果 n>29， 推 导出 f(r) — TRIER A. 
(b) 使 用 (a) 的 递 推 关系 ， 确 定 得 到 总 邮资 为 66 分 的 邮票 的 方法 数量 . 
《c) 通 过 给 出 所 有 的 方法 检验 你 对 (b) 的 答案 - 


. 一 家 工厂 有 两 个 部 门 ， 假 设 在 一 周 内 ， 在 第 一 部 门 中 有 9 名 工人 被 分 配给 9 项 不 同 的 工作 ， 在 第 二 部 


门 中 另外 9 名 工人 被 分 配给 9 项 不 同 的 工作 .在 接 下 的 一 周 ， 管 理 人 希望 重新 分 配 工作 ， 使 得 工人 都 

不 会 得 到 他 原来 的 工作 (在 这 家 工厂 每 两 项 工作 都 是 不 同 的 ). 

(a) 如 果 每 一 位 工人 都 在 工厂 的 相同 部 门 ， 那 么 有 多 少 种 方法 可 以 做 到 上 面 的 分 配 ? 

(b) 如 果 每 一 位 工人 要 被 转 到 不 同 于 他 们 原来 所 在 的 工厂 部 门 ， 那 么 有 多 少 种 方法 可 以 做 到 上 面 的 
分 配 ? 


,在 预测 一 种 产品 的 未 来 销量 时 ， 一 种 (可 能 是 不 正确 的 ) 假 设 是 说 下 一 年 的 销售 总 量 是 这 一 年 和 上 一 年 


的 销售 总 重 的 平均 数 ， 假 设 ov 是 第 年 的 销售 总 量 . 
DAE a 的 递 推 关系 . 
WMR ao =a, =l, 求解 这 一 递 推 关系 . 


.确定 (1，2，3，4，5，6，7，8) 的 错位 排列 数量 : 其 中 前 四 个 元 素 必 须 映 射 成 : 


(a) 以 某 个 顺序 排列 的 1，2，3，4. 《b) 以 某 个 顺序 排列 的 5，6，7，8&. 


, 假设 /(p) 是 使 用 冒 泡 排序 算法 对 p 个 项 排序 所 需 的 比较 数量 (3. 6.4 节 )， 确 定 /(p) 的 递 推 关系 并 


求解. 


.数字 表 (0，1，2) 上 的 代码 字 是 合法 的 ， 当 且 仅 当 没 有 两 个 0 连续 出 现 ， 确 定 长 度 为 ”的 合法 代码 字 的 


数量 6, 的 递 推 关系 . 


. 数字 表 {0，1，2} 上 的 代码 字 是 合法 的 ， 当 且 仅 当 这 个 代码 字 有 偶数 个 0 和 奇数 个 1， 确 定 可 以 用 于 计 


算 长 度 为 ”的 合法 代码 字 的 数量 的 联 立 递 推 关系 . 

(a) 使 整数 1，2，…，9 中 的 每 一 个 偶数 都 在 各 自 的 自然 位 置 ， 而 任意 奇数 都 不 放 在 其 自然 位 置 的 排列 
有 多 少 种 ? 

(b) 整 数 1，2，…，9 的 排列 中 正好 有 四 个 整数 在 其 自然 位 置 上 的 排列 有 多 少 种 ? 

在 单打 网 球赛 中 ，2n 个 队员 被 配对 成 n 场 比赛 、 且 /(n) 是 实现 这 种 配对 的 不 同方 法 的 数量 ， 确 定 fC) 

的 递 推 关系 . 


. 假设 有 下 面 各 DNA 序列 的 随机 排列 .原来 的 序列 与 排列 后 的 序列 之 间 的 错误 距离 为 的 概率 是 


多 少 ? 
WAGT (WAAC (OACTOGC ~ (WACTGGGG ~ (OCTTAAA (DCTAGG 
假设 
ji 为 偶数 
Naga tan te bas tatl n 为 奇数 


如 果 ay =) 且 a 二 3， 使 用 归纳 法 证 明 aani Foi, B a, 等 于 斐 波 那 契 数 严 4 H j-i. 
(a) 假 设 把 椅子 排 成 一 个 圆 图 ， 设 L 计数 没有 连续 椅 子 的 ”把 椅子 子 集 的 数量 ， 证 明 
m = F, + Fo. 
( 数 L, 称 为 卢 卡 斯 数 (Lucas number)®. ) 
(b) 确 定 L 的 两 个 初始 条 件 ， 即 二 M Le 
(EN Ly = Ly) tLe 2. 
ka) 证明， 把 ”写成 1 和 2 HAERE FEER F.. 
《(b) 只 使 用 五 分 和 - 角 硬 币 ， 你 有 多 少 种 不 同 的 方法 把 一 美元 投入 一 台 自 动 贩 卖 机 中 ? 
在 我 们 的 记 法 中 ，F, 是 第 ”个 斐 波 那 契 数 ， 因 为 我 们 开始 于 F=. 


© Edouard Lucas(1842 一 1891) 是 一 位 法 国 数学 家 ， 是 他 把 要 波 那 奥 在 (Liber Abaci》( 算 盘 书 ) 中 提出 的 兔子 繁殖 问 


题 的 序列 解 冠 以 厉 波 那 契 的 名 字 、 
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30. 


31. 


32. 


g 


g 


3 


38. 


x 


《a) 证 明 每 第 三 个 斐 波 那 契 数 可 被 F 一 2 整除 . 
(b) 证 明 每 第 四 个 斐 波 那 契 数 都 可 被 Fa 一 3 整除 . 
《c) 证 明 每 第 五 个 斐 波 那 契 数 都 可 被 F. A 
《d) 证 明 每 第 ”个 斐 波 那 契 数 都 可 被 F。-, 整 除 . 
考虑 斐 波 那 契 数 所 ，n 一 0，1，… 

《a) 证 明 F,-1 Fa — 
(DHEM Fps Fy 


(ODE F, =2+ Sir. 
a 
(EM Fan =1+ SF. 
a 

A Yn 
《e) 证 明 Fr 一 >( k ). 
(MEH Frim = FnPu+i + Fn Fae 
(DER Fisi = Fa + Fav. 
MR F, 是 第 ”个 斐 波 那 契 数 ， 确 定 下 式 的 仅 对 于 唯一 一 个 户 包含 Fp 的 简单 、 闭 式 的 表达 式 : 

Fit Fete+Fr 

HSin, 表示 把 集合 划分 成 1 个 非 空 无 序 子 集 的 方法 数量 .那么 ,对 于 :一 1，2，…，n 一 1， 
Sin, OW BFK: 


Smt) = 多 (mn 一 1.0) 十 Son 一 1 一 1D)， 《6. 24) 
等 式 (6. 24) 是 包含 两 个 下 标的 递 推 关系 的 例子 ， 我 们 可 以 使 用 这 一 关系 式 计算 任意 的 Sn，2， 例 如 ， 
假设 我 们 开始 于 下 面 的 观察 对 于 所 有 的 有 S(n，1) 王 1， 以 及 对 于 所 的 有 S(n，m) 一 1， 于 是 ， 我 


们 可 以 对 于 所 有 余下 的 n 和 tn, 计算 Si, 0. 我们 可 以 根据 S(2，2) 和 S(2，1) 来 计算 S3, 2); 
可 以 根据 S(3，2) 和 S(3，1) 来 计算 S(4，2); 根据 SC3，3) 和 S(3，2) 来 计算 S(4，3) 等 等 . 

(a) 使 用 (6. 24) 式 计算 SG, 3). (b) 计 算 SC6，3). 

(c) 证 明 (6. 24) 式 成 立 . 


.对 于 第 2 章 的 附加 练习 24， 考 虑 有 m 条 南北 竺 和 n 条 东西 街 的 网 格 ， 如果 A 和 B 是 如 图 2. 7 所 确定 的 


位 置 ， 那 么 设 s(m，n) 是 从 A 到 了 B 的 不 同 路 线 的 数量 ， 确 定 s(m+1，n 十 1) 的 一 个 递 推 关系 


. 确定 /(n) 的 一 个 递 推 关 系 ，/(n) 是 一 个 半 面 被 个 加 划分 的 区 域 数量 ， 其 中 每 一 对 贺 正 好 相交 于 两 点 


且 没 有 三 个 圆 相交 于 一 点 . 
(a) 假 设 对 于 所 有 221, fort D=fdfr-D, B /(0)=/(1)=2， 确定 fn), 
(b) MR (0) = fC) =1, 重复 (a)。 


. 在 例 6. 6 中 ， 我 们 计算 了 把 恒 等 排 列 转换 成 人 1，2，…，n} 上 随机 选取 的 排列 所 需 的 转换 数量 名， 这 一 


计算 是 在 这 样 的 假设 下 进行 的 ，{1，2，…，nn} 上 的 每 一 个 排列 被 选择 的 几率 是 均等 的 ， 对 于 便 等 排列 
被 选择 几率 是 其 他 排列 的 两 倍 ， 且 所 有 其 他 排列 被 选择 的 几率 均等 的 情况 ， 重 新 计算 bn. 

《Liu[1968]) 位 串 中 的 模式 (pattern) 是 由 若干 连续 数字 组 成 的 ， 例 如 ，011， 我 们 说 一 个 模式 出 现 (oceur) 
于 一 个 位 串 的 第 个 数字 ， 如 果 当 从 左 到 右 扫描 这 一 位 串 时 ， 当 第 个 数字 被 扫描 后 这 一 完整 的 模式 
出 现 . 一 旦 一 个 模式 出 现 ， 即 发 现 一 个 模式 ,那么 扫描 (在 其 后 ) 再 一 次 开始 .例如 ， 在 位 捉 
110101010101 中 ,模式 010 在 第 5 个 数字 和 第 9 个 数字 出 现 ， 而 不 在 第 7 个 数字 出 现 . 设 b 表示 长 度 
Hn BRR 010 出 现 于 第 个 数字 的 位 串 数量 .确定 b. 的 递 推 关系 [提示 : 考虑 结束 于 010 的 长 度 为 n 
的 位 串 数量 ， 再 把 这 些 位 串 分 成 在 第 = 个 数字 出 现 010 模式 和 不 在 第 个 数字 出 现 010 模式 两 类 ]. 
假设 B 是 wnXn 的 棋盘 ，r,(B) 是 车 多 项 式 Rx, BP r 的 系数 ， 使 用 递 推 关系 计算 (B), MR: 


O Sin 1) 被 称 为 第 二 类 斯 特 林 数 .我 们 已 在 2.10.4 节 和 5. 5. 3 节 中 讨论 过 


58) 


360) 
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(aB 的 所 有 格子 都 是 深 色 的 . 
(b)B 只 有 主 对 角 线 是 浅 色 的 . 
39. 在 6. 1. 4 节 的 例子 中 ， 只 使 用 前 面 的 a 值 确定 as 的 单一 递 推 关系 . 
40. 假设 Cl AL A 个 顶点 连通 标签 图 的 数量 ，Harary 和 Palmex[ 1973] 推 导 了 如 下 递 推 关系 。 
， mig te 
a=26) -45 ($ )c»s2l a), 
使 用 事实 Ci 二 1, 计算 C:，Cs 和 C,， 并 通过 画 出 这 些 图 检验 你 的 答案 . 
41. 一 个 有 户 个 0, 9 个 1 和 -个 2 的 序列 是 “好 的 "， 如 果 在 这 一 序列 中 没有 连续 的 相同 数字 ， 设 N(p，g， 
站 是 这 样 的 “好 "序列 的 数量 
(a) 计算 N(p, gs 0). 
(b) 如 果 没 有 限制 ， 那 么 有 多 少 个 p 个 0,，g 个 1，r 个 2 的 不 同 序列 . 
(c) 确 定 N(p，q，7) 的 递 推 关系 . 


6.2 特征 根 方法 
6. 2. 1 不 同根 的 情况 

迄今 为 止 ， 我 们 已 经 推导 出 若干 有 趣 的 递 推 关 系 ， 对 于 其 中 的 几 个 递 推 关系 ， 我 们 可 以 通过 
迭代 返回 到 原始 值 或 初始 条 件 来 求解 它们 .事实 上 ， 我 们 甚至 可 以 对 我 们 过 到 过 的 更 难 的 递 推 
关系 做 类 似 的 工作 ， 但 是 却 没有 求解 所 有 递 推 关 系 的 一 般 方法 ， 然 而 ， 存 在 适用 于 一 大 类 递 推 关 
系 的 求解 方法 ， 本 节 研 究 一 个 这 样 的 方法 ， 凤 特征 根 方法 ， 在 6. 3 节 ， 我 们 给 出 如 何 使 用 第 5 章 
所 一 述 的 生成 函数 的 概念 求解 递 推 关 系 ， 求 解 递 推 关 系 的 方法 源 自 于 差分 方程 理论 ， 差 分 方程 
的 详细 论述 可 以 在 Elaydi[1999], Goldberg[1958], Kelley 和 Peterson[2001] 中 找到 . 

考虑 下 面 的 递 推 关系 : 

an = cian- 十 czan-2 + + pnp (6. 25) 
Hh, np. cs c, e cp 是 常数 ， 且 cp AO. 这样 的 一 个 递 推 关系 称 为 是 线性 的 (linear)， 因 
为 所 有 项 ak 的 次 数 都 是 一 次 矫 ， 而 且 这 样 的 递 推 关系 称 为 是 齐 次 的 (homogeneous) 昌 ， 因 为 右边 
任意 一 项 都 含有 某 个 ak，、n 一 p<k<n 一 1。 因 为 系数 ci 是 常数 ， 所 以 递 推 关系 (6. 25) 式 称 为 常 系 
数 线性 齐 次 递 推 关系 (linear homogeneous recurrence relation with constant coefficient)， 递 推 关 系 
(6.1) 式 、(6.7) 式 、(6.9) 式 和 (6. 11) 式 都 是 这 样 的 递 推 关系 的 例子 ， 递 推 关系 (6.4) 式 、(6. 5) 
式 、(6.6) 式 、(6. 8) 式 和 (6. 10) 式 不 是 齐 次 的 ， 递 推 关系 (6. 13) 式 不 是 常 系数 递 推 关系 ， 迄 今 为 
止 我 们 所 遇 到 的 所 有 递 推 关系 都 是 线性 的 . 

我 们 将 给 出 求解 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 的 一 个 技术 .这 个 技术 非常 类 似 于 用 于 求解 常 系 
数 线性 微分 方程 的 方法 ， 这 正如 熟悉 后 者 的 读者 将 会 看 到 的 那样 . 

一 旦 我 们 指定 了 前 户 个 项 ao ，ai，…，ap-1 的 值 ， 递 推 关 系 (6. 25) 式 有 唯一 解 . 这 些 值 形 
成 初始 条 件 (initial condition). 根据 co ，ai ，…，ap-1， 我 们 能 够 使 用 这 一 递 推 关系 确定 ap F 
是 ， 根 据 1 ，…，ap-1，ap， 我 们 能 够 确定 ae+1， 以 此 类 推 . 

一 般 地 ， 如 果 忽 略 初始 条 件 ， 那 么 递 推 关 系 (6. 25) 式 有 很 多 解 . 其 中 的 某 些 解 将 是 形 如 下 面 
的 序列 ， 


a? sal ya? an (6. 26) 
其 中 a 是 一 个 数 。 我 们 从 确定 使 (6. 26) 式 成 为 递 推 关系 (6. 25) 式 的 一 个 解 的 “ 值 开始 .在 (6. 25) 
AH, ERMA t 替换 ax ， 并 求解 x-。 做 这 一 替换 后 ， 我 们 得 到 等 式 : 


晶 ” 前 面 我 们 已 经 在 多 项 式 的 相关 内 容 中 定义 了 齐 次 的 概念 
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z" a2" — e277? — + — cpr”? = 0, (6. 27) 
6. 27) 式 的 两 边 除 以 zx"-?， 我 们 得 到 
a? — aP 一 czzp-2 一 … 一 cp = 0. (6. 28) 


等 式 (6. 28) 称 为 递 推 关系 (6. 25) 式 的 特征 方程 (characteristic equation)， 这 个 特征 方程 是 一 个 I 
的 p 次 多 项 式 ， 所 以 有 pp 个 根 a1，az，…，ap。 其 中 的 某 些 根 可 能 是 重 根 ， 某 些 可 能 是 复数 ， 这 
些 根 被 称 为 递 推 关系 (6. 25) 式 的 特征 根 (characteristic root)， 例 如 ， 考 虑 下 面 的 递 推 关 系 : 
an = 5an—1 一 Gov (6. 29) 
且 有 初始 条 件 ao=1, a=1. FR 一 2，c 一 5，cz 一 一 6， 且 特征 方程 由 下 式 给 出 : 
122 一 5z 十 6 一 0. 
这 一 特征 方程 有 根 zx 一 2 和 z=3， 所 以 m =2 和 az 二 3 是 特征 根 . 

如 果 a 是 递 推 关 系 (6. 25) 式 的 特征 根 ， 而 且 如 果 我 们 取 a 二 a*， 那 么 序列 (an ) 满 足 这 一 递 扒 
关系 ， 因 此 ， 对 应 于 每 一 个 特征 根 ， 我 们 有 这 一 递 推 关系 的 一 个 解 . 在 (6. 29 RP, a, =2" 和 
n= 3" 给 出 解 ， 然而， 二 者 都 不 满足 初始 条 件 a 二 1，al 一 1. 

下 面 的 重要 发 现 是 ， 如 果 序列 (ae) 和 (oag ) 都 满足 递 推 关系 (6. 25) 式 ， 而 且 如 果 Ar A A 是 常 
数 ， 那 么 序列 (ag ) 也 是 (6. 25) 式 的 解 ， 其 中 og 一 has 十 lzas， 换 句 话说 ， 解 的 加 权 和 还 是 解 ， 为 
了 弄 明白 这 一 点 ， 注 意 


an= a'ni t cza'n-2t e + cpa'n-p (6. 30) 
及 
an= clan-lt codn—2+ + + cpa'n—p. (6. 31) 
FA Al 乘 以 (6. 30) 式 ，)z 乘 以 (6. 31) 式 ， 并 把 它们 相 加 ， 得 
a= Aa’nt dean 
=A Canit czan t + + cpa'n—p) +2 (crdnat codn—2+ ++ + cpa’n—p) 
=a (Aant Adn) + 02 Ara’n—2+ Azan) He + cp Ar a'n—pt Azdn—p) 
Scrat cezar- e + cpap. 
因此 ，o% 的 确 满 足 (6. 25) 式 .例如 ， 如 果 我 们 定义 a 二 3，2" 十 8。3" ,那么 an 满足 (6. 29) 式 . 
一 般 地 ,假设 a1 az, + ap 是 递 推 关系 (6. 25) 式 的 特征 根 ， 那 么 我 们 的 推理 证 明 如 果 A, 
Azs ts Ap 是 常量 ， 且 如 果 有 
an = A 二 X29 十 十 Apa%， 
BBA an 满足 (6. 25) 式 ， 可 以 证 明 ，(6. 25) 式 的 每 一 个 解 都 可 以 用 这 种 形式 表示 ， 条 件 是 特征 根 
as azs s ap 是 互 不 相同 的 。 对 于 这 事实 的 证 明 ， 参 见 本 小 节 的 末尾 . 
定理 6.1 假设 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 (6.25) 式 有 特征 根 qi ，a2，…，ap。 那 么 ， 如 果 入 1， 
Aarts Ap 是 常量 ， 形 如 下 面 的 每 一 个 表达 式 是 这 一 递 推 关系 的 一 个 解 : 
an = àia] + Azad ++ + Apa3» (6. 32) 
另外 ， 如 果 这 些 特征 根 是 互 不 相同 的 ， 那 么 这 一 递 推 关系 的 每 一 个 解 对 于 某 些 常量 入 ，X2，…， 
Ap 都 有 (6. 32) 式 的 形式 . 
我 们 称 (6. 32) 式 的 表达 式 是 递 推 关系 (6. 25) 式 的 一 般 解 (general solution). 
根据 定理 6. 1 可 以 推定 为 了 寻找 满足 初始 条 件 a, as ，…，ap-1 的 递 推 关系 (6. 25) 式 的 
唯一 解 ， 如 果 特 征 根 是 互 不 相同 的 ， 那么 我 们 只 需要 确定 一 般 解 中 的 常量 和 1，42，…，2p 的 值 ， 
使 其 满足 这 一 初始 条 件 。 我 们 来 看 如 何 确定 这 些 常量 ii， 在 (6. 29) 式 中 ,每 一 个 解 都 有 形式 
an = A12" + A23". 
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现 有 我 们 有 
ao = 212° +423° al = 212! +423). 
所 以 ,根据 ao 二 1，al 二 1， 我 们 得 到 下 面 的 方程 组 : 
加 十 和 
2 十 312 一 1. 
这 一 方程 组 有 唯一 解 二 2， 福 二 一 1， 因 此 ， 因 为 a1 隆 az， 所 以 满足 给 定 初始 条 件 的 (6. 29) 式 的 
唯一 解 是 ao 一 2。2" 一 3". 
一 般 过 程 的 处 理 与 本 例 相 同 ， 如 果 通 过 (6. 32) 式 来 定义 ae， 我 们 使 用 ao ，ai ，…，ap-1 的 初 
始 值 来 建立 关于 p PAM AL, A2, ty Ap 的 Pp 个 联 立方 程 组 ， 可 以 证 明 如 果 a, a, e ap 互 
不 相同 ， 那 么 这 一 联 立方 程 组 总 有 一 个 唯一 解 。 这 一 事实 的 证 明 实际 上 是 定理 6. 1 余下 部 分 的 证 
H, 我们 现在 给 出 其 证 明 . 
我 们 通过 给 出 定理 6. 1 陈述 的 一 个 大 致 证 明 来 结束 本 小 节 ， 即 如 果 特 征 根 a1，az，…，ap 是 
互 不 相同 的 ， 那么 递 推 关 系 (6. 25) 式 的 每 一 个 解 对 于 某 些 常量 A1，X2，…，4Xp 昌 都 有 (6. 32) 式 的 
形式 ， 假 设 


bn = Aral + Azad +++ + Apa, 
是 (6. 25) 式 的 一 个 解 ， 使 用 初始 条 件 boa, bia, =, bo- 二 ap-1， 我 们 有 
Matite tap =a 1] 
Arai 十 12a2 + + Apap = a 
Aral +Azag ++" + Apa = az (6. 33) 


Aaf’ +d2ah 十 … 十 Mpa 人 = api. 
方程 组 (6. 33) 是 关于 p 个 未 知 数 X1，42，…，2s 的 户 个 线性 方程 组 ， 现 在 考虑 该 方程 组 (6. 33) 
式 的 系数 矩阵 . 


a a ab 

fo mt 
SAEPE TUDE BELA fE Ah RAAF A (Vandermonde determinant). TEILEN., WIRI 
行列 式 是 由 下 面 所 有 项 w 一 ci 的 积 给 出 的 ， 其 中 1<i<j<p: 

Al (aj — ai), 
因为 m ，uz o ap 是 互 不 相同 的 ， 所 以 行列 式 不 等 于 0， 因 此 ，(6. 33) 式 的 方程 组 存在 唯一 解 
入，h2，…，Xhp， 因 此 ,我 们 看 到 有 初始 条 件 ao，al，…，ap-1 的 递 推 关 系 (6.25) 式 有 形 如 
《6. 32) 式 的 解 ， 现 在 ， 有 这 些 初始 条 件 的 递 推 关系 只 有 一 个 解 ， 因 此 它 必须 是 这 样 的 形式 、 这 就 
是 完整 的 证 明 . 
6.2.2 $ k 个 斐 波 那 契 数 的 计算 
让 我 们 使 用 另外 一 个 例子 说 明 这 一 方法 ， 即 可 波 那 如 数 的 弟 推 关系 (6. 11) 式 ， 在 这 里 我 们 重 
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复 这 一 递 推 关系 : 
Fy = Fe + Fr-2. (6. 34) 
RE, p=2 Hasol HERE z? 一 x 一 1=0， 根据 二 次 公式 ， 这 一 方程 的 根 ， 即 特征 根 
Æ ay =(1+V5)/2, az 一 (1 一 5)/2， 因 为 m 天 aa ， 所 以 一 般 解 是 
a (248) a(z. 
初始 条 件 Fo 二 Fi 一 1 给 出 我 们 两 个 方程 : 
Ate 一 1， 


ai (SE) (158) = 1. 


求解 关于 Ar 和 32 的 联 立方 程 组 得 到 
a = (45%). de =- (45%), 
因此 ， 在 给 定 的 初始 条 件 下 ，(6. 34) 式 的 解 ， 即 第 上 个 斐 波 那 契 数 由 下 式 给 出 ， 
k _ VIE 
Er Ere Te 


或 


了 (6. 35) 


le eto aa 


其 中 r 就 是 6.1. 2 节 的 黄金 比例 ， 在 6. 3 节 的 练习 8 中 ， 我 们 使 用 生成 函数 推导 这 一 结果 . 


【 例 6. 12 信息 传输 期 间 ( 再 探 例 6.5)】 我 们 注意 到 递 推 关 系 (6. 9) 式 和 (6. 34) 式 是 相同 的 ， 芭 
外 ， 它 们 的 初始 条 件 也 是 相同 的 .因为 Fi=1, Fe=2, 而 Ni=1 和 Nz 一 2， 又 因为 相同 原因 ， 我 
们 取 Fo 等 于 0， 即 为 了 维持 这 一 递 推 关系 对 于 一 2 也 成 立 ， 我 们 取 No 等 于 0， 现 在， 正如 我 们 
早 前 所 观察 的 那样 ， 如 果 我 们 已 知 有 互 不 相同 的 特征 根 和 初始 条 件 mg ，a ，…，ap-1 的 递 推 关系 
(6. 25) 式 ， 那 么 其 解 唯一 确定 ， 因 此 ， 由 此 得 出 对 于 所 有 过 0，N 必须 等 于 F,， 所 以 我 们 可 以 使 
用 (6. 35) 式 计算 Nt， 根据 这 一 结果 不 难 证 明 例 6. 5 定义 的 Shannon 容量 可 以 由 下 式 给 出 : 


C= lowe (14), m 


6.2.3 重 根 的 情况 
考虑 递 推 关系 

an 一 6an-1 — 9an-2, (6. 36) 
其 中 ao 二 1，al 二 2， 其 特征 方程 是 式 一 6z 十 9 二 0, 或 (zx 一 3)? 二 0。 两 个 特征 根 是 3 和 3, 即 3 是 
重 根 ， 因 此 ， 不 能 运用 定理 6. 1 的 第 二 部 分 . 尽管 3" 是 (6. 36) 式 的 解 还 成 立 ， 且 X13" 十 A23" 总 
是 一 个 解 也 成 立 ， 但 是 (6. 36) 式 的 每 一 个 解 都 有 X13" +203" 的 形式 不 再 成 立 ， 特 别 地 ， 不 存在 
这 样 的 满足 我 们 所 给 初始 条 件 的 解 .因为 这 些 条 件 给 出 我 们 下 面 的 方程 : 

Ata =1, 
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3a +3a2 一 2. 

不 存在 满足 这 两 个 方程 的 A A Az. 
假设 a 是 重 数 为 x 的 特征 根 ， 即 作为 特征 方程 的 根 它 出 现 正好 wu 次 .那么 , 事实 表明 ， 不 仅 

an 一 on 满足 递 推 关 系 (6. 25) 式 ， 而 且 an=na", an=n a", an =n" a" 也 满足 (6. 25) 式 (参见 
练习 29 和 练习 30)， 在 我 们 上 面 的 例子 中 ，3 是 重 数 u=2 的 特征 根 ， 所 以 an =3" K an =n3" 都 
是 (6. 25) 式 的 解 ， 另 外 ， 央 为 解 的 加 权 和 仍然 是 解 ， 且 因为 us 一 3"，w 一 23" 都 是 解 ， 所 以 a= 
413" 十 A2n3" 也 是 解 ， 使 用 a% 的 表达 式 和 初始 条 件 ao 二 1 和 ai 二 2， 我 们 得 到 方程 

=l, 

3d. +3d2 = 2. 


这 一 联 立方 程 组 有 唯一 解 n=l, =E. Mik, an 一 3" 一目。n，3" 是 有 初始 条 件 ao = 1 且 


a) =2 的 递 推 关系 (6. 36) 式 的 一 个 解 。 因 此 这 是 唯一 解 . 
这 一 过 程 扩展 如 下 ， 假 设 递 推 关系 (6. 25) 式 有 特征 根 m az, es ags HIER ai 的 重 数 
为 wi， 那么 下 列 各 项 : 
af ret neat, nn lat ,ag yrds? ad e+ ,nl ag ,es 
a snag ona n“ an 
必定 都 是 这 一 递 推 关 系 的 解 让 我 们 称 这 些 解 为 基础 解 (basic solution)， 总 共有 p 个 基础 解 。 我 们 
把 少 个 基础 解 分 别 记 为 种， 名 ，…，pb。 因为 解 的 加 权 和 仍然 为 解 ， 对 于 任意 常量 Di ，)2 ，…， 
àp FERRER: 
an = Aib + debe + +H Apbp 
也 是 这 一 递 推 关系 的 解 ， 根 据 用 于 定理 6. 1 的 证 明 的 类 似 方 法 ， 可 以 证 明 ， 对 于 某 些 常 量 和 1， 
42，"…，Xp， 这 一 递 推 关系 的 每 一 个 解 都 有 这 样 的 形式 . 
定理 6.2 假设 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 (6. 25) AA RBM bi, bo =. bp MBA. MPH 
些 常量 M1，hM2，…，hMp， 其 一 般 解 由 下 式 给 出 : 
an = A1b +2obe ++ + Apbp. (6.37) 
满足 初始 条 件 co ，al ，…，ap-1 的 唯一 解 可 以 通过 在 (6. 37) 式 中 设 n=0, 1, +, p—l, 并 
得 到 关于 p TRARA, Azs ees Ap 的 个 联 立 方程 而 进行 计算 . 
为 了 说 明 这 一 计算 过 程 ， 考 虑 递 推 关系 
an = Tan-1 一 16an-2 + 12an-3, (6. 38) 
qo 二 1，al 二 2，az 二 0。 那 么 特征 方程 是 
了 一 7z2 十 16z 一 12 =0, 
因 式 分 解 成 (z 一 2)(z 一 2)(z 一 3) 一 0 所 以 特征 根 是 m 一 2， 其 重 数 ma 二 2，as 二 3， 其 重 数 we 一 1， 
因此 ，(6. 38) 式 的 一 般 解 有 下 面 的 形式 ， 
an = Alaf + Azma] + Asay 一 A12" + Azn?" +33". 
S n=0, 1, 2, 我们 得 
ao =A +a3=1, 
ay = 2a +222 +3as = 2, 
az = 441 +842 + 923 = 0. 
这 一 方程 组 的 唯一 解 是 A1 二 5， hz 二 2， hs 二 一 4.。 因 此， 有 给 定 初始 条 件 的 (6. 38) 式 的 唯一 解 是 
an 一 5。2" 十 2。n2n 一 4。3". 
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本 节 练 习 

1. 下 列 递 推 关系 中 哪些 是 线性 的 ? 
(a) ay =5an-1 +2an-2 +3 (b)b, = 30,1 + 9bq—2 + 18b. -3 +32b, 4 
(Oc =2len-2 H4cn-s (d)d,=16d,-ı —12d, -2 
Ce)en,=24en-: + 2202-2 (Dfa=nfa-i + fa- 


(Dg =r Bae (Wh, =8h,-3 +81 
(ii, =5i,-1 十 3"io-z 


2, 练习 1 的 递 推 关系 中 哪些 是 齐 次 的 ? 
3. 练习 1 的 递 推 关系 中 哪些 是 常 系数 的 ? 
4. 使 用 (6. 35) 式 对 于 k=2, 3, 4, 5, 6, THF F 的 值 . 
5. 确定 下 列 每 一 个 递 推 关系 的 特征 方程 . 
(a)0,=—2aq~1—ay-2 (Dh = Tbr: + 18b5~2 
(ee 一 3c-i 十 18c-: 一 7co- (dd, =81d, -+4d,-s 
(oder dey Df =fr +3 fan 
(8) B= 1880-7 (hh, =9ha -2 
(ig in tig 2 Ags Din = 2jn1 + 9jq-2— 18 jn 
(Oh, = 1 My -1 +22k, 2 +11k, -3 — 33k, -i (366) 


6. 对 于 练习 5， 确定 (a)、(b) 、(e) 、(f) 、(h) 、(D 和 (j) 的 递 推 关系 的 特征 根 . [提示 : 2 OMG AMM. ] 


T. (a) 证 明道 推 关系 a, = Sean TAA BA. 
(b) 证 明 如 果 我 们 知道 a。=20， 那 么 这 一 递 推 关系 有 唯一 解 . 
8. 使 用 特征 根 方法 求解 下 列 递 推 关系 . 
(a)dy=6dq—1 ao=5 (bii =i, th 二 1( 这 是 例 6. 1) 
9. 考虑 递 推 关系 a, 二 154,-, 一 44a,。-:， 证 明 下 列 各 序列 是 解 . 
(OC) Be (own) (ayant!) 
10. 对 于 练习 9， 下 列 各 序列 哪些 是 解 ? 
(a)(—4") (a+) (o)(3 + 4" +12 + 11") 
(d)(nt") (ea) DUD 
11. 考虑 递 推 关 系 一 7b-, 一 10b_-:， 下 列 各 序列 哪些 是 解 ? 
(a)(2") (b52) (ec)(2 十 7) 
《d)(2 —5) (e(2- +54) 
12. 使 用 特征 根 方法 并 在 下 面 的 初始 条 件 下 ， 求 解 练习 5 中 的 下 列 递 推 关系 . 
(a) 练 习 5(a)，a 一 2，a 一 2 《b) 练 习 5(b), bh 一 0, bh 一 8 


(ORIS, = 一 1, a=1 (MRA SD, fo=fi=2 
(eo) FI 5h), ho=4, hr =2 (DHF 5G), io=0, 
(DAA 5G), jo h=l, j=0 
13. 假设 在 例 6. 5 H, a 的 传输 需要 2 个 单位 时 间 ， 而 5 的 传输 需要 3 个 单位 时 间 ， 求 解 N,。 
14. 求解 6. 1 节 练习 18 中 的 产品 销售 问题 中 的 c.， 假 设 m 一 0，a 一 1. 
15. 使 用 (6. 35) 式 ， 检 证 6. 1 节 练习 29 的 结果 . 
16. 使 用 (6. 35) 式 ， 检 证 6. 1 节 练习 30 的 结果 . 
17. 考虑 递 推 关系 om 一 一 av- 
GHEH i 和 一 i 是 特征 根 (注意 : i= VD. 
Cb) FPF Ci") EARS? 
《序列 C2? 十 (一 DD") 又 如 何 ? 


246 第 二 部 分 HRA 


18. 


19. 


20. 
21. 


22. 


23. 


24, 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


(DP ao =0, a: 
考虑 递 推 关系 a 
(a) 确 定 一 般 解 . 
(b) 假 设 a。 一 0、al 一 5， 确 定 这 一 递 推 关系 的 唯一 解 . 

考虑 递 推 关系 ,一 4F,1 一 4F,-:， 证明: 存在 一 个 多 重 特征 根 *， 并 证 明 对 于 初始 条 件 Pol, F= 
3， 不 存在 常量 hi; 和 ji， 使 得 对 于 所 有 的 ”都 有 下。 一 ho +220". 

假设 (as) 和 (os) 是 递 推 关系 (6. 25) 式 的 两 个 解 ， 且 ine + ZEEE. 25) RAIS? 为 什么 ? 
BBa), (aL) Ia) BEX K (6. 25) KAY = 十 ad 十 haaz，() 一 定 是 
(6. 25) 式 的 解 吗 ? 为 什么 ? 

考虑 递 推 关系 


1 


确定 这 一 递 推 关系 的 唯一 解 . 


an = ga — 27ay-2 十 27a 3: 
证 明 下 列 每 一 个 序列 都 是 它 的 解 . 


(a)(3") (b)(n3") Co) 3") 
(d)(3 + 3") (eo) 3" +3") (9D(4。3" 十 8。n3" 一 下 3 ) 
考虑 递 推 关 系 

a, = 3a- — By-2 + ya, 
证 明 下 列 各 序列 都 是 它 的 解 . 
WA, h l, =) Cb)(O, 1, 2, 3, +) (OC0, 1, 4, 9, od 
考虑 递 推 关系 


ba = bi — 24b,-2 + 20b,-3- 
证 明 序列 (2")，(n2") 和 (5") 都 是 它 的 解 . 


,考虑 递 推 关系 
= 13c-, 一 60c-: + 112-3 一 64c 
证 明 下 列 各 序列 都 是 它 的 解 . 
(a) (2, 2, +) (b)(3 + 4) Co) 4 Ra ERE) 
dia +1) Ce) (kd — 11) 


确定 下 列 各 递 推 关 系 在 给 定 初始 条 件 下 的 唯一 解 . 

(a) 练 习 22 的 递 推 关系 ， 初 始 条 件 为 mw 一 0，a 一 1，az 一 1. 
(b) 练 习 23 的 递 推 关系 ,初始 条 件 为 ao 
(OMJ 24 的 递 推 关系 ， 初 始 条 件 为 三 1，hh 二 2，b =O. 

(dd) 练习 25 AUB HERA, DARFA coc, 二 0，c2 二 10，cs 一 0. 

在 给 定 初始 条 件 下 求解 下 列 各 递 推 关系 . 

(aa, =10an-1—25an-2» ao=l, ai =2 

(Dh = 14b: —496 -2, by =O, b= 10 

一 15c-: 十 7c-:，a=0， ，c 一 2[ 提 示 : z 一 1 是 一 个 特征 根 ]. 

1 40d,—2 +36dy-3 6 d= 一 0[ 提 示 ， z 一 2 是 一 个 特征 根 ]. 

(oder = 10er- —37er-2 + 60ers — 36er- =e. =e =O, ey 一 5[ 提 示 : zx 一 2 和 z=3 ERER]. 

在 给 定 初始 条 件 下 求解 下 面 的 递 推 关系 . 

一 一 20. :一 0 a =0, a =l, a=2, a=3. 

[提示 : z=i 和 二 一 i 是 特征 根 . ] 

假设 a 是 递 推 关系 (6. 25) 式 的 特征 根 ， 且 a 有 重 数 2。 证 明 (a*) 和 (na") 是 (6.25) 式 的 解 [提示 : 如 果 
C(z) 一 0 是 特征 方程 ， 那 么 对 于 某 个 多 项 式 D(z)，C(z) 一 (x 一 a)?* D(x). 如果 C.(z)=z-?C(z), 证 
明 a 是 导数 C'(z) 的 根 .使 用 a 替换 方程 C(x) 二 0 中 的 x, 证明 (wa") 是 (6. 25) 式 的 解 ]. 

(a) 假 设 是 递 推 关 系 (6. 25) 式 的 特征 根 ， 且 a 的 重 数 为 3. 证明 (a")、(na") 和 (ma") 是 (6.25) 式 的 解 . 


第 6 章 BRR 247 


[提示 : 注意 C(z) 二 (x 一 a)?D(z) 这 一 事实 ,扩展 练习 29 的 论证 .考虑 C. (2) = 2 °C(2), 
Au(z) 一 zC1(z) 和 B.(z) 一 zA4(z)， 通 过 考虑 A。(z) 一 0， 证 明 (ze ) 是 解 ， 通 过 考虑 B,(z) 一 0 证 
明 (na") 是 解 . ] 

(OHF a EER u 的 特征 根 ， 扩 展 上 面 的 结果 . 


6.3 使 用 生成 函数 求解 递 推 关系 
6.3.1 方法 

求解 递 推 关系 的 另 一 个 方法 是 使 用 第 5 章 所 讨论 的 生成 函数 的 概念 .假设 G(z) 是 序列 (ak) 
的 普通 生成 函数 ， 即 

Gx) = Y azt, 

我 们 尝试 通过 确定 它 的 生成 函数 来 确定 (ak ). 特别 地 ， 如 果 我 们 有 ax 的 递 推 关 系 ， 这 一 技巧 就 
REM xt 乘 以 这 一 递 推 关系 的 两 边 ， 然 后 取 和 ， 这 给 出 用 于 推导 G(x) 的 表达 式 . 

【 例 6. 13 小 麦 数 量 ( 再 探 例 6. 1)】 我 们 利用 例 6. 1 的 递 推 关系 说 明 这 一 方法 ， 

tes = Rte. (6. 39) 

初始 条 件 是 n=l. HFR, to nner. 然而， 通常 把 我 们 的 序列 考虑 成 从 第 0 项 开始 


比较 便利 ， 因 此 ， 如 果 这 一 序列 的 前 项 是 未 知 或 没有 给 出 ， 我 们 就 尝试 着 根据 递 推 关系 定义 它 
们 ， 特 别 地 ， 下 面 的 定义 符合 (6. 39) 式 ， 


(4 ) 的 普通 生成 函数 是 
Ga) = 之 有 


为 了 推导 C(z)， 我 们 从 2+ 乘 以 递 推 关系 (6. 39) 式 的 两 边 开始 ， 得 到 
ri = 20kr4， 


于 是 ,我们 求 和 日 ， 得 到 
È ant =Ù tzt, (6. 40) 


(6. 40) 式 的 右边 是 2G). HA 它 的 左边 是 什么 呢 ? 我 们 尝试 把 (6. 40) 式 化 简 成 包含 C(z) 的 表 
达 式 ， 注 意 


D nr =n +r ia + 
名 


[i 


al ale al- 


Cart tex? +1323 +++) 


to + txt tex? +i ++) -t 


m 


[G(x) — to]. 
因此 
5 nun = X2, (6.41) 


O 这 个 求 和 是 对 递 推 关系 成 立 的 所 有 上 的 值 求 和 ， 在 某 些 情况 下 ， 从 一 1 或 人 一 2 等 开始 求 和 更 好 或 更 合适 . 
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等 式 (6. 40) 和 (6. 41) 给 出 等 式 : 
G@) —t ,G07). 
=z 


这 一 等 式 ， 即 G(z) 的 函数 等 式 (functional equation) 可 以 用 于 求解 G(xz)。 稍 微 使 用 一 点 代数 变换 
可 以 得 到 


= to 
G@ =~" 


因为 我 们 已 计算 出 6 一 吉 ， 所 以 我 们 有 

Gw = $a-22), 
知道 了 G(x)， 我 们 可 以 根据 它 计算 出 想 要 的 u 值 ， 如 果 我 们 展开 C), WAN 4 就 是 其 中 的 
zh 的 系数 ， 我 们 又 如 何 展开 GOR? 有 两 个 方法 ， 最 容易 的 一 种 方法 是 对 于 | y | <1 利用 恒 等 


式 [参见 等 式 (5. 2)]: 
1 


ltyt¥tety teak, (6. 42) 
这 样 做 给 出 下 面 的 结果 ， 
Gla) = LEIH (22) + (22)? ++ n+], 
或 
Gla) = Fp xt 2a? poe H 2n an fon, 
换 句 话说 ， 
= 21, 
这 与 我 们 早 前 的 计算 相同 ， 展开 G(z) 的 另 一 种 方法 是 使 用 二 项 式 定理 (定理 5. 3)， 我 们 把 这 一 
方法 的 具体 形式 留 给 读者 自己 去 完成 . a 
【 例 6. 14 合法 代码 字 { 再 探 例 6.4)】 我 们 利用 下 面 给 出 的 例 6. 4 的 递 推 关系 说 明 这 一 方法 ， 
ans = Zar +4. (6.43) 
使 用 其 普通 生成 函数 


Ga) = X) azt, 

我 们 知道 a1 =3， 根 据 这 一 递 推 关系 ， 可 以 推导 出 ao ， 即 使 ao 没有 定义 ， 我 们 得 到 

al 一 2ao + 4°, 

3 =2a +1, 

ao =1. 
现在 ， 我 们 使 用 ot 乘 以 递 推 关系 (6. 43) 式 的 两 边 并 求 和 ， 得 到 

Sant azt + D) tiat, (6.44) 
(6. 44) 式 的 左边 由 下 式 给 出 : 
LY anat = 1 (609 — a] = LLG —11. 


工 全 


因此 ， 我 们 得 到 
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二 [cc —1] = 260) + Saat. (6.45) 
根据 恒等式 (6. 42) ， 我 们 重 写 上 式 为 
Liew —1] = 2GCD 十 这 二 
根据 这 一 函数 等 式 ， 通 过 简单 的 代数 变换 可 求解 G(x)， 我 们 得 到 


= 工 
Ga) 一 1 = 7 
G(z)(1 一 2z) = 
G(x) = Ain ion): 
poet cae aa 8:40) 


上 式 给 出 (at) 的 生成 函数 ， 我 们 如 何 确定 a R? 展开 (6. 46) 式 右边 的 第 一 项 就 足够 了 ， 我 们 可 
以 通过 部 分 分 数 方法 展开 第 二 项 . 信 即 对 于 适当 的 a 和 5b， 右边 的 第 二 项 可 以 表示 成 如 下 形式 : 


a , b 
1 一 2z 1 一 4z 
我 们 计算 得 到 
1 1 
a=-F, 653 
因此 ， 
ees £ i $ 
ait 2 Wk 2 
t+ se) 
为 了 展开 (6. 47) 式 ， SDE CRB ES 42), ie 
GX = 5 P (E2 +5 rŠ uan. 


Eie, + 的 系数 由 下 式 给 出 : 
a = Feet Lope, 
特别 地 ， 我 们 可 以 检验 6. 1 节 中 的 计算 ， 我 们 有 
a= a +? = 10, 


o+ ta» = 36. 


EEE ES pee) 5.5 节 的 方法 直接 计算 ax 的 指数 生成 函数 . 
e 


【 例 6. 15 车 多 项 式 S】 在 例 5. 10 和 例 5. 14 中 ， 我们 介绍 了 车 多 项 式 ， 并 陈述 了 把 棋盘 B 
的 车 多 项 式 的 计算 化 简 成 更 简单 的 "棋盘 车 多 项 式 的 计算 的 一 个 结果 .这 里 我 们 陈述 另 一 个 这 
样 的 结果 .假设 ;是 棋盘 B 的 任意 一 个 深 色 格 . 设 B, 是 由 BB 通过 禁止 s( 使 其 成 为 浅 色 ) 得 到 的 ， 


日 ”对 此 方法 的 讨论 参见 大 多 数 微 积分 教材 . 
日 ”如 果 读 者 跳 过 了 第 5 章 ， 那 么 本 例 可 以 跳 过 . 
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TE B EhB 通过 禁止 所 有 格子 与 * 同行 或 同 列 而 得 到 的 .图 6. 7 给 出 一 个 棋盘 B， 一 个 格子 
s， 以 及 棋盘 B, M Bs. 


图 6.7 一 个 棋盘 B, 一 个 格子 s[(3，3) 的 格子 ]， 
以 及 由 棋盘 B 和 格子 * 得 到 的 棋盘 B, MB, 


注意 , 为 了 把 k 二 1 个 车 放置 在 B 上 ， 我 们 或 者 使 用 格子 s 或 者 不 使 用 格子 *， 如 果 我 们 不 使 
用 格子 s， 我 们 必须 把 个 车 放 沉 在 B; 的 格子 上 ， 如 果 我 们 使 用 格子 *， 那 么 我 们 仍 有 A 一 1 个 车 
需要 放置 ， 我 们 可 以 使 用 除 那些 与 ;在 同一 行 或 同一 列 之 外 的 B 的 任意 深 色 格子 ， 即 我 们 也 可 以 
使 用 B; 中 的 任意 深 色 格子 ， 因 此 ， 根 据 第 2 章 的 加 法 规则 ， 对 于 k=1， 我 人 有 下 式 : 


ra (B) = ra (B) +r- (Bs). (6. 48) 
如 果 我 们 用 + 乘 以 (6. 48) 式 的 两 边 ， 并 对 所 有 k> 求 和 ， 我 们 求 得 
> re(B).xt = Dy ra(B,)x* + > re-i (BY) 24, (6. 49) 


(6. 49) 式 的 左边 的 项 正好 是 
R(z,B)—ro(B) = R(z,B)—1, 
因为 对 于 所 有 B， 有 ro(B)=1. (6. 49) 式 右边 的 第 一 项 是 
R(x,B,) 一 m(B,) = R(x,B,) — 1. 
而 其 右边 第 二 项 等 于 
>>) re (Bat =22 ra(B')zt = 2R(2,B,). 
因此 ，(6. 49) 式 给 出 下 式 : 
R(x,B)—1= R(z,B,)—1+zR(z,B'), 
或 
R(z,B) = R(z,B,) + zR(z,B’). (6. 50) 
把 这 一 结果 应 用 于 图 6. 7 的 棋盘 B 留 作 练习 (练习 27). | | 
前 面 三 个 例子 所 使 用 的 方法 可 以 用 于 求解 各 种 递 推 关系 .对 于 类 似 于 (6. 25) 式 这 样 的 常 系数 
线性 齐 次 递 推 关系 总 是 可 行 的 S， 其 结果 将 给 出 如 下 形式 的 生成 函数 G): 


pia) 
q(x)” 


其 中 p(z) 是 阶 小 于 p 的 多 项 式 ， 而 g(x) 是 阶 为 p 且 常 数 项 等 于 1 的 多 项 式 [ 多 项 式 p(x) 和 
gq(z) 可 以 用 递 推 关 系 (6. 25) RA AM crs cov vrs cp 和 初始 条 件 ao，al ，…，ap-1 来 表示 . 对 
于 细节 可 以 参见 BrualdiL1999] 或 练习 25]. WR 9(z) 的 所 有 根 都 是 实数 ， 那 么 可 以 使 用 部 分 分 
数 方法 把 p(z)/g(z) 表 示 成 形 如 下 面 的 项 的 和 : 


a 
d= pe" 


O ”初次 阅读 时 本 小 节 的 余下 内 容 可 以 跳 过 
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其 中 上 是 正 整数 ，c 和 有 是 实数 . 于是， 可 以 使 用 二 项 式 定理 展开 项 


—— 
aan 
得 到 
at Àl e= Trat, (6.51) 
也 可 以 使 用 Bx 取代 推论 5. 4. 1 中 的 2 KLEE BIKAR. 
如 果 g(z) 有 复 根 ， 那 么 可 以 使 用 部 分 分 数 法 把 PCz)/9(z) 表 示 成 如 下 形式 的 项 的 和 : 


a axr+b 
(a—6)t 或 (2@+atd)’ 


其 中 1 是 正 整数 ，a, b, 和 d 是 实数 .前 者 的 项 可 以 变 成 下 面 的 形式 ， 
amr 
而 后 者 的 项 可 以 通过 对 分 母 做 完全 平方 ， 然 后 再 使 用 下 式 的 展开 式 来 加 以 处 理 ; 
1 


我 们 省 略 其 细节 . 
6.3.2 错位 排列 
FE. 我们 使 用 本 节 的 技巧 推导 元素 错 位 排列 的 数量 Dy 的 公式 .我 们 有 下 面 的 递 推 
KR: 
Dati = n(Dy-1 + Da), (6.52) 
其 中 ，n 宇 2， 我 们 已 知 D=1 和 Di =0. 因此， 使 用 递 推 关 系 (6. 52) 式 ， 我 们 推导 出 Do 二 1， 因 
为 pp=1，(6. 52) 式 对 "过 1 成 立 ， 递 推 关系 (6. 52) 式 不 是 很 方便 ， 因 为 它 用 De M Dr- AR 
Davie 使 用 某 种 代数 处 理 可 以 把 (6. 52) 式 化 简 成 下 面 的 递 推 关系 : 
Dati = (n+ DD, + D+H, (6. 53) 
其 中 ，n 宇 0， 对 于 这 一 事实 的 详细 论证 ， 请 看 本 小 节 的 最 后 部 分 . 
让 我 们 尝试 着 计算 下 面 的 普通 生成 函数 ; 
Gx) = Ñ Dra". 
我 们 用 2" 乘 以 (6. 53) 式 并 求 和 ， 得 到 下 式 : 
È Dia = D a+ DDr" + DD. (6. 54) 
(6. 54) 式 的 左边 是 
1 


工 [cc 一 pi] = tew- t. 
z z z 
使 用 恒等式 (6. 42)，(6. 54) 式 右边 的 第 二 项 变 成 
=p Dr = Doo 1h 
最 后 ，(6. 54) 式 右边 的 第 一 项 可 以 重 写成 如 下 形式 : 
Sy max + DF Daa" = 25) Dae! + Y? Dr = 16" (2) +602). 
因此 ，(6. 54) 式 变 成 
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376) 


tem -t=26'm+em-L, 
= ls 


或 
La Pee eae! S 
catla) = ae 
等 式 (6. 55) 是 线性 一 阶 微分 方程 ， 遗 憾 的 是 ， 它 不 容易 求解. 


可 以 证 明 ， 如 果 我 们 使 用 下 面 的 指数 生成 函数 取代 普通 生成 函数 的 话 ， 递 推 关系 (6. 53) 式 相 
HERRE. 


(6. 55) 


HD=D D, Z7. 
nl 
为 了 确定 Ha), 我 们 用 zx"*1/(n 十 1)! 乘 以 (6.53) 式 ,并 求 和 ， 得 到 
= rn oS ntl SV dye ttl 
>» Den GFDI = D a+DD, GFDIT ÈC DH oor (6. 56) 
(6. 56) 式 的 左边 是 


H(2) — Do = H(z) — 1. 


而 右边 第 一 项 是 
È DET = 2D DZ = Ha). 
右边 第 二 项 是 
2 
-pfit 


即 e-* 一 1[ 参 见 (5.3) 式 ]， 现 在 等 式 (6.56) 变 成 
H(z)—1= zH(z)+e7-1, 
因此 ， 有 


Ha) = 
我 们 可 以 把 上 式 展开 得 到 D。， 它 就 是 x"/n! 的 系数 ， 把 五 (z) 写 成 ez(1 一 z)-1， 我 们 得 到 下 面 
的 表达 式 : 
Hla) = [-:+5- E+ mJ tatat te] (6.57) 
很 容易 直接 看 出 
H(z) = Sep -4+ nate tops), 
因此 a/n! 的 系数 变 成 
D = at[1— ty hteo] (6.58) 
等 式 (6. 58) 与 我 们 早 前 的 公式 (6. 14) 一 致 . 

从 H(z) 推 导出 Du 的 另 一 种 方法 是 ， 通 过 观察 可 知 ，H(z) 是 序列 (c,) 的 普通 生成 函数 ， 而 
(cx) 是 序列 (一 1D"/nl) 和 (1，1，1,，…) 的 卷 积 .因此 ，H(z) 是 (n! cn) 的 指数 生成 函数 ， 从 
H(z) 推 导出 D 的 第 三 个 方法 将 在 练习 20 中 加 以 说 明 . 

我 们 以 推导 递 推 关系 (6. 53) 式 来 结束 本 小 节 . 注意 ， 根 据 (6. 52) 式 ,我 们 有 

Dui — (n+ DD, =Da+ —nD, — Dy = nD — Dy =— CD, —nD, 1]. 
因此 ， 我 们 得 出 ， 对 于 所 有 j 宇 1,，k 宇 1， 
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(DID; ~—jDi1] = (~ Dt[D: — kD]. 
现在 有 
~—D[D—2Dj=101—0=1. 
因此 ， 对 于 所 有 的 n0, A 
CDH [D — (n+ D Da] = @ DLD — 2D] = 1, 
根据 此 式 ， 对 于 所 有 的 nD0, (6.53) RMIT. 
6.3.3 ”生成 函数 的 联 立方 程 
在 6.1.4 节 ， 我 们 考虑 了 必须 使 用 三 个 序列 来 确定 满足 递 推 关 系 方程 组 (6. 19) 式 、(6. 21) 式 
和 (6. 23) 式 的 情况 ， 而 不 是 一 个 序列 ， 生 成 函数 的 方法 可 以 用 于 求解 递 推 关系 的 方程 组 ， 为 了 说 
明 这 一 点 ,我 们 首先 选择 co bo, co 使 得 (6.19) 式 、(6. 21) 式 和 (6. 23) 式 成 立 ， 使 用 al =2, 
b=1, a=1, 根据 (6.19) 式 、(6. 21) 式 和 (6. 23) 式 ， 我 们 有 
2= 2a +b + c0, 
l=b-0+l, 
o — by +1. 
这 一 方程 组 的 一 个 解 是 取 co 王 1， 如 一 co 一 0， 使 用 这 些 值 ， 我 们 可 以 假设 (6. 19) 式 、(6. 21) 式 和 
(6. 23) 式 对 于 k>O 成 立 . 
现在 我 们 用 zx 乘 以 上 述 每 一 个 方程 的 两 边 ， 并 对 于 从 0 到 == 求 和 ， 我 们 得 到 方程 组 : 


> arnat = 过 art + 3) bart + È czt, 
[= 
5 biriz = È baxt — È cxt 十 > dizh, 
= 名 


1 


Sanat = > cart — 5 nxt + DD dere, 
名 名 名 名 


如 果 方 程 
A(z) 一 > axt, B(x) = = birt 和 C(x) = D> caxt 
分 别 是 序列 (ax)， (6 和 (cu) 的 普通 生成 函数 ， 那么 我 们 有 
HAG) a] = 24) + BG) +E), 


LEB- w] = BD -CD +74. 
二 [cco 一 oa] = CD — Bd + 


使 用 ao=1， 如 一 co 一 0， 人 


AG) = Ap [Bw +2C@ +1], (6.59) 
ae a a pease 

B(x) = ao 20) +7], (6.60) 
pe ee z 

ow = yh B+) (6.61) 


从 (6. 60) 式 和 (6. 61) 式 容易 看 出 


Bia) = C(x) = (6. 62) 


377] 


378] 
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根据 (6. 59) 式 和 (6. GDR, A 


2zz 一 4z 十 1 
AW) = Gad — 4a) 


使 用 (6. 42) 式 ， 我 们 看 到 (6. 62) 式 蕴涵 着 
B(x) = C(x) = 5 lirit, 


因此 ， 对 于 A>0, H be=ca=4l, MF R=0, H aSa. HARBOE G. 63) 式 的 
右边 ,我 们 得 到 


(6. 63) 


nlr, 2 
AD = t+ Fe 


上 式 可 以 重 写 成 下 面 的 表达 式 : 
A(z) =14+7 trat 2 dirit 十 >) Derk, 
因此 ， 对 于 A>0， 有 办 一 多- 1 十 24-!1， 且 oo 一 1， 这 一 结果 容易 检验 ， 特 别 地 ， 我 们 有 az 一 
4 十 2 二 6, 这 与 我 们 在 6. 1. 4 节 中 所 得 到 的 结果 一 致 . 
本 节 练习 


提醒 读者 注意 ， 在 下 面 每 一 道 练习 中 ， 如 果 牛 成 函数 的 分 母 原来 有 复 根 ， 那 么 作为 答案 给 出 生成 函数 
RIAT. 
1. 使 用 生成 函数 求解 下 列 递 推 关系 . 

(a) 例 6. 2 中 的 (6. 5) 式 ， 初 始 条 件 是 /(1) 二 0. 


(b) 例 6. 3 中 的 (6. OR. Co) Bil 6. 3 中 的 (6. DR. 
2. 对 于 所 给 的 初始 条 件 ， 使 用 生成 函数 求解 下 列 递 推 关系 . 
(aJar =a +3, a= (bani =3a +2, ai =1 


(Janz =ars 2a, ao =O. a =l 

.使 用 生成 函数 求解 6. 2 节 练 习 12 中 的 每 一 个 递 推 关系 . 

. 对 于 下 列 每 一 种 情况 ， 假 设 C(z) 是 序列 (as ) 的 普通 生成 函数 ， 确 定 a 
2z+1 

U0 


(G(x) = (DG(7)= 


1 
(1 一 z)(1 一 3z) 


spt 2 2 i 
OGO =T Ta (DG) =Ga-srF1 
OC =a (O6W=s5- 
5. 使 用 6. 3. 3 节 的 结果 ， 验 证 6. 1. 4 节 中 我 们 得 到 的 关于 下 列 各 项 的 值 : 
(aay Dh Oa 
6. 考虑 6. 1 节 练习 18 的 产品 销售 问题 .假设 AC) = 可. 是 序列 (0) 的 普通 生成 孜 数 . 
(9) 对 于 ao 一 0，a1 二 1， 确 定 A(z). (b) 一 般 地 ,使 用 ao 和 ai 求 A(z). 


(©) 对 于 ao =a ， 把 你 的 答案 运用 于 (b) 证 明 a, 是 常量 . (根据 这 一 递 推 关系 ， 这 是 显然 的 . ) 
.对 于 6. 1 节 练习 21， 求 名. 
.本 练习 要 求 读者 利用 生成 函数 的 方法 推导 斐 波 那 契 数 第 上 项 的 公式 . 

(3) 定义 F-, 很 有 用 .利用 递 推 关系 (6. 34) 式 以 及 F 和 F 的 值 推导 出 F_, 的 适当 值 . 


(b) MUR Ga) = x Fiat 是 FF 的 普通 生成 函数 ， 通 过 用 A 乘 以 递 推 关系 (6. 34) 式 并 对 k 一 0 到 == 求 和 ， 
ro 


推导 出 G(z) 的 函数 等 式 . 
《c) 证 明 下 式 成 立 : 


po 
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Ga) = 


1 
= 
(OREI r 的 根 ， 并 利用 这 些 根 把 1 一 x 一 世 写成 (1 一 4x)(1 一 px) 的 形式 . 
《e) 利 用 部 分 分 数 法 把 


i 
(人 D 根 据 (e) 的 结果 ， 推 导 Fe HAR. 
9. 假设 对 于 n>1, G, 满足 下 面 的 方程 : 
Gn =G,+G, 
假设 G 一 3，G, =4， 使 用 生成 函数 确定 G, 的 公式 . 
10. 使 用 生成 函数 求解 例子 6. 7 中 的 递 推 关 系 (6. 10) 式 . 
11. 求解 下 面 的 递 推 关 系 : 
a = 2a4 +k+5, k> 0a = 0. 
12. 假设 对 于 050 FF ans = (n+ 16, Hao =O, WMR A(z) 和 B(x) 分别 是 (a,) 和 (6b,) 的 普通 生成 函数 ， 确 定 
包含 A(z)，B'(z) 和 B(z) 的 关系 . 
13. 假设 对 于 kt>0 有 
yer = Aye +B, 
其 中 A AB 是 实数 ，A 取 1 使 用 生成 函数 的 方法 确定 以 yo 表示 的 y 的 公式 . 
14. BREF k=O A 
nayan Hy 一 各， 
且 假设 有 xm 一 2， 一 1， 使 用 生成 函数 的 方法 确定 y. 
15. 假设 Y, 是 时 期 : 的 国民 收入 ， 根 据 Samuelson[1939]，Goldberg[1958] 推 导出 如 下 的 递 推 关系 : 
Y, =a +AYm Ym +1, 
其 中 2, a 和 有 EERM. Bit Y=2, Yı=3, a 一 1/2，B 二 1， 确 定 序列 (Y,) 的 生成 函数 . 
16. 对 于 a 一 2 和 有 4， 重复 练习 15. 
17.〈Goldberg[1958])Metzler[1941] 在 他 的 关于 存货 周期 的 著作 中 ， 研 究 了 为 销售 及 为 存货 而 进行 生产 的 
一 位 企业 家 在 第 + 个 时 间 周 期 的 生产 总 收入 i.， 他 得 到 下 面 的 递 推 关系 : 
ine — fis + Bic = we 
其 中 0, 且 B 是 0<B<1 的 常量 ，w 是 正常 量 ， 假 设 记 二 ii 二 0， 确定 序列 (i,) 生 成 函数 . 
18. 如 果 对 于 ">0 且 Co=1,， 有 
Cn = 2nC, + 2G, +2, 
EC. 
19. 求解 6. 1 节 练 习 37 中 推导 出 的 递 推 关系 . 
20, 通过 观察 H(z) 是 序列 (a,) 和 序列 (b ) 的 指数 生成 函数 的 积 ， 其 中 a 二 (一 1)* 且 久 一 如 ， 根 据 H(z) 的 
方程 (6. 57) 式 推导 出 D,， 使 用 5. 5 节 练习 18 的 结果 . 
21. 如 下 推导 D, 的 公式 . 
we 


确定 以 C, 表示 的 C++ 的 递 推 关系 . 
《b) 通 过 选 代 求解 C 的 递 推 关系 . 
(OWH C HARRE D.. 
22. 通过 6. 3. 3 节 的 方法 求解 6. 1 节 练习 22 的 递 推 关系 . 
23. 同时 求解 下 列 递 推 关系 : 


380) 


381 
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ari = Ay be Hen» nly 


"co, nly 
bey nh, 


n= 4 


满足 初始 条 件 a 一 b 二 ci 一 1. 

24.(Anderson[1974]) 假 设 (a,) 满 足下 面 的 递 推 关系 : 
m, = lasi + an-z) 

HP n>2, dose, a=2e. RAE AEE RK. 

(a iE BA A'a) =201+2) A(z). 

(b) 确 定 A(z)[ 提 示 : 回想 一 下 方程 六 (z) 一 Fz)]. 
25. 考虑 常 系数 线性 齐 次 递 推 关系 (6. 25) 式 ， 本 练习 探讨 使 用 特征 根 的 求解 方法 与 使 用 生成 函数 的 求解 方 

法 之 间 的 关系 . 

(a) 证 明 序列 (4,) 的 普通 生成 函数 G(x) 由 G(x)=p(z)/q(z) 给 出 ,其 中 

gD =1—ar—ar—"— cr 
和 
P(x) 一 ae 十 (ai 一 clao)z 十 (az 一 clal — erao)? +e 
+ lapi — crape — — cpio) 17, 
(b) 证 明 : MRa, as a, 是 特征 根 ， 那 么 有 
gx) = ar) arr) ar), 
且 q(z) 的 根 是 1/a ，1/as，…1/av- 

(c) 通 过 使 用 生成 函数 方法 求解 递 推 关 系 (6. 29) 式 来 说 明 这 些 结果 ， 并 与 6. 2.1 节 的 结果 进行 比较 . 

(d) 通 过 使 用 特征 根 方法 求解 递 推 关系 (6. 1) 式 来 说 明 这 些 结果 ， 并 与 6. 3. 1 节 的 结果 进行 比较 . 
26. 使 用 方程 (6. 50) 计 算 图 5. 6 中 的 棋盘 Bj AS R(x, By). 
27. 使 用 5. 1 节 练习 17 的 结果 、 例 5. 14 和 方程 (6. 50) 计 算 图 6. 7 中 的 棋盘 B 的 车 多 项 式 . 


6. 4 一 些 涉及 卷 积 的 递 推 关系 9 
6. 4. 1 简单 有 序 根 树 的 数量 

在 3.5 节 ， 我 们 已 注意 到 凯 莱 把 饱和 碳 氢 化 合 物 的 计数 问题 归 约 成 树 的 计数 问题 ， 这 里 ， 我 
们 讨论 一 个 相关 的 问题 ， 即 计数 简单 有 序 根 树 (simple，ordered，rooted tree)， 简 称 SOR 树 的 数 
量 问 题 ， 这 些 是 (无 标签 ) 根 树 合 ， 在 其 每 一 个 顶点 有 0 个、1 个 、 或 2 个 孩子 的 意义 下 是 简单 的 . 
同样 ， 它 们 是 有 序 的 ， 每 一 个 顶点 的 孩子 都 被 标识 为 左 (L) 或 右 (R)。 我们 如 下 区 分 两 棵 SOR 
树 ， 如 果 它 们 不 是 同 构 的 ,或 者 它们 有 不 同 的 根 ， 或 者 它们 有 相同 根 且 同 构 ,但 是 存在 一 个 不 同 
的 左 孩 子 或 右 孩子 ， 例 如 ， 图 6. 8 中 的 两 棵 SOR 树 是 不 同 的 ， 即 使 它们 同 构 且 有 相同 的 根 . 

我 们 设 w 是 个 顶点 的 不 同 SOR 树 的 数量 . 


根 根 
图 6.9 表明， 二 1，uz 二 2，wus 二 5， 习 惯 上 把 没有 
顶点 的 树 当 作 一 棵 SOR 树 ， 因 此 ， 我 们 有 w=1. L R L R 
假设 丁 是 一 棵 wn 十 1 个 顶点 的 SOR 树 , 且 n> | k 


0 那么 该 树 的 根 最 多 有 两 个 孩子 ， 如 果 项 点 c Mb 
分 别 是 一 棵 SOR 树 的 根 的 左 孩子 和 右 孩子 ， 那 么 用 6.8 AMATAN SORR 


日 ”本 节 的 四 个 小 节 是 相对 独立 的 ， 原 则 上 可 以 按 任意 顺序 阅读 ， 从 纯粹 的 教学 法 的 观点 看 ， 如 果 没 有 足够 的 时 间 阅 
读 全 部 四 个 小 节 ， 那 么 应 该 阅读 6.4 1 节 、6.4.2 节 、6.4.3 节 中 的 一 节 ， 最 好 是 阅读 6.4. 1 节 ， 然 后 阅读 6.4.4 节 . 
名 ”对 于 根 树 的 定义 ， 参 见 3. 6. 1 节 . 
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根 
e 


oS 


根 根 根 根 

> ANS 

Li Li ZN; R R 
图 6.9 一 个 、 两 个 和 三 个 顶点 的 不 同 SOR 树 


顶点 a Mb 自身 分 别 是 SOR BF TL 和 TR 的 根 ( 如 果 BRO 不 存在 ， 那 么 对 应 的 SOR 树 就 是 一 棵 
没有 顶点 的 树 )， 特 别 地 ， 如 果 Tr 有 7 个 顶点， 那么 TL 有 "一 7 个 顶点 ， 因 此 ,我们 有 下 面 的 
递 推 关系 : 
Unti = Woun + Wl un-l F uzun- +*+ unuo s (6. 64) 
其 中 n20. PRG. 64) 给 出 已 知 前 面 的 所 有 wi 的 值 (i<n) 时 ， 计 算 un+1 的 一 个 方法 . 
注意 ，(6. 64) 式 的 右边 来 自 于 一 个 卷 积 ， 特 别 地 ， 如 果 序 列 (w) 定 义 为 序列 (ww)* Cun), 
那么 
Wntl = Une (6. 65) 


BUC) = wz" 和 VOz)== wz" 分 别 是 序列 (us) 和 (ww) 的 普通 生成 函数 ， 那 么 根据 (6. 65) 
式 , 有 


> Unto = > Ur", 
因此 ji Š 

二 [udz 一 wm] = Vn, 
所 以 有 

tuw -1) = ve. (6. 66) 
但 是 V(z)=U(z)U(z)=U2(z)， 所 以 (6. 66) 式 给 出 下 面 的 等 式 : 

aU? (x) —U(2) +1 = 0. (6. 67) 


等 式 (6. 67) 是 U(z) 的 函数 等 式 ， 我 们 可 以 通过 把 未 知 的 U(z) 当 成 一 个 变量 y 来 求解 这 一 函数 等 
R. 假设 z 关 0， 我 们 对 下 面 的 方程 运用 二 次 公式 : 

ay?—y+1=0, 
并 求解 y>， 得 到 


y=U(x) = 


it Vi~ 4x (6. 68) 
2x j r: 


现在 ， 我 们 可 以 通过 展开 求解 .特别 地 ， 我 们 注意 到 ， 可 以 使 用 二 项 式 定理 (定理 5. 3) 展 开 
VI 一 4z， 给 出 下 面 的 展开 式 : 


38: 


384) 
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2 
ZT (一 4z)2 十 引 


(G1 一 4z)112 =1t4ean+2 Cigi 

1 

+P Joao ton 

对 于 nl, 2" 的 系数 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
a 4y(-4y(- 3). (ht 
[jo Nt z)( 7) (z z ) 


n 


Wonne] 


n! 


_ 一 2"[1。3。5。…。(2n 一 3)] 


n! 


ger mi 
n @—D! 

二 2 2"-![1.3。5。…。(2n 一 3)](m 一 1)1 
n Ga- Dia- D! 

_ 二 2[1.3。5。…。(2n 一 3)][2。4。6。…。(2n 一 2)] 
a @=DIG@=D!I 

二 2 (2n—2)! =2(2 3) 


Ta \a-i 


[e3 e5. t e (2n—3)] 


Sha G@=DI@=D! 
因此 ， 有 
= 2 /2n—2 
(1—4z)Y2 = ep De ele Jar 
现在 ，(6. 68) 式 有 两 个 符号 ， 即 有 两 个 可 能 解 . 如 果 我 们 取 负 号 对 (6. 68) 式 求解 ， 那 么 有 
Ula) = 去 一 Wk 


所 以 用 mn 十 1 取代 nn， 有 


我 们 从 (6. 70) 式 可 以 得 到 下 式 : 


如 果 我 们 取 正 号 对 (6. 68) 式 求解 ， 那 么 我 们 发 现 ， 类 似 地 有 


(6. 69) 


(6. 70) 


(6.71) 
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1 总 112n 一 2 
Un =4- JHP i)e (6.72) 
FE, XEF n>, 我 们 有 
一 (人 (6.73) 
n 


因为 系数 un 必须 是 非 负 的 (为 什么 )， 所 以 (6.71) 式 一 定 是 解 ， 而 (6. 73) 式 不 是 .我 们 也 看 到 ， 
为 了 得 到 U(z)，(6. 68) 式 必须 取 负 号 .我 们 也 可 以 从 (6. 72) 式 直接 看 到 这 一 点 ， 因 为 如 果 U) 


是 由 (6.72) 式 给 出 的 ， 那 么 U(z) 将 有 一 个 项 1/z, 而 U(z) 一 > unr”. 


由 (6.71) 式 定义 的 数 un 称 为 卡 塔 兰 数 (Catalan number), LI Eugene Charles Catalan 命名 . 
例如 ， 我 们 发 现 有 


w=4()=1 a=} e=4()=2 


mod()=s, m=). 


前 四 个 结果 与 我 们 早 前 的 计算 相同 ， 而 第 五 项 也 容易 检 证 ， 我 们 将 看 到 卡 塔 兰 数 在 组 合 数学 中 是 
一 个 非常 常用 的 数 ， 关 于 卡 塔 兰 数 在 其 他 众多 方面 的 应 用 可 以 参见 Eggleton 和 Guy[1988]. 
6.4.2 计算 机 中 数 的 序列 相 乘 的 方法 
假设 给 定 个 数 z1，zz，…，zn 的 序列 ， 而 且 我 们 希望 求 它 们 的 积 ， 有 很 多 求 这 个 积 的 不 
同方 法 ， 例 如 ， 假 设 "一 4 我们 可 以 首先 用 zl RA z2， 然 后 把 这 个 积 再 乘 以 zs ， 再 把 这 个 积 
与 x4 MR. 另外， 我 们 可 以 从 zl RA zz Fih, RE, r 乘 以 zt:， 最 后 ， 把 这 两 个 积 相 乘 ,我 
们 可 以 通过 在 串 x1x2…zn 中 适当 地 插入 括号 来 区 分 这 两 种 方法 及 其 他 方法 S， 这 时 ， 第 一 种 方 
法 对 应 于 下 式 ， 
(((Crlz2)zs)z4)， 
而 第 二 种 方法 对 应 于 下 式 : 
Uair) (x3z)). 
假设 我 们 必须 以 给 定 的 顺序 进行 乘法 运算 ， 例 如 ， 我 们 不 允许 直接 用 zs RA x1 等 ， 假 设 给 定 n 
个 数 的 一 个 序列 那么 有 多 少 种 方法 指示 计算 机 求 这 个 序列 的 积 呢 ? 假设 Pu 表示 所 讨论 的 方法 
数量 ， 很 容易 看 到 ， 求 这 个 积 相当 于 以 下 面 的 方法 在 序列 z1 ，z2，…，zn 中 插入 nn 一 1 个 左 括号 
和 "一 1 个 右 括号 : 
1. 从 不 在 单一 项 周围 插入 括号 [ 即 不 允 | 表 6.4 进行 两 个 、 三 个 或 四 个 数 的 乘法 的 方法 


FI. a z a 

2 当 从 左 走 到 右 时 ， 右 括号 的 数目 从 Gam) (Gina) (Gin) ra) ry) 
不 超过 左 括号 的 数目 . (xy (e225) (area)? 
注意 Pi 二 1， 因 为 只 有 一 种 方法 插入 0 个 左 (Cay Cres) 24) 


n(x27)74)) 
(nize) (zz)) 


括号 和 0 THES. BA, P=1, P3s=2 
和 Pi 一 5. X 6.4 给 出 对 应 于 这 些 数 的 括 
号 ， 很 容易 确定 P 的 递 推 关系 .假设 x 二 2。 考虑 最 后 进行 的 乘法 .这 包括 两 个 子 积 as, 和 


O 括号 不 能 区 分 是 先进 行 nr 然后 再 进行 xszt ， 然 后 求 积 的 积 ， 还 是 先进 行 za zt ， 然 后 青 进行 nr, MERR 
的 积 ， 我 们 只 考虑 必须 计算 的 积 是 什么 - 
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Irti En 的 积 ， 即 对 于 1 二 r<n 一 1， 我们 有 乘积 
Carte) (ari En). 
如 果 r=1Rn—-1, 那么 
(xi zee) 或 Carre) tn) 
无 论 上 面 哪 种 情况 ， 都 有 P 种 方法 求 第 一 个 子 积 且 有 P。 -种 方法 求 第 二 个 子 积 ， 所 以 对 于 n> 
2， 我 们 得 到 下 面 的 递 推 关系 : 


P, = 2, PrPa-rs (6. 74) 


(6.75) 


其 中 n>2, MER P(z) 一 Dy Pose" EFA Po WRA ERAR. 等 式 (6.75) 表 明 (P, ) 与 卷 积 
(Pr) * (Pu) 相 关 ， 然 而 ， 因 为 (6. 75) 式 只 对 于 x 之 2 成 立 ， 所 以 我 们 不 能 推断 出 PCa) =P? (xz). 
为 了 克服 这 一 困难 ， 我 们 定义 序列 (Qu ) 为 序列 (P,) * Pa). PAET 
0 = PoPo MR n=0 
a-f=nrtnn MH n= 1 (6. 76) 
(Pa 如 果 > 2. 


而 且 ， 普 通 生 成 函数 Q(z) 一 >) Que” 满足 下 面 的 关系 式 ， 
Qa) = P2(z). 
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另外 ， 通 过 (6. 76), 有 
Q) = P(x) 一 
因为 对 于 n+l, Pr=Qr, WA Pi=1, Q=0. Ait, 我们 有 
P(x) 一 工 一 P2(z). 
这 是 P(z) 的 函数 等 式 ， 我 们 通过 把 它 重 写成 未 知 量 ”一 P(z) 的 二 次 方程 
P2(z) 一 PCz) 十 z 一 0， 
并 使 用 二 次 公式 对 其 求解 ， 得 


Pa) = 


1 士 V1 一 4z (6.77) 
2 A $ 


为 了 求 P,， 我 们 可 以 使 用 二 项 式 定理 展开 P(z)， 另 外 ,我们 认识 到 ， 对 于 (6. 68) 式 中 的 U(x)， 
P(x) SF Ula). Ait, HF n 宇 1，P, 二 wn-1， 我 们 已 定义 Po 二 0， 根据 公式 (6.71)， 对 于 
n>1, 有 


1 /2n—2 

已 = 二 ( i) (6.78) 
再 一 次 出 现 卡 塔 兰 数 ， 

数 un 与 P 之 间 的 密切 关系 表明 ， 我 们 也 许可 以 找到 SOR 树 与 乘法 顺序 之 间 的 直接 关系 . 

根据 Even[1973]， 我 们 描述 这 样 一 种 关系 .考虑 有 nn 个 左 括号 和 个 右 括号 的 一 个 序列 .如 果 

上 面 的 条 件 2 成 立 的 话 ， 这 样 的 序列 被 称 为 形式 良好 的 (well formed). B Kn 是 这 样 的 序列 的 数 

量 . 那么 显然 有 P,=K,-1. Sen HAR SOR 树 ， 把 度 为 1 的 每 一 个 顶点 与 括号 () 序 列 相对 

应 . 把 其 他 每 一 个 顶点 与 下 面 的 序列 相对 应 : 首先 是 "(”， 后 面 是 这 个 顶点 的 左 孩子 (如 果 存 在 的 

(388) 话 ) 所 对 应 的 括号 序列 ， 后 面 跟着 这 个 顶点 的 右 孩子 (如 果 存 在 的 话 ) 所 对 应 的 括号 序列 ， 后 面 跟 
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着 “)”， 这 样 ， 每 一 个 SOR 树 都 有 唯一 的 形式 良好 的 括号 顺 列 与 其 相对 应 ， 而 这 个 序列 被 指定 给 
这 棵 树 的 根 ， 图 6. 10 说 明了 这 一 过 程 。 相 反 ， 给 定 一 个 有 (moon 

个 左 括号 和 n 个 右 括号 的 形式 良好 的 括号 序列 ， 可 以 证 明 它 

来 自 于 一 棵 ”个 顶点 SOR 树 ， 我 们 把 这 一 证 明 留 作 练习 ( 练 O «OO) 

习 17)， 因 此 ，K, 二 wn， 而 且 我 们 再 一 次 得 到 结论 Ps 二 wm 一 1. 

6.4.3 RNA 中 的 二 级 结构 (OO) 

在 2.11 节 和 2.12 W, 我们 研究 了 RNA 分 子 中 的 基 的 
线性 链 ， 有 时 说 这 个 链 定 义 了 RNA 的 一 级 结构 (primary 
structure). 24 RNA 只 在 这 个 链 中 两 个 邻居 之 间 有 键 时 ， 则 ”图 6. 10 每 一 个 项 点 旁边 是 对 应 的 
称 这 个 链 是 无 规则 卷曲 (random coil)， 此 时 RNA 不 保留 无 形式 良好 的 括号 序列 
规则 卷曲 ， 它 自己 折 生 起 来 形成 称 为 Watson-Crick 键 的 新 
键 ， 创 建 螺 线 区 域 .在 RNA 链 :一 s152…sn 的 这 样 的 Watson-Crick 键 合 中 ， 每 一 个 基 都 可 以 至 
多 键 合 到 一 个 其 他 的 非 邻居 的 基 上 ， 而 且 如 果 s# Ms; 是 键 合 的 ， 且 i<k<j， 那么 % 只 能 与 位 于 
$+1 和 5-1 之 间 的 基 键 合 ， 即 不 存在 交叉 .但 这 些 新 键 定义 原来 RNA 链 的 二 级 结构 (secondary 
structure), fA 6. 11 给 出 下 面 RNA 链 的 一 个 可 能 的 二 级 结构 : 

AACGGGCGGGACCCUUCAACCCUU. 

Watson Crick 键 通常 在 基 A 和 U 或 G 和 C 之 间 形 成 , 但 
是 ,根据 Howell, Smith 和 Waterman[1980]， 我 们 发 现 
在 我 们 的 讨论 中 允许 所 有 可 能 键 是 很 方便 的 ， 在 RNA 
链 的 研究 中 ，Howell，Smith Waterman[1980] 使 用 递 
推 关 系 计算 长 度 为 n 的 RNA 链 的 可 能 的 二 级 结构 的 数 
量 Re,， 我 们 粗略 地 讨论 他 们 的 方法 .号 对 于 更 多 关于 二 
级 结构 的 研究 ， 参 见 Clote 和 Backofen[2000]、Setubal 
和 Meidanis[1997]、Waterman[1995]. 

注意 ， 因 为 不 可 能 存在 Watson Crick 键 ， 所 以 Ri 一 
R= 二 1， 还 有 ， 根 据 习 惯 设 R 一 1， 考虑 长 度 为 n 十 1 三 3 
的 RNA 链 sisz … sm+1， 现 在, 或 者 sne RER 
Watson-Crick 键 合 ， 或 者 它 与 5 HA. 1<j<n—1, 图 6.11 RNA 链 AAOGGGCGGGACCCU 


o 0 


‘> 
7 


>—>” n—o—o% ‘b—o—a 


a 


因此 ,对 于 ne, UCAACCCUU 的 一 个 二 级 结构 . 
ap Watson-Crick 键 被 表示 成 点 线 (在 
Rani 一 Ra + > RRs (6.79) 得 到 SIAM 的 许可 之 下 从 Howell, 

因为 对 于 第 一 种 情况 ， 链 ss …s 可 以 自由 地 形成 任 多 


意 二 级 结构 ， 而 对 于 第 二 种 情况 ， 子 链 ssz…s5-1 和 5+15+2…s 自由 地 形成 任意 二 级 结构 ， 这 
是 R 的 一 个 递 推 关 系 ， 设 R(X) 是 R 的 普通 生成 因数 ， 即 


为 了 求 R(z)， 我 们 注意 到 (6. 79) 式 的 右边 的 第 二 项 几乎 等 于 一 个 卷 积 ， 如 果 我 们 定义 (Tv) 一 
(Ri) * (R,)， 且 我 们 使 用 Ro 二 1 的 事实 ， 那 么 对 于 "之 2， 我 们 有 


后 ”对 于 相关 的 键 合 问题 ， 参 见 Nussinov 等 [1978]. 
已 ”对 于 相关 工作 ， 参 见 Stein 和 Waterman[1978]、Waterman[1978]. 


389) 


390) 


262 第 二 部 分 计数 问题 


Ras = Rut 3) RiR,j—R, iRo, 
各 
因此 , 对 于 mn 二 2， 有 
Rati = Ra — Rai + Ta. (6. 80) 
容易 看 到 (6. 80) 式 对 于 n=1 仍然 成 立 ， 进一步， 如 果 我 们 定义 Ri=T1=0, A6. 80) 式 对 


于 所 有 n>0 成 立 ， 现 在 , T= D Tuzr 是 (T,) 的 普通 生成 函数 ， 根 据 (6. 80) 式 ， 有 
È Riz" = > Rz” — > Lk È Taaa. 
因此 ， 有 
[RD — Ro) = Ra ~2[ 22 +R }+ af 2 + 72], 
所 以 有 
LER) —1) = RG) —2R(a) +: 2T (a). 
因为 (T,) 是 (R,) 与 其 自身 的 卷 积 ， 有 


T(x) = R(x). 
因此 , 我 人 有 
trip -L = Ra) — Ri) + RUD, 
z z 
或 者 
xz2R2(z) 十 (一 z2 十 z 一 1)RCz) 十 1 一 0. 
对 于 240, RIA 
Ro) = Lz+1t VCR FDA 
r) = tlt Yee 
2a 
或 者 


Rn = slat —2t14 Vin Gate ew) (6.81) 


可 以 使 用 二 项 定理 展开 (6. BURA PAR. EENRERES, WAFER 1/22, PATA 
地 确定 在 (6. 81) 式 中 是 使 用 正 号 还 是 负 号 .因此 ， 负 号 一 定 是 正确 的 ， 通 过 考虑 工 趋 近 于 0 时 的 
情况 ， 我 们 也 能 看 到 这 一 点 .这 时 R(z) 应 该 趋 近 R(0) 一 Ro 一 1， 如 果 我 们 在 (6. 81) 式 使 用 十 号 ， 
42 RUF 0 时 ，R(z) 趋 近 于 cc 因此 ， 负 号 一 定 是 正确 的 . 
6.4.4 由 葵 环 所 构建 的 有 机 化 合 物 

Harary 和 Read[1970] 以 及 Anderson[1974] 指 出 ， 由 苯 环 所 构建 的 某 些 有 机 化 合 物 可 以 表示 
成 六 角形 的 形状 ， 如 图 6. 12 所 给 出 的 例子 ， 计 数 不 同 种 类 的 六 角形 形状 是 数学 化 学 的 一 个 中 心 
课题 ，( 关 于 这 一 课题 的 概述 ， 可 以 参见 Cyvin Brunvoll 和 Cyvin[1992]. ) 我 们 使 用 生成 函数 说 明 
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这 一 计数 方法 的 思想 . 

我 们 对 多 糖 (polyhese) 感 兴趣 ， 这 是 一 种 六 角形 构 形 ， 在 这 一 构 形 中 所 有 六 角形 都 是 全 等 的 
正六 角形 ， 任 意 两 个 这 样 的 六 角形 或 者 不 相交 ， 或 者 分 享 一 个 共同 边 ， 而 且 如 果 我 们 把 它 看 成 是 
一 个 图 ， 那么 这 一 构 形 是 连通 的 。 我 们 增加 一 条 限制 : 没有 三 个 六 角形 能 够 相交 于 一 点 .那么 我 
们 就 得 到 向 下 浓缩 多 糖 (catacondensed polyhese). 
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ee ee 


图 6. 12 由 芋 环 所 构建 的 某 些 有 机 化 合 物 


同 Harary 和 Read[1970] 一 样 ， 我 们 开始 于 一 个 向 下 浓缩 多 糖 ， 且 沿 着 这 个 多 糖 的 周边 在 一 
条 边 上 添加 一 个 六 角形 且 只 考虑 生成 的 向 下 浓缩 多 糖 。 特 别 地 ， 我 们 做 如 下 简化 假设 ， 所 有 多 糖 
都 是 由 图 6. 13 所 示 的 带 有 一 个 基础 边 的 基础 六 角形 开始 生成 的 ， 在 此 基 2 
础 上 ， 我 们 只 能 把 六 角形 附着 于 标签 为 1，2 和 3 的 边 上 ， 因 此， 根据 我 Roe 
们 前 面 的 假设 ， 我 们 不 能 把 六 角形 同时 附着 于 边 1 和 边 2 上 或 同时 附着 于 
边 2 和 边 3 上 ， 我 们 称 用 这 种 方式 构造 出 的 总 共有 个 六 角形 的 向 下 浓缩 
多 糖 为 多 糖 构 形 (polyhexal configuration) ， 或 简称 为 n $ HC polyhex). — 
般 地 ， 一 个 n 多 糖 (有 个 六 角形 的 多 糖 ) 可 以 通过 在 (n 一 1) 多 糖 的 一 条 
边 上 附着 一 个 新 的 六 角形 而 得 到 ， 这 第 n 个 六 角形 和 这 个 (n 一 1) 多 糖 只 能 有 了 唯一 一 条 共用 边 ， 设 
ha 表示 可 能 的 & 多 糖 的 数量 ， 我 们 希望 计算 hk， 这 里 我 们 不 直接 推导 hs 的 递 推 关 系 ， 而 是 引入 
其 他 两 个 序列 ， 并 利用 这 两 个 序列 计算 he. se 表示 这 样 的 构 形 数量 ， 只 有 一 个 六 角形 与 基础 
六 角形 连接 ， 而 de 表示 这 样 的 数量 : 正好 有 两 个 六 角形 与 基础 六 角形 连接 显然 ， 有 
hye = 4+ di, (6. 82) 
其 中 k 之 2， 然 而 ，(6. 82) 式 对 于 kt 一 1 RRL, HA a=, 一 di 二 0， 如 果 我 们 有 一 个 (k 十 1) 
多 糖 且 只 有 一 个 六 角形 与 基础 六 角形 相连 接 ， 那 么 有 3 种 可 能 的 连接 边 ， 所 以 有 
Sk+1 = Shey (6. 83) 
其 中 二 1， 如 果 我 们 有 一 个 (十 1) 多糖 且 有 两 个 六 角形 与 基础 六 角形 连接 ， 那 么 它们 必定 使 用 
图 6. 13 的 边 1 和 边 3， 因 为 三 个 六 角形 不 能 交 相 于 一 点 .因此 ， 一 个 ~ 多糖 与 边 1 连接 ， 而 一 个 
有 一 r 多 糖 与 边 3 连接， 其 中 I<] RIH, HF, H 
drsi = hiihti + hohe-2 + + + hr~ihi (6. 84) 
”注意 ，(6.82) 式 、(6. 83) 式 和 (6. 84) 式 三 个 递 推 关系 可 以 一 起 用 于 迭代 计算 所 需 的 数 从 ， 已 知 
his hz, =s hr, REUE. 83) 式 和 (6. 84) 式 分 别 计算 w+1 和 di :+1， 然 后 根据 (6. 82) 式 得 到 
hisi. 这 种 情况 类 似 于 6. 1. 4 节 的 情况 ， 在 那里 我 们 首次 过 到 了 递 推 关系 的 联 立 方程 . 
现在 考虑 普通 生成 函数 : 


H(z) = Sart, S(x) = > szt, D(x) = > diz. (6. 85) 
我 们 要 计算 HO). WEL-ERBKHRAS HEARRE DASA. 那里 ， 在 运算 
生成 函数 时 ， 要 利用 5.2 节 的 结果 . EE. u. s d 都 只 对 k= 二 1 到 co 有 定义 .为 了 使 用 
(6. 85) 式 的 生成 函数 ,便利 的 做 法 是 定义 ho 二 so 二 do 二 0， 因 此 可 以 从 0 到 oo 求 和 .如 果 我 们 取 
ho 二 50 二 do 二 0， 那 么 (6. 82) RIH k=O 以 及 =2 成 立 ， 又 因为 51 二 0 和 ho 二 0， 所 以 (6. 83) 式 对 


所 有 二 0 成 立 ， 因 为 ho 二 0， 所 以 我 们 可 以 把 hoh 十 hxho 加 到 (6. 84) 式 的 右边 ， 于 是 得 到 ， 对 
于 所 有 k 二 2， 有 


图 6.13 一 个 基础 
六 角形 


dati = hoh hhemi +hzhr-2 ++ + hiho, (6. 86) 
但 是 很 容易 看 到 对 于 所 有 RDO, (6. 86) 式 成 立 ， 因 为 di 二 0 二 hoho，ds 二 0 二 hohi 十 hho. 
使 用 (6. 82) 式 ， 我 们 尝试 通过 5. 2 节 的 方法 得 出 结论 : 
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H(z) = S(x) + D(z). 
然而 ， 上 式 不 成 立 ， 因 为 (6. 82) 式 对 于 一 1 不成立， 如果 我 们 定义 下 式 : 


一 [he MRA 

a \o mee = 1, 

那么 ， 对 于 所 有 A>0， 有 
Bk = 十 ds 
成 立 . 另外 ， 如 果 
Glz) = 5 BEkz4， 

那么 

G(x) = SCz) + D(x). 
最 后 


H(z) = Ga) + z. 
因为 序列 ( 必 ) 是 序列 (gt) 与 序列 (0，1，0，…) 的 和 ， 因此， 有 

H(z) = Slx) + D(a) 十 工 
接 下 来 ， 我 们 已 看 到 ， 对 于 过 0，(6. 83) 式 成 立 ， 因此， 有 

Dy sett = 35) hart, 
或 

Ifsa) 一 %] = 3Ha), 
而 且 因为 一 0， 所 以 有 

Asc» = 3H. 


因此 ， 有 

Sla) = 3zH(z). 
最 后 ， 我 们 来 化 简 D(z)， 对 于 ASO, Q ex 二 d+1， 我 们 从 (6. 86) 式 看 到 ，(e EFA Che) 

与 其 自身 的 卷 积 ， 令 
E@ = Daz, 

我 们 有 
E(x) = H?(z). 

那么 ， 


(6. 87) 


(6. 88) 


(6. 89) 


(6. 90) 


Da) =Ñ dD dat dl = 25) act = Ee). 
f a 如 台 rod 


因此 ， 根 据 (6. IOR, RIA 
D(x) = zH2(z). 
在 (6. 88) 式 中 使 用 (6. 89) 式 和 (6. 91) 式 给 出 下 式 : 
H(z) = 31H (1) + 1H? (1) +2, 
或 者 
xzH2(z) 十 (3z 一 ID)HCz) 十 工 一 0. 
方程 (6. 92) 是 未 知 函数 H(z) 的 二 次 方程 .我们 用 二 次 公式 求解 这 一 方程 ， 得 到 


(6. 91) 


(6. 92) 
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Hz) 一 区 [1 一 3z 圭 J@z—1? 4], 
或 者 : 
Ha) = [l ~3rt VI 6r- 5], (6. 93) 


其 中 z 取 0， 可 以 使 用 二 项 式 定理 展开 H(z)， 一 旦 得 到 展开 式 ， 就 可 以 选择 适当 的 符号 ， 正 号 或 

者 负 号 . 

遗 央 的 是 ， 刚 才 我 们 所 描述 的 计算 he 的 方法 是 有 缺陷 的 ， 有 可 能 在 使 用 我 们 描述 的 这 一 方 
法 构建 多糖 时 ， 以 有 三 个 六 角形 相交 于 一 点 的 结构 而 告终 ， 即 违反 了 向 下 浓缩 的 条 件 ，( 这 一 
事实 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 ， 参 见 练习 23. ) 这 一 方法 的 第 二 个 麻烦 是 ， 它 可 能 给 出 下 面 这 样 
WHE: 在 一 个 环 内 环绕 并 返回 它们 自己 ， 而 在 这 个 环 内 部 的 某 个 地 方 封闭 了 一 个 不 是 这 个 构 
形 的 一 部 分 的 六 角形 ， 还 可 能 不 是 沿 着 边 结束 ， 而 是 以 重奏 的 六 角形 结束 ，( 这 两 个 附加 的 麻烦 
的 证 明 也 留 给 读者 作为 练习 ， 参 见 练习 23. ) 因 此 ， 尽 管 我 们 讨论 的 这 一 计数 方法 很 巧妙 , 但 是 
它 过 高 估计 了 上 多 糖 的 数量 ,而且 它 计数 了 不 理想 的 诸如 环 的 构 形 .Harary 和 Read 探讨 了 我 们 
讨论 的 这 类 问题 ， 他 们 使 违背 没有 三 个 六 角形 相交 于 一 点 的 性 质 的 情况 ， 和 违背 六 角形 只 沿 着 
公共 边 相 交 的 性 质 的 情况 合法 化 ， 方 法 是 把 这 个 构 形 分 成 若干 层次 ， 且 体系 化 在 某 点 从 一 个 层 
次 到 达 另 一 个 层次 ， 这样， 一 旦 一 个 六 角形 构 形 环绕 并 返回 到 其 自身 形成 一 个 环 ， 或 三 个 六 角形 
相交 于 一 点 ， 我 们 就 认为 这 一 构 形 到 了 另 一 个 层次 ， 它 位 于 这 一 构 形 的 前 面部 分 的 上 面 并 于 其 
交 迭 这 就 是 这 一 类 文献 中 的 标准 思想 (参见 Cyvin，Brunvoll 和 Cyvin[1992]). 

我 们 所 讨论 的 困难 说 明了 这 样 的 事实 : 利用 生成 函数 或 其 他 方法 得 到 六 角形 构 形 的 精确 计 
数 还 没有 取得 完全 成 功 ， 在 很 大 程度 上 ， 在 计数 各 种 构 形 方面 ， 计 算 机 生成 方法 取代 了 生成 函 
数 ，Knop 等 [1983] 首 先 发 表 了 10 时 的 上 多 糖 的 结果 ， 更 进一步 的 结果 还 有 待 于 完成 ， 例 如 ， 
请 参见 Toosic 等 [1995]. 

本 节 练 习 

. 验证 卡 塔 兰 数 w = 14 的 确 计数 四 个 顶点 的 SOR 树 的 数量 . 

计算 卡 塔 兰 数 ws 和 us. 

.使 用 (6. 78) 式 计算 Ps 并 检验 它 的 确 计数 使 5 个 数 的 序列 相 乘 的 方法 数量 . 

根据 递 推 关系 (6. 79) 式 和 相应 的 初始 条 件 计算 Ro Re 和 Rs， 通 过 画 出 相应 的 二 级 结构 加 以 验证 

.根据 递 推 关系 (6. 82) 一 (6. 84) 式 和 相应 的 初始 条 件 计算 hz hs Ba ， 并 通过 画 出 相应 的 多 糖 验证 你 的 答案 . 

.在 生成 n 多 糖 时 ， 如 果 我 们 取消 第 n 个 六 角形 与 (一 1) 多糖 只 有 唯一 一 条 共用 边 的 假设 ， 那 么 在 多 糖 中 可 
以 形成 环 及 内 部 的 “ 洞 " 如 果 正 好 只 有 一 个 洞 ， 而 且 它 的 大 小 是 一 个 六 角形 ， 那 么 这 个 多 糖 称 为 环 烽 
(circulene). 

《a) 形 成 一 个 环 燃 最 少 需要 多 少 个 六 角形 ? 
(b) 形 成 有 一 个 润 且 它 的 大 小 至 少 是 两 个 六 角形 的 环 燃 最少 需要 多 少 个 六 角形 (这 样 的 多 糖 称 为 冠状 体 

(coronoid))? 

《c) 形 成 有 两 个 洞 且 每 一 个 洞 的 大 小 至 少 是 两 个 六 角形 的 冠状 体 最 少 需要 多 少 个 六 角形 ? 

7. PRR (rooted tree) 称 为 是 有 序 的 (ordered) ， 如 果 对 给 定 的 顶点 的 所 有 孩子 指定 一 个 从 左 到 右 的 周 定 顺 
序 ， 另 一 种 方法 是 ， 用 整数 1，2，…, 给 给 定 顶点 的 个 孩子 赋 标 签 ， 两 个 有 序 根 树 被 认为 是 不 同 的 ， 
如 果 它 们 不 同 构 ， 或 者 有 一 个 不 同 的 根 ， 或 者 它们 是 同 构 的 、 有 相同 的 根 ， 但 是 两 个 相关 项 点 的 孩子 的 顺 
序 是 不 同 的 .假设 = 是 ”个 顶点 有 序 根 树 的 数量 ， 而 r (和) 是 ”个 顶点 的 ， 根 的 度 为 上 的 有 序 根 树 的 数量 . 
DOHA re ORE r 的 表达 式 . 

(b) 利 用 其 他 ,确定 7.(2) 的 表达 式 . 


nmr 
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8. 假设 A(z) 一 Lar Bo) = Sor AC) = Yer" 分别 是 序列 (a,)，(6,) 和 (c,) 的 普通 生成 函数 . 
£ = 

假设 we 一生 一 a =0 ai 一 c =0, = 1, a2 =h=0, =I. 
(a) 假设 对 于 023, cay bby. HEE RUE RATE ALR 
《b) 假 设 对 于 nB0, Fi a, *。 把 这 一 表达 式 转换 成 使 用 生成 函数 的 陈述 . 
(MBER 22 有 入 + 一 ac- 十 ccv-: 十 … 十 -ic。 把 这 一 表达 式 转换 成 使 用 生成 函数 的 陈述 . 
(d) 使 用 (a)~(c) 的 管 案 推导 只 包含 C(z) 的 方程 . 

9. 假设 A(z)，B(z)，C(z)，ao， bs Cos ais bis Cry az Bi by 都 如 练习 8 所 示 的 那样 ， 且 c: 一 4. 
(a) 假 设 对 于 223, H c, =a 十 2b 二 2， 把 这 一 表达 式 转换 成 使 用 生成 函数 的 陈述 . 
(b) 假 设 对 于 20, Fi ans n 把 这 一 表达 式 转换 成 使 用 生成 函数 的 陈述 . 
(0) 假 设 对 于 n 生 2， 有 +1 二 cc-1 十 czcn-z 十 … 十 cw-1c1， 把 这 一 表达 式 转换 成 使 用 生成 函数 的 陈述 
《d) 使 用 (a) 一 (c) 的 答案 推导 只 包含 C(x) 的 方程. 

10. WR 有 H(z) 是 由 (6. 93) 式 给 出 的 ， 你 如 何 区 分 在 计算 H(z) 中 是 使 用 正 号 还 是 使 用 负 号 ? 

LL. (a) 使 用 H(z) 的 公式 [方程 (6. 93)] 计 算数 A. 


CDRH he 重复 (a). (OD) 对 如 重复 (a). 

12 通过 确定 两 个 差 为 w 的 二 项 式 系数 证 明 ， 对 于 n=0，1，2，…， 卡 塔 关 数 一 二 (™") ame, [a 
2n 
示 : 考虑 (”). ] 


13,(Waterman[1978]) 此 练习 确定 Ry 的 下 界 ， 其 中 R 是 长 度 为 n 的 RNA 链 的 可 能 二 级 结构 的 数量 . 
(a9) 根据 方 程 (6. 79) 和 初始 条 件 ， 证 明 对 于 n2, A 


= 
rt = R, + Rea + >) Rees. (6,94) 
ft 
(b) 通 过 使 用 方程 (6. 94) 及 用 n 取代 (6. 94) 式 中 的 n 十 1 所 得 到 的 方程 ， 根 据 初始 条 件 证 明 对 于 n> 
2, 4i 
a 
Rn = Ret Re t+R + >) RR。 (6. 95) 
í 


(AH RSR, WAE: 对 于 n>2, RaR MU, WF n2, WR >, 

14. (Riordan[ 1975] (Bi 2n PFAM. RAE, A A D A ak HE a GY 
点 .证 明 做 这 一 配对 并 使 得 没有 弦 交 叉 的 方法 数量 由 卡 塔 兰 数 给 出 (Maurer[1992] 和 Nussinov 等 
[1978] 把 这 种 弦 的 交叉 模式 与 生物 化 学 问题 联系 起 来 ， 而 Ko[1979] 、Read[1979] 和 Riordan[1975] 研 
究 了 得 到 弦 正 好 交叉 上 次 的 方法 数量 问题 ). 

(Even[1973]) 后 进 先 出 栈 (Last In-First Out(LIFO)stack) 是 类 似 于 自助 餐厅 中 鸡 罗 的 盘子 的 一 种 记忆 设 
备 : 放 在 这 一 个 盘子 最 顶端 的 最 后 一 个 盘子 是 可 以 被 拿 走 的 第 一 个 笋 子 ， 标 签 为 1，2，…，n 的 项 的 
序列 正 等 待 着 被 放 入 一 个 空 的 LIFO 栈 中 .这 一 序列 必须 以 给 定 的 顺序 人 栈 ， 然而， 我 们 可 以 随时 移出 
一 项 ， 移 出 的 项 不 再 回 到 栈 中 或 等 待 存储 的 序列 中 最终， 我们 从 栈 中 移出 所 有 项 ， 并 得 到 标签 1， 
2，… 导 的 一 个 排列 ， 例 如 ， 如 果 "一 3， 我 们 可 以 先 移 人 1， 然 后 移入 2， 然 后 移出 2， 移 出 1， 然 后 移 
入 3， 最 后 ， 移 出 3， 得 到 一 个 排列 2，1， 3. Bk g. 是 能 够 这 样 得 到 的 排列 的 数量 . 

WME as gs Bla. 
(b) 通 过 得 到 一 个 递 推 关 系 并 对 其 求解 来 确定 q. 
16. 对 于 6.4. 1 节 ， 假 设 我 们 用 加 一 一 3/2 BAR ho =0°. 
(a) 证 明 对 于 所 有 k=2， 有 


日 ”此 想法 来 白 于 Martin Farber MAA]. 
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20. 


21. 


22. 


23. 


hin = hohe + hikes +o hehe. 

DELCA AEI a) * Cha) Bik w has. 4 C(x) 为 (cs) 的 普通 生成 函数 ， 且 W(x) 为 (ws ) 的 普通 
生成 函数 . 求 W(z) 和 CCz) 与 H(z) 的 关系 并 推导 出 H(z) 的 函数 等 式 . 

CORE HC). 

(d) 为 什么 (c) 的 答案 不 同 于 (6. 93) 式 给 出 的 H(z) 的 公式 ? 新 的 HOSA H(z) 的 关系 是 什么 ? 


. 通过 6. 4. 2 节 给 出 的 方法 证 明 每 一 个 形式 良好 的 n 个 左 括号 和 nn 个 右 括号 的 序列 都 得 自 于 某 棵 SOR 树 . 
. 设 w 计数 在 一 次 竞选 中 张 投票 投 给 两 个 候选 人 A 和 B 的 每 一 个 候选 人 的 方法 数量 ， 其 中 A 从 不 输 给 


B， 通 过 给 出 " 张 投票 的 顺序 与 ”个 数 的 乘积 的 顺序 之 间 的 直接 关系 确定 ww 


(Anderson[1974]) 简单 偏 序 根 树 (simple , partly 


ordered, rooted tree(SPR tree) ) 是 这 样 的 简单 根 树 ， 

其 中 只 有 当 一 个 顶点 有 两 个 孩子 时 ， 才 把 标签 L 工 A 
入 赋 给 该 顶点 的 两 个 孩子 ， 图 6. 14 给 出 若干 

SPR 树 . 设 w 计数 个 顶点 的 SPR 树 的 数量 ，a。 

计数 根 有 一 个 孩子 的 个 顶点 的 SPR 树 的 数量 ， 

B b, 计数 根 有 两 个 孩子 的 ”个 顶点 的 SPR 树 的 数 。 Eh AE be 
fit. (BE a =b 一 w =0. 令 U(z)、ACz) 和 B(x) 图 6.14 若干 SPR 树 
分 别 是 Gu)、(a,) 和 (4b.) 的 普通 生成 函数 . 

WHH ars bis ms ars br Aue. 

(b) 推 导出 使 用 a 和, 给 出 u. BA n1 都 成 立 的 关系 . 

(©) 推 导出 使 用 zw 给 出 av+i 且 对 所 有 "0 都 成 立 的 关系 . 

《d) 推 导出 使 用 ay ，ww，…，w 给 出 名 + 且 对 所 有 n>2 都 成 立 的 关系 . 

(e) 推 导出 使 用 ww，w，ww，…，tw 给 出 名 + 且 对 所 有 n>0 都 成 立 的 关系 . 

《D 根 据 (b) 、(c) 和 (e) 的 答案 确定 w, us ass aay b 和 如 ， 并 通过 丙 出 SPR 树 来 检验 答案 . 
《g) 把 (b) 的 答案 转换 成 使 用 生成 函数 的 陈述 . 

5h) 把 (ce) 的 答案 转换 成 使 用 生成 函数 的 陈述 . 

(GD 把 (e) 的 答案 转换 成 使 用 生成 函数 的 陈述 . 

OERFAL: 


U@ = 4l -rt Va Dar]. 
《Liu[1968]) 假 设 A(z) 是 序列 (a,) 的 普通 生成 函数 ， 而 B(x) 是 序列 (6b, ) 的 普通 生成 函数 ， 且 假设 
b, = arib Han zb + + dabei on > 1. 
确定 A(z) 和 B(z) 的 关系 . 
对 于 下 面 的 情况 扩展 练习 20 的 结果 : 
名 一 0- 加 十 ao 各 十 … 十 ao 和 
HF nSk RA, HP kr. 
(Liu[1968]) 回 想 6. 1 节 练习 37 中 引入 的 位 串 中 的 模式 的 定义 ， 设 a, 是 下 面 的 ”位 数字 位 串 的 数量 : 
在 这 些 位 串 中 ， 模 式 010 首次 出 现在 第 ”个 数字 处 . 
(a) 证 明 对 于 n>6, H 2 一 一 ao 十 oo- 十 ao-320 十 ao-42 torr tae" *. 
(With=l, 所 一 0, k=l, b=, W=, b=, =, Go =ai=ar=0, n>, 有 
Z = abo t+ arth + an-zbr + + aobu. 
Co) BL AC) A BC) SPAR FFI (a, ) A (6, ) 的 普通 生成 函数 ， 把 (b) 中 得 到 的 方程 转换 成 包含 A(z) 和 
B(z) 的 陈述 ( 见 练习 21). 
(a) RA A(x). 
证 明 : 使 用 我 们 在 6. 4. 4 节 中 所 描述 的 构建 多糖 的 方法 有 可 能 结束 于 下 面 的 构 形 : 
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(a) 存 在 相交 于 一 六 角形 ， 即 违反 了 向 下 浓缩 的 条 件 . 
(b) 沿 着 一 个 圆 环绕 并 回 到 自身 ， 在 这 个 圆 内 部 某 处 封闭 一 个 不 是 这 一 构 形 一 部 分 的 六 角形 . 
(0) 存在 重 到 的 而 不 是 沿 着 边 相 交 的 六 角形 . 
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7.1 容 斥 原理 及 其 应 用 
7.1.1 一 些 简单 例子 
本 章 介绍 另 一 个 基本 的 计数 工具 ， 这 就 是 容 斥 原理 .我 们 用 下 面 的 例子 介绍 这 一 原理 , 


【 例 7. 1 求职 者 】 假设 有 18 名 求职 者 组 成 一 个 小 组 ，10 个 人 有 计算 机 编程 技术 ，5 个 人 有 
统计 技术 ，2 个 人 既 有 编程 技术 又 有 统计 技术 .这 一 组 人 中 有 多 少 人 什么 技术 都 没有 ? 为 了 回答 
这 一 问题 ， 我 们 画 出 一 个 维 恩 图 ， 如 图 
7. 1 ARO. BRA 18 个 人 ， 为 了 弄 清楚 
有 多 少 人 什么 技术 都 没有 ， 我 们 要 从 18 
个 中 减 去 有 编程 技术 的 10 个 人 ， 再 减 去 
有 统计 技术 的 5 TA. 然而， 我 们 可 能 把 
其 中 的 几 个 人 减 去 了 两 次 ， 即 所 有 具有 两 
种 技术 的 人 (这 一 数目 就 是 图 7.1 中 的 有 
编程 技术 的 人 的 集合 与 有 统计 技术 的 人 的 
集合 的 交集 中 的 人 的 数目 . ) 都 被 减 去 了 两 
次 ， 本 例 中 有 两 个 这 样 的 人 ， 因 此 ， 我 们 
必须 把 这 两 个 人 再 加 回去 以 得 到 正确 的 计 图 7.1 例 7.1 的 维 思 图 
数 ， 总 之 ,我们 得 到 


编程 技术 
和 统计 技术 


18—10—5+2=5 
是 什么 技术 都 没有 的 人 的 数目 .我 们 将 扩展 上 述 推理 . a 
假设 我 人 有 N 个 对 象 的 集合 4A. 设 al az, e, ar 是 这 些 对 象 可 能 有 的 性 质 的 集合 ， 设 
N(ai) 是 有 性 质 ai 的 对 象 数目 .一 个 对 象 可 能 有 若干 所 讨论 的 性 质 ( 或 一 个 性 质 也 没有 )， 设 
Nag) 计 数 没有 性 质 a: 的 对 象 数目 .这 时 ， 我 们 有 
N = NGai) 十 NGa). 
因为 一 个 对 象 可 能 有 多 个 性 质 ， 所 以 计数 既 有 性 质 a; 又 有 性 质 ai 的 对 象 数目 很 有 用 ， 这 一 数目 
记 为 N(aiaj)， 既 没有 性 质 a; 又 没有 性 质 a; 的 对 象 数目 记 为 N(ata;)， 有 性 质 aj 但 没有 性 质 a; 
的 对 象 数目 记 为 Nagaj )， 我 们 还 使 用 下 面 的 记 法 ， 它 们 的 含义 是 一 目 了 然 的 ， 
Naaji…ab)， 
NGa'ia aa)， 
Naiaji…atb， 
其 他 . 
在 例 7. 1 中 ，A 中 的 对 象 是 18 个 人 , 所 以 N= 二 18， 设 性 质 a 是 有 编程 技术 ， 而 性 质 a 是 有 统 
HHR. 那么 
Nla) =10, Nla) =5, Nlaia:) = 2. 


日 ”对 维 恩 图 不 熟 习 的 读者 应 该 参考 有 限 数 学 的 教材 ， 例 如 参考 文献 。，Goldstein，Schneider 和 Siegel[2001] 或 
Mizrahi 和 Sullivan[1999]. 
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根据 计算 , 得 
Naaia2) = 5. 
我 们 还 可 以 计算 NCaiaz) 和 N(a1a2)， 前 者 是 有 统计 技术 但 没有 编程 技术 的 人 的 数目 ， 它 等 于 
5 一 2 一 3. 
在 例 7. 1 中 的 计算 中 , 我们 使 用 了 下 面 的 Naia ) 的 公式 : 

N(a’1a’2) = N— N(al) — N(a2) + N(aiaz). (7.1) 
注意 ， 某 些 对 象 被 包容 太 多 次 ， 所 以 其 中 的 某 些 必须 被 排斥 。 等 式 (7.1) 是 著名 的 容 斥 原理 
(principle of inclusion and exclusion) 的 一 种 特殊 情况 ， 包 容 和 排斥 对 象 的 过 程 分 别 对 应 于 等 
RO. 1) 中 的 加 法 和 减法 ， 我 们 为 N(aia2as) 开 发 类 似 的 原理 ， 这 是 既 没 有 性 质 a1 又 没有 性 质 az 
也 没有 性 质 os 的 对 象 数目 ， 这 一 原理 的 有 性 质 a 。 有 性 质 g, 和 a 
解释 见 图 7.2 中 的 维 恩 图 首先， 我 们 的 对 象 的 对 象 
使 A 包容 所 有 对 象 (数目 总 共 为 N)， 然 
后 , 我 们 排除 那些 有 性 质 ai 的 所 有 对 
象 有 性质 oz 的 所 有 对 象 和 有 性 质 as 


有 性 质 a 
的 对 象 


的 所 有 对 象 ， 因 为 某 些 对 象 可 能 有 多 个 “gi "yee 
性 质 ， 所 以 我 们 有 必要 加 回 被 过 多 排斥 。 a 的 对 提 
挤 的 对 象 ， 我 们 加 回 (包容 ) 有 两 个 性 质 有 性 a， 

AE Ma, ,qs 和 


的 对 象 ， 这 些 对 象 对 应 于 图 7.2 阴影 线 asym 
的 区 域 ， 这 时 ， 我 们 又 多 加 回 了 若干 对 
象 ， 即 有 三 个 性 质 的 那些 对 象 ， 这 些 对 图 7.2 说 明 容 [ 斥 原理 的 维 恩 图 
象 对 应 7. 2 中 交叉 阴影 线 的 区 域 .这些 对 象 必须 被 排除 ， 对 这 一 推理 的 结果 加 以 公式 化 ,我 
们 得 到 下 面 的 公式 : 
Na'la’za’s) =N— N(a) — N(as) — N(as) + N(aiaz2) 
+ N(laiaz) + N(a2a3) — N(aiaza3). 

一 般 地 ， 没 有 任意 + 个 性 质 的 对 象 数量 都 可 通过 扩展 公式 (7.2) 得 到 ， 这 个 一 般 公式 称 为 容 斥 原 
理 (principle of inclusion and exclusion)。 我 们 给 出 的 容 斥 原理 的 这 一 形式 是 Sylvester 在 19 世纪 
中 期 发 现 的 ， 这 一 原理 的 另 一 种 形式 是 由 De Moivre[1718] 较 之 Sylvester 早 几 年 发 现 的 ， 这 一 原 
理由 下 面 的 定理 给 出 . 

定理 7.1( 容 斥 原理 ) 如 果 和 N 是 集合 A 中 的 对 象 的 数量 ， 集 合 A 中 没有 性 质 al，az2，…， 
ar 的 对 象 数量 由 下 式 给 出 : 

Nona2…ar) =N— ÈIN Cai) + D)NCaia;) 


(7.2) 


— >) N(aiajat) + + (— DN Caraz ar). (7.3) 
iin 

在 (7. 3) 式 中 ， 第 一 个 和 是 对 所 有 取 自 {1，2， PHRA 而 第 二 个 和 是 对 所 有 无 序 对 
ti SORA, Hei AG RA, 2, +, r), Aj. 第 三 个 和 是 对 于 所 有 无 序 三 元 组 (i，j,k} 求 
和 ， 其 中 i,，j 和 k 取 自 {(1，2，…,r}，i,，j 和 上 互 不 相同 .一 般 项 是 (一 1): RUM N Cai 
ais，*…，4i,) 的 项 的 和 ， 其 中 这 种 形式 的 和 是 对 于 所 有 无 序 t TA, iz es LRA, M is 
iz, oy ie RAL, 2, es r}, Bis, is e i 互 不 相同 在 本 章 的 余下 部 分 , 我们 将 给 出 容 

斥 原理 的 应 用 和 不 同 版 本 的 容 斥 原理 . 我们 将 在 7. 1. 2 节 中 给 出 定理 7. 1 的 证 明 . 


【 例 7. 2 排放 量 测试 】 对 50 辆 汽车 做 氧化 氮 (NO:)、 碳 氧化 合 物 (HC) 和 一 氧化 碳 等 污染 物 


目 


405] 


图 
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排放 量 的 测试 . 其 中 ， 一 辆 汽车 的 排放 量 超过 所 有 三 种 污染 物 的 环境 标准 ， 三 辆 汽车 NO 和 HC 
超标 ， 两 辆 车 NO, 和 CO 超标 ， 一 辆 汽车 HC 和 CO 超标 ， 六 辆 汽车 NO 超标 ， 四 辆 汽车 HC 超 
标 ， 三 辆 汽车 CO 超标 . 有 多 少 辆 汽车 符合 所 有 三 种 污染 物 的 环境 标准 ? 我 们 设 A 是 汽车 的 集合 ， 
设 性 质 a 是 NO, 超标 ,性 质 as 和 性 质 as 分 别 是 HC 超标 和 CO 超标 。 我们 要 计算 NCafaza$). 已 
知 下 面 的 信息 : 

N=50, N(ajaza3)=1, N(aiaz)=3, N(aia3) =2, 


N(aza3)=1, Nla)=6, Nla)=4, Nla) = 3. 
因此 ， 根 据 容 斥 原理 ， 有 
Nlaia’za3) = 50 一 6 一 4 一 3 十 3 十 2 十 1 一 1 一 42. go 


7.1.2 定理 7.1 的 证 明 9 


定理 7. 1 的 证 明 思 想 很 简单 .〈7. 3) 式 的 左边 计数 A 中 没有 所 有 性 质 的 对 象 数量 ， 我 们 将 简 
单 地 证 明 没有 所 有 性 质 的 每 一 个 对 象 在 (7. 3) 式 的 右边 正好 被 计数 一 次 ， 至 少 有 一 个 性 质 的 每 一 
个 对 象 (作为 结果 ) 正 好 被 计数 0 次 ， 假 设 一 个 对 象 没有 所 讨论 的 任何 性 质 ， 那 么 在 计算 N 时 它 
被 计数 一 次 ， 但 是 在 忆 N(wi)， 忆 N(aiai ) 等 中 却 不 被 计数 ， 因 此 ， 它 在 (7. 3) 式 的 右边 正好 被 计 
数 一 次 ， 假设 一 个 对 象 正 好 有 性 质 a1 ，az ，…，ar 中 的 p 个 性 质 ， 其 中 pO. RE, EHR A 


中 对 象 数 目 N 时 ， 它 被 计数 (了) 次 .在 它 所 具有 的 性 质 a; 的 每 一 个 表达 式 Nai) 中 它 都 补 计 


数 1 次 ， 所 以 在 NCan) 中 正好 被 计数 (了) 次， 这 个 对 象 以 多 少 项 Naiaj 被 计数 呢 ? 其 答案 
是 这 个 对 象 拥有 的 性 质 a; 和 性 质 ai 的 配对 数量 ， 这 个 数量 是 由 从 个 性 质 中 到 出 两 个 性 质 的 广 
法 数 重 给 出 的 ， 即 由 (2 ) 给 出 ， 因 此 ， 这 个 对 象 在 己 N(eiai) 中 正好 被 计数 ( 2) 次 ， 类似 地 ， 在 


ENa, 这 个 对 象 正好 被 计数 ( 4 ) 次 ， 以 此 类 推 ， 总 之 ， 这 个 对 象 在 (7.3) 式 的 右 侧 被 计 
数 的 次 数 由 下 式 给 出 


O-O-O pl) ao 


因为 pr， 且 为 了 方便 ， 如 果 p<k 有 ()=0，(7.4) 式 变 成 


P\_(P\, (P)_(P p 
O- G+ G- G+ (i). (7.5) 
因为 p>O, 定理 2. 9 表明 表达 式 (7. 5) 是 0， 所 以 这 个 对 象 对 (7. 3) 式 右边 的 总 贡献 计数 是 0， 这 
就 是 整个 证 明 . 
7.1.3 RR, BOS 
引起 数学 家 兴趣 的 关于 数 的 一 个 最 早 的 问题 是 确定 所 有 素数 (prime number) 的 问题 ， 所 谓 的 
素数 就 是 大 于 1 HRA 1 和 它 本 身 是 其 正 因子 的 正 整数 ， 最 近 ，Agrawal，Kayal 和 Saxena[2002] 
给 出 了 一 个 确定 给 定 整数 > 1 是 素数 还 是 合 数 (composite) ( 非 素数 ) 的 确定 性 多 项 式 时 间 算 法 . 
在 此 之 前 ， 可 用 于 测试 一 个 整数 是 素数 还 是 合 数 的 算法 只 有 非 多 项 式 时 间 算 法 、 假 设 已 知 某 些 


O ”本 小 节 可 以 跳 过 ， 然 而 ， 还 是 建议 读者 阅读 一 下 本 小 节 的 内 容 - 
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猜测 下 的 多 项 式 时 间 算 法 和 概率 算法 ， 例 如， 如 果 通 过 概率 算法 无 法 确定 一 个 数 是 合 数 ， 那 么 这 
个 数 很 有 可 能 是 素数 ， 即 工业 等 级 素数 (industrial-grade prime)， 这 一 称呼 是 一 个 很 重要 的 称呼 ， 
因为 在 很 多 实际 应 用 中 都 需要 素数 ， 而 且 一 直 在 使 用 工业 等 级 素数 对 于 其 他 更 多 关于 素数 的 
测试 方法 ， 参 见 Adleman 和 Huang[1992]、Adleman，Pomerance 和 Rumely[1983], Goldwasser 
和 Kilian[1986]、Miller[1976]、Rabin[1980]、Solovay 和 Strassen[1977]. 

素数 的 一 个 重要 用 途 是 在 密码 学 (cryptography) 中 ， 这 一 领域 是 致力 于 隐藏 信息 的 数学 学 科 . 
今天 ， 密 码 学 出 现 于 诸如 保证 电子 邮件 的 安全 性 、 保 护 医疗 记录 的 隐私 性 、 保 护 电子 商务 交易 的 
完整 性 以 及 保护 数字 领域 的 版 权 等 方面 ， 例 如 ， 众 所 周知 ， 每 一 个 大 于 1 的 正 整数 能 够 唯一 分 解 
成 素数 的 积 ， 这 一 点 是 密码 学 中 最 常用 的 “ 公 钥 ”算法 的 关键 ，RSA 算法 (RSA Algorithm) 是 
Rivest，Shamir 和 Adleman[1978] 给 出 的 ， 长 期 以 来 ， 因 数 分 解 整数 一 直 被 认为 是 一 个 困难 的 计 
算 问题 .人 们 普遍 认为 在 相对 于 数 的 位 数 或 表示 数 的 数字 数目 的 多 项 式 时 间 内 ， 一 个 整数 是 不 
能 被 分 解 的 ， 所 以 ， 人 们 普遍 相信 诸如 RSA 这 样 的 依赖 于 因数 分 解难 度 的 密码 方法 的 安全 性 , 
以 问题 的 难度 ( 即 非 多 项 式 时 间 ) 为 基础 的 密码 学 方法 的 基础 之 一 是 ， 在 多 项 式 时 间 内 串 能 计算 
的 内 容 的 定义 与 使 用 的 计算 模型 无 关 ， 量 子 计算 ， 使 用 以 量子 力学 为 基础 的 设备 ， 就 是 这 样 的 
一 个 模型 ， 量 子 计算 机 与 通常 的 计算 机 的 操作 方式 不 同 ， 它 利用 原子 的 量子 状态 ， 并 提供 远 远 
超出 当前 的 并 行 超级 计算 机 的 计算 能 力 ， 然 而 ， 当 前 只 存在 这 类 计算 机 的 模型 ，Shor[1997] 证 
明了 在 量子 计算 模型 下 ， 一 个 数 可 以 在 多 项 式 时 间 内 被 因数 分 解 的 一 个 令 人 注目 的 结果 ， 对 于 
成 为 另 一 个 密码 学 方法 基础 的 离散 对 数 问 题 ，Diffie Hellmn 法 (参见 Diffle 和 Hellman[1976])， 
他 得 到 了 类 似 的 结果 ， 因 此 ， 对 于 非常 有 实际 效益 的 问题 ， 量 子 模型 有 比 传统 计算 模型 快 得 多 
的 算法 ， 这 些 结果 不 仅 表明 量子 计算 可 以 给 计算 注入 新 的 力量 ， 它 也 使 人 们 对 基于 因数 分 解 或 
离散 对 数 的 难度 的 密码 系统 的 安全 性 产生 怀疑 (更 多 关于 密码 系统 的 内 容 ， 参 见 Anshel, 
Anshel 和 Goldfeld [1999], Koblitz [1994], Rhee [1993], Schneier [1995], Seberry 和 
Pieprzyk{ 1989], Stallings(1999]). 我 们 将 在 9.2.5 节 重 新 讨论 密码 系统 ， 而 在 9. 3. 2 节 特 别 
讨论 RSA 密码 系统 . 

数学 的 一 个 古老 问题 是 确定 所 有 素数 。 人们 认为 ， 下 面 确定 1 和 N 之 间 的 所 有 素数 的 过 程 
要 归功 于 希腊 的 Erastothenes， 首 先 写 出 1 与 N 之 间 的 所 有 数 ， 抹 掉 1， 然 后 抹 掉 能 被 2 整除 且 
大 于 2 的 那些 数 ， 搜 索 大 于 2 且 还 没有 被 抹 掉 的 第 一 个 数 ， 这 个 数 是 3， 抹 掉 能 被 3 整除 且 大 于 
3 的 那些 数 ， 然 后 搜索 大 于 3 还 没有 被 抹 掉 的 第 一 个 数 ， 这 个 数 是 5， 然 后 抹 掉 能 被 5 整除 且 大 
于 5 的 那些 数 ， 以 此 类 推 ， 当 这 个 过 程 结 束 时 所 留 下 的 数 就 是 素数 ， 下 面 给 出 N 一 25 时 的 这 个 
过 程 的 步骤 : 

1. 抹 掉 1 并 抹 掉 能 被 2 整除 且 大 于 2 的 那些 数 : 


\23¥587R9 W11 N 13M 15 W 17 X 19 20 21 BW 23 `M 25 
2. 抹 掉 能 被 3 整除 且 大 于 3 的 那些 还 没有 被 抹 掉 的 数 : 

XY 23458789 10 11 12 13 MM HM 17 WR 19 2N 22 23 4 25 
3. 抹 掉 能 被 5 整除 且 大 于 5 的 那些 还 没有 被 抹 掉 的 数 ， 

\ 234587 RRQ 11 12 13M H 17 R 19 2Q BL 2 23 24 26 


整除 7，11 等 等 ， 不 再 删除 数 ， 所 以 所 留 下 的 数 就 是 1 与 25 之 间 的 素数 这 个 过 程 通常 在 蜡 版 
上 进行 (Vilenkin[1971])， 数 不 是 被 抹 掉 ， 而 是 被 穿孔 。 结 果 有 些 像 第 子 ， 因 此 ， 这 个 过 程 就 被 
命名 为 Erastothenes #4 3 (Sieve of Erastothenes)， 一 个 基本 问题 是 1 和 N 之 间 有 和 多少 个 素 


407] 


408) 
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数 ? 答案 与 下 面 问题 的 答案 有 密切 的 关系 : 在 1 和 N 之 间 有 多 少 个 数 (除了 1) 不 能 被 2，3， 
5，… 整 除 ? 在 下 面 的 例子 中 ， 我 们 来 看 如 何 回答 这 一 类 型 的 问题 . 
【 例 7.3】 在 下 列 情况 下 ，1 和 1000 之 间 有 多 少 个 整数 ? 
(a) 不 能 被 2 整除 的 . 
(b) 不 能 被 2 或 5 整除 的 . 
(c) 不 能 被 2、5 或 者 11 整除 的 . 
为 了 回答 这 些 问题 ， 我 们 考虑 1 到 1000 之 间 的 1000 个 整数 的 集合 ， 并 设 al 是 能 被 2 整除 
WHER, a: 是 能 被 5 整除 的 性 质 ，as 是 能 被 11 整除 的 性 质 ， 我 们 希望 有 下 面 的 信息 : 
(DN(a); (〈b)NCana2); Cc) NCa'1a’20'3). 
我 们 已 知 N=1000， 也 知道 
Nal) = 500, 
因为 每 隔 一 个 整数 就 可 以 被 2 整除 ， 因 此 ， 
N(a1) = N—N(a;) = 500, 
这 给 出 (a) 的 答案 ， 接 下 来 
Naz) = £1000) = 200. 
同样 ， 每 隔 10 个 整数 能 被 2 和 5 整除 ， 所 以 
NCaraz) = 击 (1000) = 100. 


因此 ， 根 据 容 斥 原理 有 
Nanaa'2) = 1000 一 500 一 200 十 100 = 400, 
这 给 出 (b) 的 答案 ， 最 后 ， 我 们 有 
Nas) = 二 (1000) = 90. 9. 
当然 ， 因 为 Nas ) 是 整数 ， 这 表明 
Nas) = 90. 
简 而 言 之 ， 有 : 
N(a3) =L 90. 9 | = 90, 

同样 ， 每 隔 22 个 整数 能 被 2 和 11 整除 ， 所 以 

Nalas) =| 吉 aooo) | =145. 5J=45. 
类 似 地 ， 

N(aras) =| 击 aooo) |=[ 18.2 |= 18. 
最 后 ， 每 隔 110 个 整数 能 被 2、5 和 11 整除 ， 所 以 


N(arazax) =| 741000) | =L 9. 1 J= 9. 
于 是 
N(a'ia'2a'3) = 1000 一 (500 十 200 十 90) 十 (100 十 45 十 18) 一 9 = 364. [J 


【 例 7.4 与 给 定 整数 互 质 的 整数 数量 】 两 个 整数 互 质 (relatively prime) ， 如 果 它 们 没有 大 于 
1 的 公约 数 ， 两 个 非 互 质 的 整数 必定 有 素 公约 数 (为 什么 )， 因 此 ，45 一 32。5 和 56 一 23。7 是 互 
质 的 .1 到 1000 之 间 有 多 少 个 整数 与 1000 是 互 质 的 ? 因为 1000 一 23。53 ， 整 除 1000 的 素数 只 
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有 2 和 5. 所以， 我 们 要 寻找 在 1 到 1000 之 间 不 能 被 2 或 5 整除 的 整数 数量 ， 在 例 7. 3 中 ,我们 
已 找到 这 个 数 是 400. 加 

可 以 扩展 前 面 例 子 中 所 述 的 方法 ， 欧 拉 风 函数 (Euler's $ function) $(m) = LW 1 到 nn 之 间 与 nn 
互 质 的 整数 数量 . 

定理 7.2 如 果 nn 是 有 如 下 唯一 素数 因子 分 解 的 整数 : 

n= pit PE Pes 
那么 
i 1 1 
$n) = na 人 (1 一方 )(1 一 广 )(1 一 六 ) 
EA 一 个 1 与 ”之 间 的 整数 与 ”不 是 互 质 的 ， 当 且 仅 当 它 能 被 pr 或 po RoR p 整除 . 


设 4={11，2，…, mn) Ha; 是 被 pi 整除 的 性 质 ， 那 么 可 以 通过 计数 A 中 是 pi pi, bin 倍数 的 元 
素数 目 得 到 NN(ai aiai, )， 即 


Nla; ai, ai ) 
因为 n 能 被 p;, bre o Pi 整除， 根据 容 斥 原 理 ， 有 
= Nid E vee gi a Dm 
Kn) 一 N(ana2…ar) = n ax att pps F + Dm 
这 一 结果 得 自 于 对 下 面 关系 的 观察 : 
atata eaS >) (He). 国 
所 i 


(PR E 


对 于 更 多 关于 欧 拉 $ 函数 的 内 容 和 数论 中 的 相关 结果 ， 参 见 如 Hardy 和 Wright[1980] 等 的 著作 ， 
也 可 参见 练习 32. 


【 例 7.5 妇女 和 鸡蛋 、 斐 波 那 契 数 以 及 筛子 】 下 面 是 一 个 中 世纪 的 古老 难题 (Reingold， 
Nievergelt 和 Deo[1977])， 一 位 年 迈 的 妇女 在 去 市 场 卖 鸡 蛋 的 路 上 被 一 个 马 夫 擅 倒 ， 因 为 所 有 的 
鸡蛋 都 打 碎 了 ， 所 以 这 个 马 夫 提出 给 她 赔偿 损失 ， 这 位 老 妇 人 却 不 记得 她 原来 有 多 少 鸡蛋 ， 但 她 
却 记得 当 她 一 次 取 两 个 鸡蛋 时 ， 最 后 剩 下 一 个 鸡蛋 ， 而 且 当 她 一 次 取 三 个 和 一 次 取 四 个 鸡蛋 时 
也 总 是 剩 下 一 个 鸡蛋 .然而 ， 当 她 一 次 取出 5 个 鸡蛋 时 却 没有 剩余 的 鸡蛋 ， 如 果 合 理 地 假设 她 所 
有 的 鸡蛋 个 数 最 多 不 超过 25 个 ， 那 么 有 方法 确定 这 位 老 妇 人 到 底 有 多 少 个 鸡蛋 ? 一 个 自然 的 解 
决 方法 是 模仿 Erastothenes 的 筛子 ，Erastothenes 的 第 子 基于 寻找 1 到 n 之 间 下 面 所 有 集合 内 所 
有 数 的 问题 : 

{2k+1:k > 1}, (3k+1,3k+2:k > 1}, {5k+1,5k+2,5k+3,5k+4:k > 1}, 
{(Ik+1,7k+2,7k+3,1k+4,1k+5,1k+6:k > 1}, 
(k+l pk +2, pk +p l:k> 1), 
HP p RAP REF n 的 最 大 素数 .这 位 老 妇 人 的 问题 可 以 类 似 地 阐述 为 寻找 1 到 之 间 下 面 所 
有 集合 中 所 有 整数 的 问题 : 
{2k+1:k > 1), {3k+1:k > 1), {4k+1:k > 1),{5k > 1). 

一 个 第 子 可 以 用 于 解决 n=25 时 的 这 一 问题 ， 方 法 是 列 出 1 到 25 之 间 的 所 有 整数 ， 并 抹 掉 所 有 
形 如 2k 的 整数 、 所 有 形 如 3k 或 3 十 2 的 整数 ， 所 有 形 如 4k 或 4 十 2 或 4 十 3( 前 两 种 类 型 的 整 
数 可 能 已 被 抹 掉 ) 的 整数 ， 最 后 ， 抹 掉 所 有 形 如 5k 十 1，5k 十 2，5k 十 3，5k 十 4 的 整数 ， 这 位 老 妇 
人 有 和 多少 鸡 蛋 呢 ? Reingold, Nievergelt 和 Deo[1977] 给 出 了 类 似 的 筛子 方法 如 何 用 于 解决 更 复杂 
的 问题 ,例如 快速 检测 前 1 百 万 个 斐 波 那 契 数 ， 看 哪些 是 完全 平方 数 ( 只 有 两 个 ， 它 们 是 
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1 和 144). a 
7.1.4 概率 情况 

假设 随机 选取 1 到 1000 之 间 的 一 个 整数 ， 它 不 能 被 2、5 或 11 整除 的 概率 是 多 少 呢 ? 答案 
很 简单 . 考虑 一 个 实验 ， 在 这 个 实验 中 结果 是 1 到 1000 之 间 的 一 个 整数 ， 而 且 结 果 的 几率 均等 . 
根据 前 节 的 计算 ， 显 示 不 能 被 2，5 或 11 整除 的 事件 的 结果 数目 是 364. 所 以 ， 所 讨论 的 概率 是 
364/1000=0. 364. 

更 一 般 地 ， 假 设 我 们 考虑 一 个 在 样本 空间 的 有 限 集合 S 内 产生 一 个 结果 的 实验 ， 设 要 考虑 
的 事件 是 El Ex. +, Ep, 其 中 任何 一 个 事件 都 不 发 生 的 概率 是 多 少 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 正 
如 我 们 在 本 书 所 做 的 那样 ， 我 们 假设 样本 空间 S 内 的 所 有 结果 的 几率 是 均等 的 (然而 ， 可 以 证 明 
得 到 本 小 节 的 主要 结果 无 需 做 这 样 的 假设 )， 设 集合 A 是 集合 S， 并 设 ai 是 结果 显示 事件 E 的 
性 质 ， 设 pin IE E:、E;、F&… 发 生 的 概率 ， 根 据 定理 7. 1， 我 们 得 出 El ，Ez ，…，Er 中 
任何 事件 都 不 发 生 的 概率 p 由 下 式 给 出 : 


NGCaias…ag) 
P= SD 
21 ENa) , ENlaaj) 也 NGaiajiat) , jy, Naama) 
=O 十 aS) as) COD sy 
其 中 ,nCS) 是 S 中 的 结果 数量 ， 因 此 
P=1— Epit E pj — E pir bee t(D Pizer (7.6) 


【 例 7.6 被 水 覆盖 的 两 个 对 映 点 3 在 大 多 数 拓扑 学 书籍 中 都 有 这 样 一 个 引起 人 们 好 奇 心 的 
问题 ， 这 个 问题 是 要 求 读者 证 明 在 环绕 地 球 的 任意 一 个 大 贺 上 ， 都 存在 有 相同 温度 的 两 个 对 映 
点 ， 人 们 也 可 以 给 组 合 学 家 提出 类 似 的 问题 ， 众 所 周知 ， 地 球 的 表面 有 超过 一 半 的 面积 都 被 水 覆 
M. 证 明 在 地 球 上 有 两 个 都 被 水 覆盖 的 对 映 点 ， 设 X 表示 地 球 上 的 任意 一 个 点 ， 具体 地 ， 我 们 
只 考虑 整数 纬度 和 经 度 点 ， 所 以 所 有 这 样 的 点 的 集合 是 有 限 的 ， 我 们 还 假设 一 X 表示 与 X 对 映 
的 点 ， 考虑 下面 的 事件 ， 


根据 (7. 6) 式 ， 事 件 El 和 E 都 不 发 生 的 概率 p 等 于 1 一 (pi 十 po) 十 p12， 其 中 pi 是 事件 E; 发 生 
GOWER, prod El 和 Es 都 发 生 的 概率 ， 因 为 prs pe 都 大 于 1/2， 对 于 0 到 1 之 间 的 数 p，plz 必 
定 是 正 的 ， 因 此 ， 一 定 存 在 具有 两 个 性 质 的 点 X， 即 使 得 X 和 一 X 都 被 水 覆盖 的 X. 
7.1.5 可 区 分 球 和 盒子 的 分 装 问题 

在 2.10 节 ,我 们 考虑 了 把 个 可 区 分 球 放 入 < 个 可 区 分 盒子 的 分 装 问题 ， 现 在 我 们 要 问 : 
所 有 盒 都 非 空 的 概率 是 多 少 ? 设 是 把 球 放 入 盒子 的 分 配 的 集合 ， 且 设 E 是 第 i 个 盒子 为 空 的 
事件 .如 上 定义 A 和 ai。 这 时 ，N(S)=c",，N(ai)=(c 一 1D)"*,N(aiaj)=(c—2)", N(aiajat)= 
(ce 一 5"，…， 另外， 存在 (1 ) 种 方法 选择 性 质 * ，( 2 ) 种 方法 选择 性 质 * 和 ai， 以 此 类 推 ， 因 
H, n 个 可 区 分 球 放 入 < 个 可 区 分 盒子 且 没 有 盒子 为 空 的 分 配方 法 的 数量 由 下 式 给 出 ， 


eo—(D)e-pr+ (e-r (p) -drt oD (“eos 


© 本 例子 取 自 Shen[1998]. 
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上 述 表达 式 等 于 


那么 ， 所 有 盒子 都 非 空 的 概率 由 下 式 给 出 : 


Ye D(f )e= or (7.7) 


eon (e-+ (2) ee—2"— (Le te ten (‘eon 


cm 


上 述 表达 式 等 于 
Dep()0-E), (7.8) 


因为 


Cor " 
(i-t. 


【 例 7. 7 快餐 奖品 】 假设 一 家 快餐 店 在 儿童 套餐 中 放 人 三 种 不 同 的 玩具 ， 一 份 套餐 放 人 一 个 
玩具 ， 如 果 我 们 买 六 份 儿童 套餐 ， 而 且 每 一 种 玩具 在 任意 一 份 套餐 里 的 几率 是 均等 的 ， 得 到 所 有 
三 种 玩具 的 概率 是 多 少 ? 我 们 想象 把 "一 6 个 球 ， 或 玩具 放 人 c 一 3 个 盒子 或 玩具 类 型 里 ， 把 玩具 
放 和 人 到 玩具 类 型 中 且 使 得 没有 盒子 (或 类 型 ) 为 空 的 方法 数量 由 等 式 (7. 7) 给 出 如 下 : 

3 3 3 
as- (izh) 1 — (3)* 08 = 540. 
这 一 事件 发 生 的 概率 是 540/35 一 0. 741， 这 一 概率 也 可 以 通过 等 式 (7. 8) 计 算 如 下 : 
1 (1) (人 和) +(2): 3) -G om. n 
7.1.6 色 多 项 式 ° 

在 3.4 节 ,我 们 介绍 了 图 的 色 多 项 式 的 概念 ， 容 斥 原理 可 以 用 于 计算 色 多 项 式 ， 值 得 注意 的 
是 同一 种 计数 问题 是 如 何 用 多 种 方法 解决 的 ， 在 本 章 的 多 个 地 方 ， 我 们 把 容 斥 原理 运用 于 计数 
前 面 我 们 用 其 他 方法 计数 的 数量 ， 例 如 ， 考 虑 图 7. 3 中 的 图 我 们 考虑 用 a b 
工种 颜色 或 少 于 工 种 颜色 着 色 G 的 项 点 的 所 有 可 能 着 色 ， 我 们 甚至 允许 由 
一 条 边 连 接 的 两 个 项 点 得 到 相同 颜色 的 着 色 ， 但 是 我 们 称 这 样 的 着 色 是 不 
适宜 的 (improper)， 而 所 有 其 他 着 色 为 适宜 的 (proper). 考虑 用 工种 颜色 
或 少 于 z 种 颜色 的 图 G 的 所 有 着 色 的 集合 ， 不 适宜 着 色 和 适宜 着 色 的 集 4 e 
合 ， FEO 种 这 样 的 着 色 ， 因 为 4 个 顶点 中 的 每 一 个 都 可 能 够 被 工种 颜 ”图 7.3 一 个 图 
色 中 的 任意 一 种 颜色 着 色 . 我们 将 为 图 G 的 每 一 条 边 引入 一 个 性 质 ai. 
因此 ， 

al 是 顶点 a 和 4 得 到 相同 颜色 的 性 质 ， 
az 是 项 点 上 和 * 得 到 相同 颜色 的 性 质 ， 
as 是 顶点 c 和 d 得 到 相同 颜色 的 性 质 ， 
a, 是 顶点 d 和 a 得 到 相同 颜色 的 性 质 . 
为 了 计算 使 用 z 种 颜色 或 少 于 工种 颜色 的 G 的 (适宜 ) 着 色 数 量 P(G，z)， 我 们 必须 计算 


Naiagasat)， 我 们 有 N(a1) 二 3， 因 为 ， 存在 种 着 色 a 和 2 的 选择 ， 存 在 工种 着 色 c 的 选择 ， 
存在 工种 着 色 d 的 选择 (回想 一 下 ,不 适宜 着 色 是 允许 的 )、 类 似 地 ， 有 


413} 


414) 
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N(a2) = N(a3) = N(a) = r. 
其 次 ， 
Naraz) = 22. 
因为 ec 和 2 必须 得 到 相同 的 颜色 ,而 且 5 和 < 也 必须 得 到 相同 的 颜色 。 因 此 ,对 于 a, b Alc 得 到 
一 种 颜色 存在 工种 选择 ， 那 么 d 得 到 的 颜色 存在 工种 选择 .类 似 的 推理 证 明 
Nala3) = N(a1as) = N(aza3) = N(aza) = N(asas) = 22. 
类 似 地 ， 有 
Nalazas) = N(aiazas) = N(ayasay) = N(azasat) = x, 
因为 在 所 有 这 些 情况 下 ， 所 有 项 点 必须 得 到 相同 的 颜色 .这 一 推理 也 使 我 们 得 到 下 面 的 结论 ， 
Naiazasat) = x. 

因此 ， 根 据 容 斥 原 理 ， 有 

P(G,z)= Nania'zasa4) = xt — 423 + 62? 一 4 十 工 

= xt 423 + 62? — 32. 

可 以 使 用 第 3 章 的 方法 检验 这 一 计算 . 

我 们 如 下 扩展 这 个 例子 ， 假 设 G 是 任意 图 ， 而 且 我 们 希望 计算 PG, z). 考虑 用 z 种 颜色 
或 少 于 种 颜色 的 G 的 顶点 的 所 有 着 色 ( 适 宜 着 色 和 不 适宜 着 色 ) 的 集合 A， 对 于 每 一 条 边 i， 设 
ai 是 边 i 的 端 部 顶点 得 到 相同 颜色 的 性 质 ， 假 设 | Y(G) | =n, H | E(G) | =r. 那么 N= 

|A| =X", H 
P(G,x) = Nona2…a). 

因此 

POG, 29 =2"— DN(ai + EN laaj) Fe + (1) EN la; ai, ai bo. (7.9) 
考虑 项 Nla ai,…ai,)， 假 设 日 是 由 G 的 所 有 顶点 组 成 且 有 边 计 ，io。，…，is 的 G 的 子 图 ， 包含 
G 的 所 有 顶点 的 子 图 H 在 第 3 章 中 称 为 支 择 子 图 (spanning subgraph). TE, M E tE ai, 
ais oy a, 1G 的 (适宜 的 或 不 适宜 的 ) 着 色 等 价 于 满足 性 质 a ，ai, ，…，ui 的 五 的 (适宜 的 或 
不 适宜 的 ) 着 色 . 现在， 在 有 的 这 样 的 一 个 着 色 中 ，H 的 任意 一 个 连通 分 支 的 所 有 顶点 必须 有 相 
同 的 颜色 。 对 妞 的 一 个 分 支 的 着 色 的 选择 是 随机 的 . 因此， 使 用 工种 颜色 或 少 于 工种 颜色 且 满足 
性 质 ai + ap» =e a 的 G 的 顶点 的 着 色 数 量 由 ztmm 给 出 ， 其 中 CD H AS EP 

每 一 个 有 条 边 和 * 个 连通 分 支 的 支撑 子 图 H 对 应 于 性 质 a; ，ai, ，…，ai, 的 某 个 集合 ， 而 
且 为 (7. 9) 式 的 右边 提供 一 个 项 (一 1)*z*. 因 此， 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 7.3S。 如 果 G 是 一 个 图 且 h(e，c) 是 有 e 条 边 和 c 个 分 支 的 支撑 子 图 的 数量 ， 那 么 

P(G,z) = $, Dh lerda. 


在 这 一 定理 中 ， 注 意 ， 如 果 =n MAO, O=1, BM A(0，c) 一 0， 注意 这 一 定理 给 出 PCG，z) 
是 多 项 式 的 快速 证 明 . 在 图 7. 3 的 例子 中 ， 有 下 面 的 结果 ， 这 一 结果 在 图 7.4 中 说 明 : 
h(4,1) 一 1， h(3,1) 一 4， (2,2) 一 6， h(1,3)=4, h(0,4) =1, 
而 且 ， 对 于 其 他 的 e Alc, Ale, 0=0. Auk, 我们 有 


© 这 一 定理 是 由 Birkhoff[1912]( 在 研究 地 图 中 出 现 的 图 时 ) 发 现 的 ， 且 首次 由 Whitney[1932] 根 据 容 斥 原理 得 到 
证 明 . 
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P(G,z) 一 (一 D4h4,1)z 十 (一 1)3h(3,1)z 十 (一 1)2jh(2,2)z2 十 (一 1)1h(1,3)z3 
+ IAC, 4) 24 
=a 42+ 62? —423 +24 = xt — 423 + 62? — 32, 
这 一 多 项 式 与 我 们 上 面 的 计算 一 致 


W411 3,D=4 

a b a b a b a b i | 

d e d s d e T e d e 

M2,2)-6 

i | fos =] ae an, 

SPE se teeth ar 
M1,3)=4 M0.4)=1 

tt 3 | 38 ro eae 

d c d e d e c d c 


图 7.4 图 7.3 中 的 图 的 支撑 子 图 


7. 1.7 错位 排列 
我 们 在 6. 1. 3 节 介绍 了 错位 排列 是 一 个 排列 ， 其 中 任意 对 象 都 不 在 其 正确 的 位 置 上 ， 我 们 给 
出 如 何 使 用 容 斥 原理 计算 ”个 对 象 集合 的 错位 排列 的 数量 D。 考虑 ”个 对 象 的 所 有 排列 的 集合 
A. Bai 是 对 象 ; 被 放置 在 第 ; 位 置 上 的 性 质 ，、 因 此 
D, = Nona2…a). 
我 们 有 
N=n! 
个 排列 .还 有 
Nia) = (n—D!, 
因为 对 象 i 返回 其 原来 位 置 的 排列 数 等 价 于 其 余 对 象 的 排列 数 。 类 似 地 ， 有 
N(aiaj) = (n—2)!, 
且 有 
Nas ai, tai, ) = (n= 01. 
因此 ， 有 


ENa; ai, a, =(")or-o1, 


因为 对 于 性 质 ws ai, mati (") A. 根据 容 斥 原 理 有 
Dy =N— EN(a)+ EN(aia))— DN(aia jae) +(— DN Caraz an) 


ant = (Norv +(2)or-a1 —(“)on—a91 十 “二 (Do( om 


(417) 


418] 
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化 简 后 ,我 们 得 
Rp 
D, =a! TD PT aa! Fay BE 
at og 
+p att mt 
= edyd—14 cg ep] 
=ni[1 uty ate tour a] 
这 一 结果 与 我 们 前 面 所 看 到 的 一 致 . 
7.1.8 计数 组 合 


在 5. 3 节 ， 我 们 通过 生成 函数 的 方法 研究 了 各 种 计数 问题 ， 这 里 ， 我 们 注意 到 ， 容 斥 原理 也 
可 以 用 于 这 类 问题 ， 我 们 通过 一 个 例子 来 说 明 这 一 方法 ， 假 设 我 们 正在 做 一 项 调查 ,而 且 我 们 考 
虑 要 对 三 名 老师 、 四 名 水 管 工人 和 六 名 汽车 工人 做 访谈 .假设 我 们 考虑 做 相同 工作 的 两 名 人 员 
是 不 可 区 分 的 ， 而 且 我 们 寻找 选择 11 个 人 进行 访谈 的 方法 数量 ， 根 据 第 5 章 的 方法 ， 这 一 方法 
数量 可 以 通过 确定 下 面 生成 函数 中 zl 的 系数 来 计算 : 

AHIRDA HHPH HHH Ha Ha 425), (7. 10) 

然而 ， 我 们 下 面 使 用 与 此 不 同 的 方法 计算 . 

考虑 有 无 限 多 名 老师 、 水 管 工人 和 汽车 工人 的 情况 ， 而 且 考虑 选择 11 个 人 进行 访谈 的 所 有 
方法 组 成 的 集合 A， 对 于 集合 A 的 特定 元 素 ， 我们 说 它 满足 性 质 a1 ， 如 果 它 至 少 使 用 4 名 老师 ; 
满足 性 质 as ， 如 果 它 至 少 使 用 5 名 水 管 工人 ; 满足 性 质 ss ， 如 果 它 至 少 使 用 7 名 汽车 工人 ， 我 
们 要 计数 集合 A 中 所 有 不 满足 任何 性 质 ui 的 元 素 的 数量 ， 因 此 我 们 要 寻找 Ca‘ aba). Tit 
算 这 个 数量 ， 注 意 根据 定理 5.4， 有 

a tT 13 
N=lAl=( i )= (= 

Nea ) 等 于 多 少 呢 ? 注意 ， 一 个 选择 满足 ai 当 且 仅 当 它 至 少 有 4 名 老师 ， 当 每 种 人 员 有 无 限 多 
个 时 ， 这 样 的 选择 相当 于 任 选 ? 个 人 ， 所 以 ， 根 据 定理 5.4， 其 方法 数量 为 


CH= Class 
因此 ， 
Na) = 36. 
类 似 地 ， 当 每 种 人 员 有 无 限 多 个 时 ， 满 足 az 的 选择 相当 于 任 选 6 个人， 所 以 
N'az) = ere) = (0)=28. 
最 后 ， 有 
Nea) = (PFA) (9)= 15. 


4 4 
接 下 来 ， 同 时 满足 al 和 az 的 选择 至 少 有 4 名 老师 且 至 少 有 5 名 水 管 工人 ， 当 每 种 人 员 的 数量 不 
受 限制 时 ， 这 一 选择 相当 于 选 出 2 个 人 .因此 
3 十 2 一 1 4 
Naaz) = ( A )= ()=6 
类 似 地 ， 当 每 一 类 型 的 人 员 的 数量 不 受 限 制 时 ， 同 时 满足 ck 和 as 的 选择 相当 于 不 选择 任何 人 ; 
因为 不 选择 任何 人 正好 有 一 种 方法 .所 以 有 
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N(aia3) = 1. 
同样 ， 对 于 至 少 有 5 名 水 管 工人 和 至 少 有 7 名 汽车 工人 的 情况 ， 没 有 选择 11 个 人 的 方法 ， 所 
以 有 
N(aza3) = 0. 
类 似 地 ， 有 
N(ayaza3) = 0. 
因此 ， 根 据 容 斥 原理 ， 所 求 的 选择 数量 等 于 
78 一 (36 十 28 十 15) 十 (6 十 1 十 0) 一 0 一 6. 

通过 生成 函数 (7. ORP zl 的 系数 很 容易 检验 这 一 结果 . 
7.1.9 车 多 项 式 9 

在 例 5. 10、 例 5. 14 和 例 6. 15 中 ， 我 们 研究 了 由 可 接受 ( 深 色 ) 格 子 和 不 可 接受 格子 组 成 的 棋 
盘 巨 的 车 多 项 式 的 概念 ， 如 果 如 图 5. 1 和 图 5. 2 所 示 的 那样 ， 棋 盘 B 中 深 色 格子 占 多 数 的 话 ， 
那么 考虑 日 的 补 棋盘 (complementary board) B' 很 有 用 ， 棋 盘 B' 是 通过 交换 B 的 可 接受 格子 和 不 
可 接受 格子 而 得 的 .假设 B 是 一 个 nXm 的 棋盘 ,我 们 感 兴趣 的 是 r,(B)， 这 个 数字 是 把 个 不 
能 吃 掉 的 车 放 人 B 的 可 接受 格子 上 的 方法 数量 ， 我 们 将 证 明 可 以 通过 Rx, BY) BB) rn (B), 
R(xz，B') 是 补 棋盘 的 车 多 项 式 ， 而 不 是 从 棋盘 BAYES MR R(x, BBB ra(B)， 前 者 的 车 多 
项 式 是 基于 有 较 少 深 色 格子 的 棋盘 的 ， 所 以 更 容易 计算 ， 我们 可 以 假设 x<m， 因 为 如 果 n>m, 
WAr,(B)=0, YER, WF i<n. 我们 不 去 计算 rB), RIR j=n 的 特殊 情况 ，7. 2 节 练 习 
37 要 求 读者 把 这 一 结果 扩展 到 jn 时 的 任意 xj(B). 

nn 个 不 吃 车 对 nXm 棋盘 的 一 个 分 配 指 的 是 每 一 个 车 被 放 入 一 个 格子 ,格子 可 以 是 可 接受 的 
也 可 以 是 不 可 接受 的 ， 且 任意 两 个 车 不 在 同一 行 和 同一 列 上 .那么 ， FE: 

Pmm = mm— Dm—n+t+1) 

种 可 能 的 分 配 ， 因为， 我 们 选择 第 一 行 的 普 个 位 置 中 的 一 个 位 置 ， 然 后 在 第 二 行 的 六 一 1 个 位 置 
中 选择 一 个 位 置 ，…， 最后， 在 第 n 行 的 m 一 n 十 1 个 位 置 中 选择 一 个 位 置 ， 设 A 是 棋盘 B 的 所 
有 可 能 分 配 的 集合 ， 并 设 a 是 一 个 分 配 在 第 i 列 的 一 个 不 可 接受 格子 中 有 一 个 车 的 性 质 ， 那 么 
rn(B) 等 于 没有 任何 性 质 cl ，az，…，am 的 分 配 数量 ， 我 们 利用 容 斥 原理 计算 这 个 数 . 

给 定 :， 我 们 来 看 如 何 计算 


ENa; ai, …ai )， 
当然 ， 其 中 :必定 至 多 等 于 m， 注 意 ， 如 果 :>n， 则 上 述 和 等 于 0， 因 为 在 1 个 不 同 的 列 上 不 可 
能 存在 车 的 分 配 ， 更 不 可 能 在 :个 不 同 列 上 的 不 可 接受 格子 中 存在 车 的 分 配 ， 如果 <n, 那么 考 
虚 补 棋盘 B.B 的 个 不 吃 车 的 分 配对 应 于 棋盘 B' 可 接受 格子 的 : 个 不 吃 车 的 分 配 ， 其 中 卫 的 : 
个 列 的 每 一 列 中 都 有 一 个 车 在 被 禁止 位 置 上 ， 这 样 的 分 配 共 有 r.(B') 种 方法 可 以 实现 ， 于 是 其 余 
的 mn 一 + 个 车 可 以 随意 放置 在 剩余 的 m 一 : 列 的 任何 位 置 上 ， 这 有 P(m 一 *，m 一 人) 种 放置 方法 ， 因 
te, HFS, 有 
EN(ai ai, ai, )=P(m—t, n—Dr(B). 
根据 容 斥 原理 ， 我 们 得到 结论 : 
ra(B) =P(m,n) — POn— 1yn— Dn(B) E+ 
十 (一 DPCm 一 ta 一 Drm(BD)7 士 … 
+ (~ D"P(m—n,0)ra(B). (7.11) 


O 本 小 节 可 以 跳 过 . 
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把 这 一 结果 运用 于 图 5. 1 中 的 5X5 棋盘 B， 计 算 rs(B)。 补 棋盘 B' 如 图 7. 5 所 示 ， 根据 5. 1 
节 练 习 17 的 化 简 结果 和 例 5. 14， 可 证 


R(z,B') = 1+ 62+ 1x? +623 + rt. (7.12) 
使 用 (7. 12) 式 时 ， 注 意 到 P(ae，o) 一 a!， 同 时 运用 (7. 11) 式 ， 我 
们 有 CET 
rs (B) = 51—416) +31(11) — 216) +111) — 010) = 31. a 
本 节 练 习 图 7.5 图 5. 1 中 的 棋盘 也 


L 在 一 座 城市 有 三 个 收费 有 限 电视 频道 A，B 和 C， 下 面 的 结果 是 对 该 起 MAREE 

市 住户 的 一 次 调查 而 得 到 的 ;20% 的 住户 使 用 A，16% 的 住户 使 用 B，14% 的 住户 使 用 C，8% 的 住户 使 

用 A 和 B，5% 的 住户 使 用 A 和 C，4% 的 住户 使 用 B 和 C，2% 的 住户 使 用 A，B 和 C. 不 使 用 任何 频道 

的 住户 所 占 的 百分比 是 多 少 ? 

在 一 次 实验 中 ， 有 控制 和 非 控制 两 种 处 理 方式 ， 有 3 个 控制 器 和 80 个 实验 单元 或 模块 ， 每 个 控制 器 用 

于 25 个 模块 ， 每 一 对 控制 器 用 于 相同 模块 11 次 ， 而 且 所 有 3 个 控制 器 同时 用 于 相同 模块 12 次 ， 有 多 少 

个 模块 没有 使 用 控制 器 ? (我 们 将 在 第 9 章 详细 地 研究 实验 设计 的 类 似 条 件 . ) 

-家 烟草 公司 调查 了 200000 个 人 .根据 这 家 公司 的 报告 ,其 中 有 130 000 个 是 男性 ， 被 调查 者 中 有 
90000 人 是 烟 民 ， 其 中 有 10 000 人 已 种 有 癌症 然而， 接受 调查 的 200000 人 中 ， 有 7000 名 男性 癌症 患 
者 ，8000 名 吸烟 癌症 患者 ，5000 名 男性 烟 民 ， 最后， 有 1000 男性 烟 民 患 有 痛 症 ， 这 些 调查 中 有 多 少女 
性 非 烟 民 且 非 癌 症 和 患者 呢 ? 这 一 烟草 公司 的 调查 有 错误 吗 ? 

. 有 800 人 接受 下 列 疾病 的 免疫 性 检查 肺结核、 风疹 和 天 花 ， 这 800 人 中 ， 发 现 有 350 人 对 肺结核 有 锡 
疫 力 ，450 对 风疹 有 免疫 力 ，350 人 对 天 花 有 免疫 力 ，150 人 对 肺结核 和 风疹 有 免疫 力 ，200 人 对 风疹 和 
天 花 有 免疫 力 ，250 人 对 肺结核 和 天 花 有 免疫 力 ，100 人 对 肺结核 和 风疹 有 免疫 力 ， 但 对 天 花 没有 免疫 
力 ， 有 多 少 人 对 这 三 种 疾病 都 没有 免疫 力 呢 ? 

，(a) 假 设 在 被 调查 的 1000 家 住户 中 ， 有 30 家 既 没有 雏 炼 用 自行 车 也 没有 踏步 车 ， 有 50 家 只 有 锻炼 用 自 

行车 ， 有 60 家 只 有 踏步 车 ， 有 多 少 家 两 者 都 有 ? 

Cb) BEF 0，1，2…9 的 排列 中 有 多 少 种 排列 的 第 一 位 数字 大 于 2， 最 后 一 位 数字 小 于 7? 

(c) 长 度 为 10 的 DNA 序列 中 各 基 A，G，C 和 工 都 至 少 有 一 个 的 序列 有 多 少 个 ? 

确定 集合 A HEDH a, ar + a, 之 一 的 对 象 个 数 的 表达 式 . 

… 120 份 水 样 接受 是 否 含有 下 面 三 种 化 学 物质 的 检查 : R R. X 120 份 水 样 中 ， 发 现 17 AAR, 
15 份 含有 砷 ，14 份 含有 铅 ，10 HAARMA, 7 份 含有 砷 和 铅 ，15 份 含有 柔和 铅 ，5 份 含有 汞 和 砷 ， 
但 不 售 铅 ， 有 多少 水 样 至 少 含有 一 种 化 学 物质 ? 

,在 检查 站 接受 检查 的 100 辆 汽车 中 ，9 辆 有 头 灯 缺损 ;8 辆 有 刹车 缺损 ，7 辆 有 喇叭 缺损 ;2 A 
水 器 缺损 ，4 辆 有 头 灯 和 条 车 缺损 ，3 辆 有 头 灯 和 喇叭 缺损 ;2 辆 有 头 灯 和 风挡 刮 水 器 缺损 ，3 辆 有 和 刹车 
和 喇叭 缺损 ， 没 有 汽车 有 刹车 和 风挡 刊 水 器 缺损 ，1 辆 有 喇叭 和 风挡 刮 水 器 缺损 ，1 辆 有 头 灯 、 刹 车 和 
喇叭 缺损 ;1 辆 有 头 灯 ， 喇 叭 和 风挡 刊 水 器 缺损 ， 没 有 汽车 有 任意 其 他 缺损 组 合 ， 确 定 至 少 有 一 种 所 讨 
论 的 缺损 的 汽车 的 数量 . 

.一 个 学 校 总 共有 100 名 学 生 参 加 考试 ， 其 中 ，38 名 学 生 参 加 法 语 考试 ，45 名 学 生 参 加 物理 考试 ，28 名 
学 生 参 加 数学 考试 ，25 名 学 生 参 加 历史 考试 ，22 名 学 生 参 加 法 语 和 物理 考试 ，23 名 学 生 参 加 法 语 和 数 
学 考试 ，10 名 学 生 参 加 物理 和 数学 考试 ，1 名 学 生 参 加 法 语 和 历史 考试 ，21 名 学 生 参 加 物理 和 历史 考 
试 ，14 名 学 生 参 加 数学 和 历史 考试 ，11 名 学 生 和 参加 法 语 、 物 理 和 数学 考试 ，8 名 学 生 参 加 法 语 、 物 理 和 
历史 考试 ，6 名 学 生 参 加 法 语 、 数 学 和 历史 考试 ，6 名 学 生 参 加 物理 、 数 学 和 历史 考试 ，5 名 学 生 参 加 所 
有 四 门 课程 的 考试 .有 多 少 学 生 至 少 参 加 所 讨论 的 科目 中 一 门 课程 的 考试 ? 

10. 一 名 故障 检修 员 已 查 明 一 台 计算 机 上 有 3 个 文件 是 潜在 的 问题 源头 ， 在 一 次 测试 中 ， 他 使 用 每 一 个 文 

件 12 次 ， 同 样 测试 中 每 一 对 文件 一 起 使 用 6 次 ， 同 样 测试 中 3 个 文件 一 起 使 用 4 次， 在 8 次 测试 中 ， 
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22. 
23. 
24. 
25. 


26. 


2 


2 


29. 


8 


30. 


x 


S 


没有 使 用 任何 文件 ， 他 一 共 进 行 了 多 少 次 测试 ? 


.1 一 10 000 之 间 ( 包 括 1 和 10 000) 包 含 多 少 个 不 能 被 5、7 和 11 整除 的 整数 ? 
- 1~600 之 间 ( 包 括 1 和 600) 包 含 多 少 个 不 能 被 2、3 和 5 整除 的 整数 ? 

, 1 一 600 之 间 ( 包 括 1 和 600) 包 含 多 少 个 不 能 被 2、3、5 和 7 整除 的 整数 ? 

, 一 周 内 有 9 起 事故 发 生 ， 写 出 计算 每 天 至 少 有 一 起 事故 发 生 的 概率 的 表达 式 . 
. 一 本 书 的 5 页 上 总 共有 6 个 印刷 错误 .每 页 b 


至 少 有 一 个 印刷 错误 的 概率 是 多 少 ? 
.20 个 光 粒 子 撞击 到 有 9 个 细胞 的 视网膜 上 . 


至 少 有 一 个 细胞 没有 被 光 粒子 挤 击 的 概率 是 “ a 
多 少 ? 


. {1，2，3，4，5，6) 的 所 有 排列 中 +1 从 不 
ALE 后面 的 排列 有 多 少 种 ? -内 SS 
.使 用 容 斥 原理 (不 是 定理 7. 3) 确 定 图 7.6 中 的 


每 一 个 图 的 色 多 项 式 . 


n 使 用 定理 7. 3 确定 图 7.6 中 的 每 一 个 图 的 色 D 


多 项 式 . 图 7.6 7.1 节 练习 的 图 


) 星 型 图 S(1，nn) 是 由 1 个 中 心 顶点 和 nn 个 邻居 


顶点 组 成 的 且 没 有 其 他 边 的 图 ， 图 7. 7 给 出 若干 个 星 型 图 ， 使 用 7. 1.6 节 的 方法 确定 S(1，n) 的 色 多 
项 式 . 


.使 用 容 斥 原 理 计数 进行 下 列 选择 的 方法 数量 : 


(a) 从 4 个 a、4 个 b 和 5 个 c 的 集合 中 选 出 8 个 元 素 的 
a VV + 
(Cb 从 3 个 ae、4 个 5 和 5 个 ec 的 集合 中 选 出 9 NTE AS 


方法 数量 , S12) S(1,3) S(1,4) 
(从 6 个 a、6 个 b 和 4 个 。 的 集合 中 选 出 12 个 元 素 的 图 7.7 若干 星 型 图 

方法 数量 . 
验证 等 式 (7. 12). 


假设 B 是 所 有 方 格 都 可 接受 的 nxn 棋盘 ， 使 用 等 式 (7.11) 计 算 r (B). 
使 用 等 式 (7. 11) 和 更 早 的 化 简 结果 计算 图 5. 2 中 的 棋盘 B AY rs (B). 
假设 r=3 且 一 个 对 象 正好 有 两 个 性 质 ， 在 下 列 计算 中 该 对 象 被 计数 了 多 少 次 ? 
(a) EN(a). (b) EN(aa,). 
假设 一 8 且 一 个 对 象 正 好 有 三 个 性 质 ， 在 下 列 计算 中 该 对 象 被 计数 了 多 少 次 ? 
(UNG). (DENaa). (dEN(aaa). (dEN(aaaiar). 
假设 4 个 可 区 分 CD 被 放置 到 ”= 个 可 区 分 CD 播放 器 中 .若干 CD 可 以 放 在 一 个 播放 器 中 ， 我 们 认为 
把 CDs 放 在 播放 器 1 中 与 把 CD, 放 在 播放 器 2 中 是 不 同 的 ， 而 且 把 CD. 放 在 播放 器 1 中 与 把 CD, 放 
在 播放 器 1 中 也 是 可 区 分 的 等 等 。 假 设 分 配 各 CD 使 得 各 播放 器 都 不 是 空 的 ， 有 多 少 种 方法 可 以 做 到 
这 一 点 ? 
使 用 包含 和 排斥 确定 下 面 方程 的 解 的 数量 : 
antata = 15, 

其 中 ,每 一 个 x, 是 非 负 整 数 且 xz,<7. 
使 用 包含 和 排斥 确定 下 面 方程 的 解 的 数量 : 

atntz +x = 18, 
其 中 ,每 一 个 是 正 整数 且 7, <8. 
确定 由 数字 表 {0，1，2，…，9} 上 的 nn 个 数字 组 成 的 且 数 字 1，2 和 3 都 至 少 出 现 一 次 的 代码 字 的 数量 . 


R 


423) 
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31. a) 确定 从 5 元 素 集合 到 3 元 素 集合 的 满 射 函数 S 的 数量 . 
(b) 假 设 mw 和 是 正 整数 ， 确 定 从 m 元 素 集 合 到 元素 集合 的 满 射 函 数 的 数量 的 公式 . 
32. 回想 一 下 ， 每 一 个 正 整数 "都 可 以 唯一 地 写成 素数 的 等 的 积 的 形式 ， 即 
n= pi PPPs 
其 中 pis pio oy p RERAMMRK, AMER, He Dl. MF ERE SRM un): 


1 in-1 
p(n) -fo 车 对 某 个 i, 有 e >l 
COD 车 所 有 的 eye ,er 都 等 于 1. 
因此 ，Mm100)=0， 因 为 2 是 100 的 因子 ， 同 样 ，p(30) 一 pw(2。3。5) 一 (一 1D): 一 一 1. 
(a) 根 据 容 斥 原理 ,证 明 
Lua - 人 pa (7.13) 
其 中 ，(7. 13) 式 的 和 是 对 能 够 整除 的 所 有 整数 d RA. Pm, 


Dp = pw) + pA2) + wl) + pA) + p(6) + x12) 
at 


1+ (一 D 十 (一 D 十 0 十 (一 D:+0 
=0. 
《b) 假 设 /和 4g 是 函数 ， 使 得 
fin) = Sela. 
T 

根据 部 分 (a) 的 结果 ,证明 

a) = (Fuca. (7.14) 
a 


等 式 (7. 14) 称 为 默 比 乌 斯 反 演 公 式 (Moebius inversion formula)， 对 于 在 组 合 数学 中 非常 重要 的 这 一 
公式 的 一 般 形式 ， 参 见 Rota[1964]( 也 可 参见 Berge[1971]、Hall[1986] 和 Liu[1972]). 
(0) 证 明 ， 如 果 #(m) 是 欧 拉 多 函数 ， 那 么 


n= D $a). 
T 
《d) 得 出 结论 ; 
wn) 一 Zua F 
(OHER: 


#7) = #(1- >). 
(Cohen[1978])n 名 绅士 中 的 每 一 名 都 存放 帽子 和 雨伞 ， 帽子 被 随机 还 回 ， 然 后 雨伞 也 独立 地 随机 还 回 . 
没有 人 拿 到 自己 的 帽子 和 雨伞 的 概率 是 多 少 ? 
练习 34 和 练习 35 考虑 的 是 对 菜 些 模式 进行 限制 的 排列 .我 们 说 ,模式 uv 不 出 现在 (1，2，…,， nd ASE 
I jijijni Pe ERE jj RAR uv RM, WER cow 不 出 现 意味 着 jjo ja RAR uw. 
设 b, ERAI, 2, o, nAIRE, PRR 12, 23, =, (Dn REI. M b.. 

35. 确定 集合 (1，2，3，4，5，6} 的 排列 的 数量 ， 其 中 模式 125 和 34 都 不 出 现 (参见 练习 34). 

36. 排列 字母 4，a，b，b，c，c，c，d，d， 确 定 使 得 同一 字母 不 连续 出 现 的 方法 数量 . 

37. 数字 表 !{0，1，2} 上 的 长 度 为 9、 每 一 个 数字 都 使 用 三 次 且 任意 三 个 连续 数字 不 同 的 代码 字 有 多 少 个 ? 
38. 有 两 个 A、 两 个 U、 两 个 C 和 两 个 G 且 没有 重复 基 的 RNA 链 有 多 少 种 ? 

39. 在 研究 整数 划分 时 (5. 3 节 练习 12 一 练习 16)， 我 们 令 p* (k) 为 有 不 同 整数 的 的 划分 的 数量 ，po (4) 为 


3 


国 


3 


ba 


O 集合 A 到 集合 B 的 函数 了 是 满 射 ， 当 月 仅 当 对 于 任意 的 bE B， 存 在 asEA， 使 得 /(a)=h， 一 一 译 者 注 
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有 奇数 个 整数 的 的 划分 的 数量 . 
(a) 定 义 一 个 集合 A 和 A 的 元 素 的 性 质 a. 和 6b.， 使 得 
Polk) = NGata2 
A 
Bok) = NO b). 
《b) 证 明 可 以 选择 (a) 中 的 A，a; 和 6b;， 使 得 对 于 所 有 的 有， 
Nas, ai, ***a4,) = N(bs, bi, "bi, ) 
由 此 得 到 结论 po (=p (k)(5. 3 节 练习 15 中 已 经 通过 生成 函数 推导 出 了 这 一 结果 ). 
40. (Shen[1998]) 一 个 球 被 涂 上 两 种 颜色 : 其 表面 的 10% 是 白色 ， 其 余 的 表面 涂 成 黑色 .证 明 这 一 球 有 一 

个 内 接 立方 体 ， 使 得 其 所 有 8 个 顶点 都 是 黑色 [提示 考虑 例 7. 6]. 


7.2 正好 有 m 个 性 质 的 对 象 数量 
7.2.1 主要 结果 及 其 应 用 

我 们 返回 到 有 N 个 对 象 的 集合 的 一 般 情况 ， 这 个 集合 中 的 每 一 个 对 象 可 能 有 也 可 能 没有 
个 不 同性 质 a1，a2，…，ar 的 每 一 个 性 质 ， 存 在 这 样 的 情况 ， 其 中 我 们 想 知道 有 多 少 个 对 象 正 
好 有 这 些 性 质 中 的 m 个 性 质 ， 对 于 m<r， 设 em 是 正好 有 m 个 性 质 的 对 象 数量 ， 为 了 表示 em 的 
公式 ,假设 对 于 ! 宇 1, > 

s= ENla;, ai, …ai )， 

其 中 ， 上 面 的 和 是 对 :个 不 同性 质 a; ，ai,，…，ai 的 所 有 选择 求 和 于 是 ,我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 7.4 如 果 有 上 个 性 质 且 ms<<r， 那么 正好 有 mn 个 性 质 的 对 象 的 数量 由 下 式 给 出 : 


ed ae eo ag ee 


m+p m+r—m 
+e Jemi ste t(D "( Js. (7.15) 
p r—m 


读者 应 该 注意 到 ， 如 果 so 取 做 N， 那 么 定理 7. 4 中 m 一 0 的 特殊 情况 就 是 容 斥 原理 . 
我 们 将 在 7. 2. 2 节 证 明 这 一 定理 . 这里， 我 们 给 出 运用 这 一 定理 的 几 个 例子 ， 特 别 地 ， 我 们 
返回 到 例 7. 2， 有 多 少 辆 汽车 正好 超出 一 种 污染 物 环境 标准 呢 ? 我 们 要 寻找 el， 为 了 计算 ea， 我 
们 注意 到 ， 通 过 本 例 的 计算 ， 有 
s =6+4+3= 13, 
s =3+2+1=6, 


s=l. 


asadar la 
= 13—26) +30) 
一 4. 


因此 ， 根 据 定理 7.4， 有 


【 例 7.8 衣 帽 存放 问题 (再 探 例 6.9)】 在 例 6. 9 中 ,我 们 考虑 了 这 样 的 情况 : 位 绅士 的 幅 
子 被 随机 还 回 ， 在 这 样 的 情况 下 ， 我 们 计算 正好 有 一 名 绅士 拿 回 自己 帽子 的 方法 数量 ， 考虑 当 帆 
子 被 随机 还 回 时 ， 帽 子 返还 回 各 位 绅士 的 可 能 方法 的 集合 4， 这 些 方法 对 应 于 排列 ， 设 a; 是 第 i 
位 绅士 拿 回 自己 帽子 的 性 质 ， 在 7. 1. 7 节 研 究 错位 排列 时 ， 我 们 计算 了 下 面 的 式 子 : 


42: 


=] 
XI 
iS] 
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427] 


Nli) = (—1)!, 所 有 的 i 
Nlaiaj) = (n 一 2)!， HABEAS, 
而 且 一 般 地 ， 有 
Nai ai, ai) = (n—D!. 


因此 , 有 
«= (")a-o1 
这 是 因为 有 (”)] 种 方法 选 出 :个 性 质 en as ma ， 于 是 ,根据 定理 7.4， 对 于 "=n 和 加 二 1， R 
们 有 
a = 一 (?)s+ (2)s— (3)s t-+epe( " )s 
= (r= (H Ge-21 HGe- (2) (aor 


十 CD ) ("am 


=r PE ae eT! + an i = 
-a tg lt tps pa 

一 中 一 对 + 对 一 如 士 … 十 一 Do oa 

=m[ -hti hteo r] 


一 Do 
这 一 结果 是 显然 的 ， 因 为 我 们 只 选 出 一 名 绅士 拿 回 自己 的 帽子 ， 这 可 以 用 nn 种 方法 完成 ， 接 着 选 
出 其 余 绅士 的 一 个 错位 排列 ， 这 可 以 用 D, -1 种 方法 完成 . 
作为 结论 ， 正 好 有 一 名 绅士 拿 回 自己 帽子 的 概率 是 


nDat _ _ Dyn 
n! (a=! 


当 n 趋 近 于 无 穷 大 时 ， 这 个 值 接近 于 1/e， 因 为 D,/n! BEF 1/e， 因 此 ， 最后， 正好 有 一 位 费 
士 拿 回 自己 帽子 的 概率 等 同 于 没有 绅士 拿 回 自己 帽子 的 概率 . 图 


【 例 7.9 超 能 力 测试 】 在 某 些 超 能 力 实验 中 ， 我 们 按 声称 有 超 能 力 的 人 所 不 知 的 顺序 给 出 一 
个 元素 序列 ， 这 个 人 事先 预测 该 顺序 ， 我 们 计数 正确 元 素数 量 ， 即 那些 正好 处 于 预测 序列 位 置 
上 的 元 素 的 个 数 . 假设 在 一 个 10 元 素 序列 中 ， 一 个 人 得 到 5 个 正确 元 素 . 我们 能 否 以 此 作为 超 
能 力 的 证 据 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 要 问 ， 如 果 这 个 人 只 是 猜测 ， 那 么 观察 到 的 成 功 数量 是 
否 是 非常 不 可 靠 的。 特别 地 ， 我 们 问 至 少 猜 得 5 个 正确 元 素 的 概率 是 多 少 ( 我 们 真正 感 兴趣 的 是 
这 个 人 猜 的 至 少 如 他 所 声称 的 那样 的 可 能 性 是 多 少 )? 在 n 元 素 序 列 中 正好 猜 中 m 个 正确 元 素 的 
方法 数量 可 以 由 定理 7. 4 HA. RIA 是 集合 {1，2，…， nn} 的 所 有 排列 的 集合 ， 且 设 a; 是 i 
在 第 i 个 位 置 的 性 质 ， 于 是 N(a:)，N(aiaj ) 等 等 正好 与 我 们 在 衣 幅 存放 问题 中 所 做 的 分 析 相 同 ， 
对 于 每 一 个 t:，st 也 一 样 . 因此 ， 可 以 证 明 ， 正 好 猜 出 m 个 正确 位 置 的 概率 由 下 式 给 出 : 
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Pa Data tami | 

《7. 16) 式 的 详细 验证 留 作 练习 (练习 26). JA 10 元 素 序 列 中 至 少 猜 出 5 个 元 素 的 正确 位 置 的 概率 是 : 
PY + P}? + Ph + P}? + PY + PÌ8 = 0. 003 06 +0. 000 52 十 0.00007 十 0.00001 
+0. 000 00 + 0. 000 00 = 0. 003 66. 

(注意 ,倒数 第 二 项 的 0. 000 00 在 这 里 事实 上 就 是 0， 而 最 后 一 项 实际 上 是 1/101). 我 们 的 结论 
是 ， 通 过 猜测 得 到 这 样 大 的 成 功 概率 非常 小 ， 我 们 可 以 以 此 为 证 据 得 出 这 个 人 的 确 似乎 有 超 能 
力 的 结论 ， 关 于 超 能 力 测试 进一步 的 参考 资料 以 及 错位 排列 在 心理 学 的 其 他 应 用 可 以 参见 Barton, 
[1958]、 Urtts[1991]、Vernon[1936]. 国 


【 例 7. 10 RNA 链 】 我 们 来 确定 长 度 为 ” 且 正 好 有 两 个 U 的 RNA 链 的 数量 ， 我 们 可 以 直接 


计算 这 个 值 ， 为 了 得 到 一 个 长 度 为 n HEARN U 的 RNA E, BRAT AT SA n 个 位 置 中 选 出 两 
个 位 置 给 U， 然 后 对 于 其 余 n 一 2 个 位 置 的 每 一 个 位 置 我 们 有 三 种 基 的 选择 ， 这 就 给 出 了 


(= 
2 
个 链 ， 弄 清楚 如 何 从 定理 7. 4 得 到 这 个 结果 是 有 意义 的 ， 设 A 是 字母 表 {U，A，C，G} 上 的 所 有 


长 度 为 ”的 序列 的 集合 ， 且 设 ai 是 有 一 个 U 在 第 i 个 位 置 上 的 性 质 ， 然后， 我 们 寻找 ee， 注意 
有 下 面 的 结果 : 


yer tye (7.16) 


Nla; ai, ai, ) = 4" t, 


这 是 因为 ， 如 果 i 关 iH，isc，…，i， 则 对 于 该 链 中 的 第 i 个 元 素 我 人 有 四 种 选择 ， 因 此 
w= ("hes 
因为 ， 我 们 是 从 = 个 性 质 中 选 出 : 个 性 质 ， 根 据 定 理 7.4， 我 们 得 出 结论 ， 


a=a—(*)s+ (Jeet DA(S) 十 十 一 Do2( sy 


(4 a= (Gen + oe 4 二 


+o’) n Jett :(， 


"Je 


p+2 n 
为 了 计算 ez 的 表达 式 ， 注 意 有 下 面 的 等 式 : 
fp+2 n Yapen DED! n! RR 
val p te) TOD? pa PFD pa 
= Ce 2D aD! rs 


2 pl(a—p—2)! 
= (3) e D(t a 
因此 ， 
e=(")S (ee 
根据 二 项 式 展开 (定理 2. 7)， 有 


a= (a-o = (WE 2, 


428) 


429 
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这 与 我 们 最 初 的 计算 一 致 、 对 于 这 一 情况 ,使 用 定理 7. 4 要 困难 得 多 . a 


[617.11 合法 代码 字 { 再 探 例 6.4)】 在 例 6. 4 中 , 我 们 定义 了 数字 表 {0，1，2，3} 上 的 代码 
字 是 合法 的 ， 如 果 它 有 偶数 个 0， 而且 我 们 设 ak 是 长 度 为 & 的 合法 代码 字 的 数量 . 在 6. 3.1 节 ， 
我 们 使 用 生成 函数 证 明了 
a = Forth, 
在 此 ， 我 们 将 利用 定理 7. 4 推导 出 相同 的 结果 . 设 A 是 {0，1，2，3} 上 长 度 为 的 所 有 序列 的 集 
A. HHF i=1, 2, e, k=r， 设 ai 是 第 i 个 数字 是 0 的 性 质 ， 我 们 寻找 有 偶数 个 这 些 性 质 的 
A 的 元 素 的 个 数 ， 即 我 们 寻找 ee 十 ez 十 ee te. 为 了 计算 这 个 和 ， 注 意 有 


k 
= Ld 
s (pe i 
这 是 因为 
NCai, ai, ai ) = 44t, 
从 这 个 等 式 和 定理 7.4， 通 过 代数 变换 可 以 证 明 : 
eter ter tin = fOr + Fay, (7.17) 


证 明 (7. 17) 式 的 更 简单 方法 是 使 用 下 面 的 定理 ， 其 证 明 将 贸 到 7. 2.2 45. A 
定理 7.5 如 果 存 在 个 性 质 ， 有 偶 教 个 这 样 性 质 的 对 象 的 数量 由 下 式 给 出 : 
etatate=tlot ye Ds). 
且 有 奇数 个 这 样 性 质 的 对 象 的 数量 由 下 式 给 出 : 
ete te te 一 3[s = ye Dss) 


把 定理 7.5 运用 于 例 7. 11， 并 回想 到 so 被 取 作 N， 我 们 就 可 发 现 ， 使 用 二 项 式 展 开 ( 定 
理 2.7) 有 


eote +e += 


[a+ Ye ae(#)ae ‘| 


过 
2 = 
1 

glat+ (24494) 
gle +28], 

这 一 结果 与 (7. 17) 式 一 致 . 


【 例 7. 12 宇宙 射线 和 分 装 问题 】 假设 我 们 有 一 个 暴露 在 宇宙 射线 下 的 带 有 c 个 盒子 的 盖 林 
计数 器 ， 通 过 nn 条 射线 撞击 它 。 正 好 有 4 个 计数 器 受到 撞击 的 概率 是 多 少 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 
我 们 可 以 按 着 7. 1. 4 节 中 的 分 析 ， 引 入 样本 空间 SAREE. 这里，S 是 由 n 条 射线 到 c 个 盒子 
的 所 有 分 配 组 成 的 ， 而 E 是 计数 器 i 没有 受到 撞击 的 事件 ， 我 们 需要 的 是 正好 有 mm 一 < 一 9 个 计 
数 器 没有 受到 撞击 的 概率 ， 即 正好 有 m 个 所 讨论 的 事件 发 生 的 概率 .我们 可 以 如 7. 1. 4 节 那 样 
引入 一 个 集合 A 和 性 质 a; ， 并 观察 到 在 诸 事件 E Ez ，…，E, P, 正好 有 m 个 事件 发 生 的 概 
率 可 以 根据 定理 7. 4 并 使 用 en"/N(S) 计 算 ， 在 我 们 的 例子 中 ,我 们 可 以 把 这 一 概率 考虑 成 分 装 
问题 来 计算 en ， 并 使 用 7. 1. 5 节 中 的 N(a;)，N(aiaj) 等 的 计算 . FERIE 

= ENC, a; aa) 一 (5](c 一 on 
t 
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因此 ， 根 据 定理 7. 4 可 以 证 明正 好 有 mAH E, ，Ez，…， ee N 


A‘) ïc- Do 人 ( gR (7.18) 
其 详细 验证 留 给 读者 (练习 28). (7. ey m=O 的 情况 推导 出 来 (参见 练 
习 29). mn 


对 于 定理 7. 4 的 其 他 应 用 ， 可 以 参见 Feller[1968]、lrwin[1955]、Parzen[1992]. 
7.2.2 定理 7.4 和 定理 7.5 的 证 明 全 

我 们 通过 给 出 定理 7. 4 和 定理 7. 5 的 证 明 来 结束 本 节 . 

定理 7.4 的 证 明 这 一 证 明 类 似 于 定理 7. 1 的 证 明 ， 作 为 准备 ,我们 注意 到 ; 


(eee mtj)! m+p! (mj)! 


© Gn pyiG— py! pim! mi pl(j— p)! 
= (mtp! i = ("*4)(4) 
mij! plG—p)! m Ip" 
因此 有 
m+j\(m+p\_ (m+j\(i 
Cr C0) 19) 
现在 ， 我 们 考虑 等 式 (7. 15)， 如 果 一 个 对象 有 少 于 mH ai 那么 ，em 的 计算 不 计数 这 一 
对 象 ， 而 且 (7. 15) 式 的 右边 的 任何 项 都 不 计数 它 ， 假 设 一 个 对 象 正好 有 m 个 性 质 ，em 的 计算 正好 
计数 它 一 次 ， 而 且 (7. 15) 式 的 右边 的 计算 正好 计数 它 一 次 ， 即 sm 的 计算 计数 它 一 次 ， 最 后 ， 假 设 
一 个 对 象 有 多 于 m 个 性 质 ， 比 如 说 有 m 十 j AHER. em 的 计算 不 计数 它 ， 我 们 将 证 明 它 在 (7. 15) 


式 的 右边 的 计数 次 数 是 0， 这 个 对 象 在 计算 sn 中 的 计数 次 数 是 (” 7) ， 对 从 对 象 所 具有 的 mt 3 
个 性 质 中 选取 的 每 m 个 性 质 ， 它 都 被 计数 一 次 . 它 在 w+ 的 计算 中 的 计数 次 数 是 {” 7). 一 般 
地 ， 对 于 p<j, 它 在 +z 的 计算 中 的 计数 次 数 是 (" )- 除 此 之 外 ， 它 不 被 计数 ， 因 此 ， 这 


个 对 象 在 (7.15) 式 的 右边 的 计数 总 次 数 的 计算 是 ， (和 以 一 De ("人 即 snp BR 
数 ， 然 后 ， 对 p=0 到 j 把 这 些 项 相 加 ， 因 此 ， 我 们 得 到 
(人 (+ 人 
Hope EA)" «+i (trt). (1.20) 


m+p m+j i 
现在 ， 根 据 (7. 19) 式 和 (7. 20) 式 ， 上 式 变 成 


mE Oe -+ 
O-O G+ ()] az 


这 等 于 


后 ”本 小 节 可 以 跳 过 . 


g 


4311| 


432] 
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根据 定理 2. 9，(7. 21) 式 中 括号 内 的 结果 等 于 0[ 使 用 二 项 式 展开 把 (1 一 1); 展开 就 可 以 得 到 这 一 

结果 ]， 所 以 (7. 21) 式 等 于 0。 这 就 是 定理 (7. 4) 的 证 明 . a. 
定理 7.5 的 证 明 E) = Lene” 是 序列 ew，e1 ，ez，… 的 普通 生成 函数 根据 定理 7.4 有 : 
E(z) =[s0 — s +s — e +(— D's] 


+ [a (Dut)s -+o 7 h 

+[s - (1)s + (0)s etone, 7) j+ 

+i- Dinn + ("5 *) sme eet ra (PE s fem 

feet sar 
-+a[z-D+e[ 


NA 


Hsn am—(™) amt + ("Janetta ” Jet om + 
L 1 2 m—1 


ts [2 (z 14 (Sar 2 十 … 十 (一 Dr (1 )etenr]}, 
At, 有 
E(x) = Ý ml — DM. (1.22) 


通过 注意 到 有 下 面 的 等 式 : 
mm 十 ee 十 ad 十 … 一 fle +E], 
并 在 (7. 22) 式 中 取 z=1 和 二 一 1， 可 以 得 到 定理 7. 5 的 第 一 部 分 ， 通 过 注意 到 下 面 的 等 式 ， 


ei +e +e +e = -FEO — E 1)]. 


1 

2 

可 以 得 到 这 一 定理 的 第 二 部 分 . a. 

本 节 练 习 

, 对 于 7. 1 节 练 习 1， 正 好 预定 其 中 一 个 频道 的 住户 的 百分比 是 多 少 ? 

, 对 于 7. 1 节 练 习 2， 多 少 个 模块 正好 使 用 两 个 控制 器 ? 

.对 于 7. 1 节 练 习 4， 多 少 人 正好 对 其 中 的 一 种 疾病 有 免疫 力 ? 

. 对 于 7. 1 节 练 习 8， 确 定 正好 有 所 讨论 的 两 种 缺损 的 汽车 的 数量 . 

. 对 于 7. 1 节 练 习 9， 确 定 正好 要 参加 三 门 所 讨论 课程 考试 的 学 生 的 数量 . 

. 长 度 为 6 且 有 偶数 个 元 音 的 单词 的 数量 是 多 少 ? 

.6. 1. 3 节 中 讨论 的 Montmort 的 “纸牌 游戏 问题 "的 一 个 变形 如 下 所 述 ， 把 一 副 n 张 纸牌 在 桌子 上 排 成 一 
行 ， 第 二 副 的 n 张 纸牌 一 张 一 张 随机 地 放置 在 第 一 副 纸牌 上 .如 果 第 一 副 纸 牌 与 第 二 副 纸牌 有 m 个 匹配 
对 ， 那 么 你 得 到 加 点 . 

DMR "一 4， 有 多 少 种 方法 可 以 得 到 2 点 ? 
(WMR n 一 9， 得 到 7 点 的 概率 是 多 少 ? 

.准备 参加 工作 面试 的 10 名 不 同 求职 者 的 卷宗 上 的 名 字 不 幸 弄 混 了 ， 一 位 新 接待 员 把 他 们 的 名 字 随 机 地 
放置 在 卷宗 上 ， 有 多 少 种 方法 可 以 使 得 正好 有 3 名 求职 者 的 卷宗 得 到 正确 的 名 字 ? 

. 在 衣帽间 问题 中 ， 使 用 。 的 公式 确定 ， 当 有 三 名 绅士 时 ， 正 好 有 一 名 绅士 拿 回 自己 帽子 的 概率 . 


A 


oo 


的 
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28. 
29. 


30. 


. 在 衣帽间 问题 中 ， 如 果 有 4 位 绅士 ， 计 算 这 些 绅士 中 正好 有 两 名 绅士 拿 回 自己 的 帽子 的 方法 数 . 
.对 于 任意 的 m， 计 算 衣 帼 间 问 题 中 的 en 
n (a) 当 投 据 4 枚 硬币 时 ， 使 用 定理 7. 4 计算 正好 有 2 个 正面 的 概率 . 


《b) 通 过 直接 计算 检验 答案 . 


. 当 1 枚 硬币 被 投掷 n 次 时 ， 使 用 定理 7. 4 计算 正好 得 到 m 个 正面 的 方法 数量 . 
. (a) 使 用 定理 7. 4 确定 {1，2，3，4，5，6，7，8} 的 排列 中 正好 有 4 个 数字 在 其 自然 位 置 上 的 排列 数量 . 


《〈b) 通 过 直接 计算 检验 答案 . 


.《a) 假 设 数字 表 {0，1，2} 上 的 代码 字 是 合法 的 ， 当 且 仅 当 它 正 好 有 3 个 1， 使 用 定理 7. 4 确定 长 度 为 7 


的 合法 代码 字 的 数量 . 
(b) 用 另 一 种 计算 检验 答案 . 


(a) 假 设 数字 表 {0，1，2) 上 的 代码 字 是 合法 的 ， 当 且 仅 当 它 正好 有 5 个 1， 使 用 定理 7.4 计算 长 度 为 n 


的 合法 代码 字 的 数量 . 
(b) 用 另 一 种 计算 检验 答案 


. (a) 假设 一 个 家 庭 出 生 了 个 孩子 ， 使 用 定理 7.4 计算 这 个 家 庭 正 好 有 两 个 男孩 的 方法 数量 


(b) 用 第 2 章 的 方法 检验 答案 . 


(a) 一 位 超 能 力 者 预测 4 个 元 素 的 序列 ， 得 到 2 个 正确 结果 ， 至 少 得 到 2 个 正确 结果 的 概率 是 多 少 ? 


DWR 3 个 或 更 多 正确 结果 的 概率 是 多 少 ? 
(oD 正好 得 到 3 个 正确 结果 的 概率 是 多 少 ? (你 的 答案 有 问题 吗 ? 请 给 予 解释 . ) 


. 在 一 次 品 酒 实验 中 ， 一 名 验 酒 员 被 告知 将 给 他 5 种 不 同 的 酒 ， 在 每 次 品尝 之 后 ， 他 猜测 这 5 种 酒 都 是 什 


么 ， 而 且 确 定 没 有 做 重复 的 猪 测 ， 他 猜 对 3 种 、 如 果 他 做 随机 的 猜测 ， 那 么 他 至 少 猿 对 3 种 酒 的 概率 是 
多 少 ? 


L 写 出 在 从 0，1，2，…，9 随机 选 出 的 7 个 数字 组 成 的 序列 中 ， 正 好 有 2 个 数字 不 出 现 的 概率 的 表达 式 . 
. 在 一 个 遗传 学 实验 中 ， 一 帘 n 只 老鼠 中 的 每 一 只 老鼠 被 分 类 属于 m 个 基因 类 型 中 的 一 个 在 这 ”只 老 


鼠 中 正好 有 & 个 基因 类 型 的 概率 是 多 少 ? 


.考虑 有 10 个 孩子 的 家 庭 ， 使 用 定理 7. 5 确定 有 偶数 个 男孩 的 家 庭 的 数量 ， 通 过 直接 计算 检验 答案 - 
,考虑 数字 表 {0，1，2} 上 的 8 数字 序列 ， 使 用 定理 7. 5 确定 有 奇数 个 1 的 序列 的 个 数 ， 通 过 直接 计算 检 


RER. 


. 确定 长 度 为 8 且 没有 基 U 而 且 正好 有 偶数 个 G 的 RNA 链 的 数量 . 

. 通过 利用 数学 归纳 法 给 出 定理 7. 4 的 另 一 个 证 明 . 

. 使 用 定理 7. 4 验证 等 式 (7. 16). 

. 对 于 7. 1 节 练习 27， 证 明 放置 CD 使 得 正好 有 m 个 播放 器 为 空 的 方法 数量 由 下 式 给 出 : 


(7) Sev ("| "Joma oe. 
使 用 定理 7. 4 验证 (7. 18). 
如 果 把 个 可 区 分 球 分 配 到 < 个 可 区 分 盒子 .假设 P。(c,， 站 是 正好 有 mm 个 盒子 为 空 的 概率 . 
(a) 证 明 ， 
Pacem = (£)(1—2)"Pote—min). 
(b) 通 过 Po(c 一 m，n) 的 等 式 推导 (7. 18) 式 . 
Be, 是 集合 A HEDA Ma, as ，…，ar 中 m 个 性 质 的 元 素 的 个 数 ， 证 明 : 
加 ss- (7 Jet GAN reto ("T et 


m—1 1 
tepa" a) 


m—1 


433] 
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31. 假设 EL. Besos E EI, BL pn 是 事件 E, By, oy E 全 部 发 生 的 概率 ,而 且 假 设 S= 
Spain, ， 其 中 的 和 是 对 {1，2，-…， 7 的 所 有 PRA. i RA AAS, HEE Ruse, 
(a) 正 好 有 m 个 事件 发 生 的 概率 的 表达 式 . 

WESH m 个 事件 发 生 的 概率 的 表达 式 . 

32, 对 于 7. 1 节 练 习 8， 至 少 有 2 个 所 讨论 缺损 的 汽车 有 多 少 ? 

33. 对 于 7. 1 节 练 习 9， 至 少 要 接受 所 讨论 的 课目 之 一 考核 的 学 生 有 多 少 ? 

34. 计算 长 度 为 10 AEDH 2 个 U 的 RNA 链 的 数量 . 

35. 假设 数字 表 {0，1，2} 上 的 代码 字 是 合法 的 ， 当 且 仅 当 它 至 少 有 3 个 1， 计 算 长 度 为 7 的 合法 代码 字 的 数量 . 

36. 计算 {1，2，3，4，5} 的 排列 中 至 少 有 3 个 整数 在 其 自然 位 置 上 的 排列 的 数量 . 

37. 假设 B 是 nXm 棋 盘 B 的 补 ， 且 mn<m， 如 果 j<<n， AEEA n BORTH 7,(B) 的 公式 ,这 一 结果 扩 
展 了 等 式 (7. 11) 的 结果 . 

38. 使 用 练习 37 的 结果 证 明 : 


R.B) = wR(L,B'). 


39. (a) MIR E(z) 是 序列 eo。，e, ，e，… 的 普通 生成 函数 ， 且 “ 如 例 7. 11 中 的 定义 ， 那 么 E(1) 是 什么 ? 
(b) 确 定 在 一 般 情 况 下 成 立 的 E(1) 的 公式 . 
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8.1 等 价 关系 
8. 1.1 不 同 的 构 形 与 数据 库 


在 本 书 中 ， 我 们 已 讨论 了 各 类 构 形 的 计数 ， 在 科学 的 各 个 领域 以 及 科学 应 用 的 各 个 领域 中 ， 
越 来 越 多 的 各 类 构 形 应 用 于 巨型 数据 库 中 。 这 些 构 形 可 能 非常 复杂 在 医学 决策 系统 中 ， 有 医疗 
图 像 的 大 型 数据 库 ， 在 分 子 生物 学 研究 中 ， 有 和 蛋白 质 结 构 的 巨型 数据 库 ， 在 环境 建 模 中 ， 有 环境 
特性 的 巨大 数据 库 ， 电信 和 信用 卡 公司 有 通信 和 消费 模式 的 巨大 数据 库 来 帮助 发 现 欺 诈 行为 . 
存储 于 这 些 巨型 数据 内 的 构 形 通常 是 复杂 的 几何 对 象 ， 或 带 有 各 种 维 数 或 性 质 的 对 象 ， 这 些 巨 
型 数据 库 使 得 搜索 、 恢 复 甚至 组 织 等 成 为 令 人 生生 的 问题 . 有 时 候 ， 计 数 特定 类 型 构 形 的 数量 以 
便 帮助 估 测 数据 库 中 的 搜索 长 度 是 很 有 用 的 。 我 们 遇 到 的 问题 之 一 是 要 确定 两 个 构 形 是 否 相同 . 
本 章 开发 若干 用 于 计数 特定 类 型 的 不 同 构 形 数量 的 技术 ， 当 然 ， 这 些 技 术 的 充分 利用 涉及 精确 
地 确定 两 个 构 形 是否 相 等 的 概念 ， 因 此 ， 在 本 章 的 开始 ,我 们 研究 两 个 构 形 相同 的 含义 ， 与 之 前 
的 例子 相 比 ， 本 章 的 例子 能 够 使 “相同 ”的 概念 更 加 清晰 ， 我 们 将 考虑 有 机 分 子 、 着 色 树 、 开 关 函 
数 、 弱 序 等 中 的 相同 概念 ， 因 为 目前 组 合 数学 在 更 新 但 没有 精确 的 定义 的 场合 变 得 越 来 越 重 要 ， 
所 以 本 章 所 描述 的 方法 对 这 样 的 场合 会 很 有 用 . 

8.1.2 等 价 关 系 的 定义 

假设 V 是 集合 ， 且 S 是 V 的 元 素 的 序 对 的 集合 .在 4. 1.1 节 ， 我 们 称 S 是 V 上 的 (二 元 ) 关 
Á (binary relation)， 例 如 ， 如 果 V={1，2, 3}) 且 S=(C1, 2), (2, 39), 那么 S 是 V 上 的 一 个 
KAR. WIRE Ca, ESA, WARIS aSb， 因 此 ， 在 我 们 的 例子 中 ，1S2 成 立 ， 但 2S1 和 
183 不 成 立 . 

假设 V 是 一 个 构 形 的 集合 ， 且 对 于 V 中 的 元 素 a Hb, RANG aSh 意味 着 a Md 相同， 那么 
关系 S 将 有 下 面 的 性 质 (在 4. 1. 2 节 已 定义 ): 

自 反 性 (reflexivity): 对 于 V 中 所 有 的 wa， 有 aSa. (任意 构 形 都 与 自身 相同 . ) 

对 称 性 (symmetry): 对 于 V 中 所 有 的 a, b, MIRA aSb, BAA bSa. CMR a 与 b 相同 ， 
那么 6 与 a 相同 . ) 

传递 性 (transitivity): 对 于 V 中 所 有 的 a, b, c» WM aSb HbSc, IA aSc. (MẸ a 5b + 
fl, Abc 相同 , 那么 a 与 c 相同 . ) 

如 果 S 满 足 这 三 个 性 质 ， 则 称 它 为 一 个 等 价 关系 (equivalence relation). 

现在 ,我 们 给 出 车 干 其 他 等 价 关系 的 例子 。 设 V 是 新 泽 西 人 的 集合 ， 且 设 aSb 意味 着 a Mb 
的 身高 相同 ， 那么 S 定 义 一 个 等 价 关系 . 设 V 是 所 有 美国 人 的 集合 ， 且 设 aSb 意味 着 a 和 0 有 相 
同 的 生日 。 那 么 S 是 等 价 关系 . 设 V 是 所 有 美国 人 的 集合 ， 且 设 a56 意味 着 a 是 6 的 父亲 .那么 
S 不 定义 等 价 关系 : 它 既 不 是 自 反 的 ， 也 不 是 对 称 的 ， 也 不 是 传递 的 ， 设 了 是 实数 集合 ， 且 设 
aSb ERG ab 那么 S 不 是 等 价 关系 : 它 是 自 反 的 ， 也 是 传递 的 但 是 它 不 是 对 称 的 . 

我 们 给 出 若干 更 加 复杂 的 例子 来 说 明 本 章 要 讨论 的 基本 问题 . 


日” 作为 基础 课程 ， 本 章 应 该 跳 过 ， 在 很 多 地 方 ， 本 章 需 要 代数 的 支持 
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【 例 8. 1 著 色 2X2 阵列 】 让 我 们 考虑 一 个 2X2 的 阵列 ， 其 中 每 一 个 块 或 者 被 占领 或 不 被 占 
领 ， 当 一 个 块 被 占领 时 ， 我 们 把 它 涂 成 深 色 ， 和 否则 我 们 把 它 涂 成 浅 色 或 不 涂 色 . 图 8. 1 给 出 若干 
这 样 的 着 色 ， 设 V 是 所 有 这 样 的 着 色 的 全 体 ， 假设 允许 这 个 阵列 旋转 S0"、90"、180*, 或 者 
270"， 我 们 认为 被 着 色 的 阵列 Alb Hl. AS b 旋转 


Hasb, WMR 6 REM a 通过 旋转 上 述 的 某 个 角 
度 而 得 到 .那么 S 定义 一 个 等 价 关 系 ， 为 了 说 90° 
明 ， 注 意图 8. 1 给 出 了 关系 S 定义 的 一 些 阵 列 


对 ， 为 了 弄 清 为 什么 S 是 一 个 等 价 关系 ， 注 意 它 
是 自 反 的 ， 因 为 a 可 以 从 a 通过 转 旋 0" 而 得 到 . 
它 又 是 对 称 的 ， 因 为 如 果 5 可 以 从 a 通过 旋转 工 
度 而 得 到 ， 那 么 可 以 从 4 通过 旋转 360 一 + 度 得 
Bla. 最 后 ， 它 是 传递 的 ， 因 为 如 果 上 可 以 从 a 
通过 旋转 某 个 角度 而 得 到 ， 且 “ 从 5 通过 旋转 另 ”ES 


180° 


SSSS Y 
AETB, WA cTM a 通过 第 一 个 旋 一 a zi 
CS a pes, ` j WN WW 
转 ， 青 通过 第 二 个 旋转 而 得 到 (这 里 假设 旋转 NN \ 
360 十 度 等 价 于 旋转 zx HE). 
. 图 8.1 2x2 阵列 的 着 色 ， 对 于 每 一 种 情况 ， 
【 例 8.2 项 链 】 假设 一 条 开 式 项 链 是 由 一 中 因为 6 可 以 从 a 通过 一个 雍 转 
个 珠 于 组 成 的 ， 且 每 个 珠子 不 是 蓝 的 就 是 红 而 得 到 ， 所 以 有 aSo 


的 ， 因 此 ， 一 条 三 个 珠子 的 典型 项 链 可 以 表示 成 

诸如 bbr 或 brb 等 的 位 串 ， 我 们 认为 一 条 项 链 没 有 指定 的 首尾 ， 所 以 两 条 这 样 的 项 链 x 和 y 被 认为 
相同 ， 即 我 们 写作 zxSy， 如 果 等 于 yR y 可 以 通过 将 x 返 转 过 来 得 到 ， 因 此 br 与 rob MR. S 
定义 一 个 等 价 关系 ， 这 一 事实 的 证 明 留 给 读者 (练习 4). a 


【 例 8.3 开关 函数 (再 探 例 2.4)】 回想 一 下 例 2. 4， 变量。 表 8.1 mA AM TAU 
开关 函数 是 给 每 一 个 长 度 为 n 的 位 让 指定 一 个 数 0 或 者 1 的 函 一 -一 一 一 
数 ， 在 计算 机 工程 学 中 会 过 到 这 样 的 函数 ， 根 据 我 们 在 例 2.4 中 ERS To Jo 
所 进行 的 讨论 ， 某 些 开关 函数 被 认为 是 等 价 的 或 相同 的 ， 为 了 a 
使 这 一 意义 更 精确 ， 假 设 工 和 局 是 由 表 8. 1 ELMER lo 
数 ， 很 容易 看 到 对 于 所 有 的 位 串 zizz，TCzlzz)=UCzz). 因 n 1 
此 , 工 可 以 从 UU 通过 简单 地 改变 输入 顺序 ， 即 交换 两 个 输入 的 
位 置 而 得 到 ， 在 这 一 意义 下 ， 工 和 [可 以 认为 是 等 价 的 ， 实 际 上 ， 对 于 所 有 实际 用 途 ， 它 们 是 
等 价 的 ， 因 为 ， 假 设 我 们 可 以 设计 一 个 计算 U 的 电子 回路 ， 那 么 ,我们 就 可 以 如 图 8. 2 所 示 那 
样 把 计算 U 的 电子 回路 看 成 一 个 黑 盒子 (不 需要 知道 具体 的 电子 回路 ) 设 计 计算 工 的 电子 回路 . 


输入 输出 。 输入 输出 


x 
w= js 加 Ube, x)=) 


LURES 计算 7 的 回路 
图 8.2 计算 工 的 电子 回路 可 以 从 计算 U 的 回路 得 到 


0 
1 


O ERRA, BRA Reh oy SrA METER mats Os. 
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一 般 地 ， 我 们 认为 两 个 二 变量 开关 函数 TAU 相同 ， 并 写作 TSU， 如 果 或 者 THU, 或 者 对 于 所 
AAR nrn 有 T(rmz) 一 U(Czzm)， 这 时 ，S 是 一 个 等 价 关系 .我 们 把 这 一 事实 的 证 明 留 给 读者 
(练习 5)， 在 下 文中 ， 我 们 把 等 价 的 概念 扩展 到 含 两 个 以 上 变量 的 开关 函数 .在 2. 1 节 我 们 已 经 注 
意 到 ， 即 使 是 4 个 变量 ， 也 有 很 多 开关 函数 ， 因 此 ， 为 每 一 个 变量 开关 函数 编译 一 个 完全 对 应 于 
电子 回路 的 手工 列表 是 不 切实 际 的 然而， 没有 必要 在 这 样 的 列表 中 包含 每 一 个 开关 函数 ， 而 只 
需 包含 足够 多 的 开关 函数 使 得 每 一 个 变量 开 关 函 数 等 价 于 列表 中 的 某 个 开关 函数 即 可 ， 计 数 所 
需 的 开关 函数 的 数量 历来 是 计算 机 科学 中 的 一 个 重要 问题 (参见 2. 1 节 )， 我 们 将 展示 如 何 进行 这 
一 计算 . a 

【 例 8. 4 着 色 树 ]S。” 设 工 是 一 棵 固定 的 树 ， 例如， 如 图 8. 3 所 示 的 7 顶点 二 叉 树 ， 把 工 的 每 
一 个 顶点 着 色 成 黑色 或 白色 ,但 不 做 左右 之 分 . 设 V 是 的 所 有 着 色 的 全 体 . 设 aSb 意味 着 a 
Alb 被 认为 是 相同 的 ， 即 5 可 以 从 a 通过 交换 左右 子 树 而 得 到 。 后面 我 们 将 对 此 给 出 更 精确 的 定 
义 ， 然 而 ， 因 为 我 们 不 区 分 左右 子 树 ， 所 以 显然 图 8. 3 中 的 所 有 着 色 都 是 相同 的 ， 根 据 我 们 下 面 
的 一 般 结 果 ，S 定义 一 个 等 价 关系 . 


CA KALALA 


图 8.3 7 顶点 二 叉 树 的 四 个 等 价 着 色 

a 

【 例 8.5 ANAFI AMMA MIC AGL HS — LB BH BE RI LS 

子 的 数量 ， 考 虑 如 图 8. 4 所 示 形 式 的 分 子 的 集合 V， 其 中 C 是 碳 原子 ， 每 一 个 X 是 CHs ( 甲 

基 ) 、Cz Hs( 乙 醛 ) 、H( 氧 ) 和 CIK 氧 ) 之 一 ， 一 个 这 样 的 典型 分 子 是 CHzCles ， 这 一 分 子 有 两 个 

氧 原子 和 两 个 氧 原子， 我 们 可 以 用 正四 面体 模型 化 这 样 的 分 子 ， 正 四 面体 由 相交 于 六 条 边 和 由 

个 角 的 等 边 三 角形 组 成 的 ， 如 图 8. 5 所 示 . 我 们 可 以 把 这 个 碳 原子 想象 为 处 于 正四 面体 的 中 

心 ， 而 标签 为 X 的 四 个 成 分 处 于 标签 分 别 为 a,，5，c 和 d 的 四 个 角 上 . 两 个 这 样 的 分 子 被 认为 

相同 ， 写 作 zxSy， 如 果 y 能 够 从 工 通过 下 列 的 四 面体 的 12 种 对 称 变换 而 得 到 ， 没有 变化 ， 围绕 

连接 一 个 顶点 与 其 对 立 面 中 心 点 的 直线 旋转 120 "或 者 240"( 存 在 8 个 这 样 的 旋转 )， 围绕 连接 对 

边 中 点 的 直线 旋转 180"( 存 在 三 种 这 样 的 旋转 )， 图 8.6 和 图 8. 7 分 别 说 明了 第 二 种 和 第 三 种 对 
称 变换 . 


x 


c 


x c 
图 8.4 一 个 有 机 分 子 图 8.5 正四 面体 


后 ”本 例 千 取 自 Reingold，Nievergelt 和 Deo[1977]. 
局 ”本 例 取 自 Liu[1968]， 根 据 本 章 的 观点 对 化 合 物 的 更 广泛 的 论述 参见 Polya 和 Read[1987] 
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图 8.6 ”围绕 连接 顶点 a 和 其 对 立 面 中 心 的 直线 ! 旋转 120° 


图 8.7 围绕 连接 对 边 中 点 的 直线 ! 旋转 180° n 
【 例 8. 6 弱 序数 量 (再 探 例 5. 29)〗 回想 一 下 4. 2 节 的 内 容 ， 图 4. 14 给 出 了 集合 A 上 的 一 个 
典型 的 弱 序 R， 每 一 个 元 素 都 有 一 个 水 平 层次 ， 在 相同 水 平 层次 上 的 所 有 元 素 a Mb 满足 aRb 和 
6bRa， 否 则 ，aRb 当 且 仅 当 a 所 处 的 层次 高 于 0， 我 们 认为 集合 A 上 的 两 个 弱 序 是 相同 的 ， 如 果 
它们 的 层次 数量 相同 ， 且 处 于 对 应 层次 上 的 元 素数 量 相同 ， 例 如 ， 图 8. 8 所 示 的 前 两 个 弱 序 是 相 
同 的 ， 第 一 和 第 三 个 弱 序 作为 弱 序 事实 上 是 恒 等 的 ， 因 为 它们 有 相同 的 序 对 集合 ，{((ae，c)，(a， 
d), (ay e), (as fos Cay g), Cas h)s (by c, (by d), (by e), (by fs (by g), (by h), 
Ces dds Ces eds Ces Ps Ces Be Ces Ady Cd, g), Cd, h), Ces Bs Ces hs (f, Bs fe 
WD) GARB, ME aSb 意味 着 a Ml 是 相同 的 ， 那 么 S 定义 一 个 弱 序 间 的 一 个 等 价 关系 ， 
图 8. 9 给 出 {1，2，3} 上 的 所 有 可 能 的 弱 序 . 例如， 注意 有 ASD, GSI, JSL. 


图 8.8 相同 的 三 个 弱 序 


1 91 92 92 @3 @3 @1 92 @1 93 @2 $3 1 2 3 
eee 
2 93 91 93 91 $2 a ae) 
3 @2 @3 61 @2 èi 3 2 1 2 @3 @1 ©3 61 è 
4 (8) (O D) © DN @ (H) D Ww”) (kK) 人) (M) 


图 8.9 {1，2，3} 的 所 有 能 序 图 
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8. 1.3 等 价 类 

REV 上 的 等 价 关系 S 把 V 的 元 素 分 成 称 之 为 等 价 类 (equivalence classes) 的 类 . 特别 地 ， 
如 果 a 是 六 中 的 任意 元 素 ， 包 含 a 的 等 价 类 (equivaalence class containing)，C(a) 是 由 所 有 满足 
aSb 的 元 素 6 组 成 的 ， 即 Cla)=(bEV: aSb). 根据 自 反 性 ，aSa， 所 以 V 中 的 每 一 个 元 素 都 在 
某 个 等 价 类 中 ; 特别 地 ，aE Cla)， 另 外 ,对 于 V 中 所 有 的 a, b 或 者 Cla)=CH MH Cla) Al 
C(6b) 互 不 相交 .因为 假设 z+ 既 在 CCa) 中 又 在 C(6) 中 ,那么 有 aSr 和 6Sz 成 立 ， 根 据 对 称 性 ， 有 
aSz 和 Sb RY. EREM aSb， 这 表明 C(a) 二 C(6)， 因 为 如 果 y ECHR, 那么 bSy WL. 
现在 ，aSb 和 6bSy 蕴涵 aSy 成 立 ， 所 以 y 在 C(a) 中 ， 因 此 有 C(b) 包 含 于 Cla)， 类 似 地 ， 我们 可 以 
证 明 C(a) 包 含 于 CO). Hie, Ca) 一 C(0)， 现 在 ， 如 果 我 们 把 C(a) 和 CC5) 看 成 是 相等 的 ， 如 
果 它 们 有 相同 的 元 素 ， 那 么 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 8.1 如 果 S 是 等 价 关系 ， 那 么 每 一 个 元 素 在 且 只 在 一 个 等 价 类 中 . 

为 了 说 明 这 一 结果 ， 注 意 在 例 8. 2 中 ， 如 果 项 链 的 长 度 为 2， 则 有 四 种 项 链 ， 她 ，br， 北 和 
rr， 第 二 个 和 第 三 个 是 等 价 的 ， 因此，C(56) = (66), Clor)=(br, rb). 存在 三 种 不 同 的 等 价 类 ， 
{bb}. (br, rd} 和 {rr)}. 

在 例 8.1 中 ， 存在 6 个 等 价 类 ， 如 图 8. 10 所 示 . 


第 3 个 等 价 类 RS E T 
Ce C Cs 

第 5 个 等 价 类 RE Hy N S 第 6 个 等 价 类 ma 
Cn Cn Cw Cs Cw 


图 8. 10 黑白 着 色 的 2% 2 阵列 的 等 价 类 


本 节 练 习 
1. 对 于 下 列 每 一 种 情况 ，S 是 V 上 的 等 价 关系 吗 ? 如 果 不 是 ， 确 定 它 有 哪些 等 价 关系 的 性 质 ? 
(aDV 是 实数 ，aSb 当 且 仅 当 a 二 6b. 
(b)V 是 实数 ，aS6 MAW ath 
(OV 是 实数 ，aSb HAMO 除 以 a 为 整除 . 
(dV={1，2，*…，n)} 的 所 有 子 集 ，aS6 当 且 仅 当 a Mb 的 元 素数 量 相同 . 
COV 同 (d) 中 的 定义 ，aSb 当 且 仅 当 a Mb BH. 
(DV= 全 世界 人 民 ，aSb 当 且 仅 当 a 是 6 的 兄弟 . 
(〈g)V 一 全 美国 人 ，oSb HHMH a Mo 有 相同 的 血型 . 


(h)V=(1, 2, 3, 4}, S={(1, D), (2, 2), (3, 4), (4, 3), (1, 3), (3, D) 
WV={w, z, ys z}, S={(z, z), (y, y), (z, z), (w, w), (x, z), (z, 2), (z, w), (w, z), 
(z, w), (w, z)}. 


(DV= 所 有 加 利 福 尼 亚 的 居民 ，aSb 当 且 仅 当 a 和 6 的 居住 地 相距 不 超过 10 英里 . 
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2. 假设 V 是 长 度 为 4 的 位 串 的 集合 ，aSb 成 立 当 且 仅 当 a Ab 中 1 的 数量 相同 . (V，S) 是 等 价 关系 吗 ? 
3. 对 下 列 每 一 个 等 价 关 系 ， 确 定 所 有 的 等 价 类 . 
(DV={a, b, cy d}, S={(a, a), (b, b), (c, c), (dy d), (as b), (b, a), (cy d), (d, cD}. 


(DV={u, v, whe Sm {Cur u), (w v), (w, w), Cu, v), (w, u), (w, w), (w, v), (u, w), 
(wy u)}. 

OV={1, 2, 3, 4}, S={(1, D, (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 2), (2, Dy (2, 3), (3, 2D), 
a, 3, (3, D} 

(d)V= 所 有 正 整数 的 集合 ，aSb 当 且 仅 当 | a 一 b | 是 偶数 

(eV={1，2，3，…，15}，aSb 当 且 仅 当 a 三 b( 模 3). 


4. 证 明 例 8. 2 中 的 S 是 等 价 关系 . 

5. 证 明 例 8. 3 中 的 S 是 二 变量 开关 函数 间 的 等 价 关系 . 

6. 对 于 例 8. 2， 确 定 长 度 为 3 的 项 链 的 等 价 类 . 

7. 对 于 例 8. 2， 当 每 个 珠子 是 三 种 颜色 蓝 、 红 或 紫色 中 的 一 个 时 ， 确 定 长 度 为 2 的 项 链 的 等 价 类 . 

8. 对 于 例 8. 1， 假 设 我 们 可 以 使 用 三 种 颜色 中 的 任意 一 种 : 黑色 (5b)、 白 色 (w) 或 红色 (r)， 描 述 着 色 的 所 有 
等 价 类 . 

9. 对 于 例 8. 1， 假 设 我 们 不 仅 允 许 旋 转 ， 而 且 还 允许 在 乖 直 、 水 平 或 对 角 线 方向 上 的 反射 (对 角 线 方向 上 的 
反射 即 交换 对 角 线 两 侧 的 格子 的 指定 颜色 )， 确 定 着 色 的 所 有 等 价 类 ( 仅 使 用 两 种 颜色 :黑色 或 白色 ). 

10. 对 于 例 8. 6， 确 定 图 8.9 中 的 弱 序 的 等 价 类 . 

11. 对 于 例 8. 6， 描 述 {1，2，3，4} 上 的 弱 序 的 等 价 类 . 

12, 对 于 例 8. 3， 确 定 二 变量 开关 函数 的 所 有 等 价 类 . 

13. 对 于 图 8. 11 中 的 每 棵 树 ， 画 出 在 例 8. 4 的 意义 下 的 与 其 等 价 的 所 有 树 . 

14. 一 个 位 串 OAR FEMA 通过 互 换 所 有 0 和 1 而 得 到 的 ， 例 如 ， 如 果 x 二 00110， BBA x’=11001. 假 
设 我 们 认为 两 个 变量 开关 函数 和 U 相同 ， 如 果 T=U 或 者 对 于 所 有 的 位 串 有 了 T(x) 一 U(x )， 如 
果 n=3， 描 述 在 此 相等 关系 的 意义 下 开关 函数 的 所 有 等 价 类 . 

15. 假设 V 是 图 8. 12 中 的 二 又 树 的 全 部 着 色 的 集合 ， 图 中 每 一 个 顶点 得 到 黑色 或 白色 ， 如 果 两 个 着 色 认为 
是 相等 的 ， 如 果 其 中 的 一 种 着 色 可 以 从 另 种 着 色 通过 将 标 有 1 和 2 的 顶点 的 着 色 互 换 而 得 到 ， 确 定 
在 这 一 意义 下 的 所 有 着 色 等 价 类 . 


a) b) 1 2 


图 8.11 8.1 节 练习 13 的 树 图 8.12 8. 1 节 练习 15 的 树 


16. 对 于 例 8. 5， 假 设 一 个 分 子 有 三 个 氧 原子 和 一 个 非 氧 原子， 有 多 少 其 他 带 有 三 个 氢 原 子 和 一 个 非 氢 原 子 
的 分 子 被 认为 与 这 个 分 子 相 同 ? 

17. 考虑 一 个 正方 形 ， 并 设 了 是 使 用 红 和 蓝 两 种 颜色 着 色 它 的 顶点 时 的 全 部 着 色 的 集合 ， 对 于 着 色 卫 和 &， 
令 fSg MOL, WR g 可 以 从 三 通过 将 正方 形 旋转 0"、90"、180 或 270" 而 得 到 .证 明 (V，S) 是 一 个 等 价 
关系 ， 并 确定 所 有 的 等 价 类 . ’ a 

18. 扩展 练习 17, 设 V 是 使 用 颜色 集合 {1，2，…，n} 中 的 颜色 着 色 一 个 正 p 边 形 的 顶点 时 的 所 有 着 色 的 
集合 ， 对 于 着 色 /和 g， 设 fSg 成 立 ， 如 果 g 可 以 从 了 通过 把 这 个 p 边 形 旋转 (360/p) 角 度 中 的 一 个 
而 得 到 ， 其 中 kt 一 0，1，…，z 一 1， 对 于 下 列 条 件 计数 等 价 类 的 数量 : 

(a)p=5, n=2 (b) p=6, n=3 (c)p=12, n=2 
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19. 重复 练习 17， 其 中 /Sg 成 立 ， 如 果 g 可 以 通过 下 列 方法 从 了 得 到 : 把 这 个 正方 形 旋转 0"、90"、180" 或 
270`， 或 者 ， 通 过 这 个 正方 形 对 角 连 线 的 反射 ， 或 通过 这 个 正方 形 对 边 中 点 连 线 的 反射 - 

20. 考虑 集合 A={1, 2, e, n). 

(a)A 上 可 能 的 二 元 关系 有 多 少 ? 

(DA 上 可 能 的 自 反 关 系 有 多 少 ? 

COA 上 可 能 的 对 称 关系 有 多 少 ? 

(DA 上 可 能 的 传递 关系 有 多 少 ? 

(e) 当 nm 一 4 时 ，A 上 可 能 的 等 价 关系 有 多 少 ? 

假设 V 是 ”顶点 无 标签 图 的 集合 ， 且 aSb 当 且 仅 当 a Mb 是 同 构 的 . 

CDER S 是 V 上 的 等 价 关 系 . 

(b) 如 果 "一 3， 根 据 每 一 个 等 价 类 确定 一 个 无 标签 图 . 

22. RE, 等 于 集合 4 一 {1，2，…， 中 上 的 等 价 关系 的 数量 证明 E, 满足 下 面 的 递 推 关系 ; 


E, = Se n> 


21. 


8.2 HIRO 
8.2.1 排列 群 的 定义 


在 诸如 例 8. 1 一 例 8. 5 的 研究 中 ， 我 们 着 重 利 用 排列 的 概念 ， 回 想 一 下 ， 集 合 4 一 {1，2，…， 
中 上 的 一 个 排列 是 A 中 元 素 的 一 个 排序 ，1 传递 到 wm ，2 传递 到 az 等 的 排列 可 以 写成 如 下 形式 ， 


1 2 3 … n 
(i a 
RAER aaan 因此， 排列 132 可 以 表示 成 
123 
( 3 2): 
类 似 地 ， 排 列 
G 23 =) 
3142 
可 以 写成 3142. 
集合 A 的 排列 也 可 以 看 成 是 A 到 其 自身 上 的 一 个 函数 ， 这 个 函数 一 定 是 一 一 对 应 的 .因此 ， 
排列 
1 2 3 
Ga 2) 


可 以 看 成 是 这 样 的 函数 x: {1，2，3}-~~{1，2，3}， 其 中 x(1D) 王 1，x(2)=3，xr(3) 一 2， 类 似 地 ， 
如 果 A 是 任意 有 限 集 合 ， 任 意 从 A 到 A 的 一 一 对 应 函数 都 可 以 看 成 是 A 上 的 排列 ， 我 们 使 用 整 
HL, 2, +, nn 表示 A AUTEM. m, 假设 A={a, b, c d} 和 f(a)=6b, f(b)=c, fld, 
f(d)==a. MH a=1, b=2, c=3, d=4, Wl /可 以 看 成 是 这 样 的 排列 : 


1 2 3 4 
GaP 


O 在 数学 中 ， 排 列 群 更 多 译作 置换 群 ， 这 里 ， 一 是 考虑 术语 的 一 致 性 ， 二 是 考虑 排列 的 操作 意思 更 强 -一 些 ， 更 适 
合 对 应 用 感 兴趣 的 读者 ， 一 一 译 者 注 
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假设 mm 和 mo 是 集合 A 的 排列 我们 可 以 定义 my A xo 的 积 (product) 或 合成 (composition) 
m e n 为 这 样 的 排列 : 首先 通过 排列 xz 进行 排序 ， 然 后 再 通过 排列 m 对 上 述 排列 结果 再 进行 排 
F. 例如， 如 果 


SHEET IEE) 
那么 
wih 


因为 x 把 1 传递 到 2， 而 m 把 2 传递 到 2， 所 以 my 和 xo 的 合成 把 1 传递 到 2， 即 mm xz (1) 一 
my (mz 1) =m (2) =2, 类 似 地 ，x 把 2 传递 到 1， 而 m 把 1 传递 到 4， 所 以 它们 的 合成 把 2 传递 
到 4; 以 此 类 推 . 

设 X 是 集合 A 的 所 有 排列 的 集合 。 注 意 ， 这 一 排列 的 集合 满足 下 面 的 条 件 : 

条 件 GGT AE, closure). 如果 mEX 且 x2EX， BA me mEX. 

条 件 G24 SL, associativity), MR m. m+ mEX, WA 

m (me 0 m3) = (m $ me) © my. 
条 件 G3( 单 位 元 ，identity)， 存 在 一 个 称 为 单位 元 的 元 素 JE X， 使 得 对 于 每 一 个 xE X， 有 
I-n=xel=x 


条 件 G4( 北 ，inverse)， 对 于 每 一 个 xE X， 存 在 一 个 称 为 x 的 逆 的 排列 r 1EX， 使 得 


mer 一 zl。xr 一 人 

为 了 验证 这 些 条 件 ， 注 意 通过 取 1 为 下 面 的 排列 ，G3 成 立 : 
1 2 on 
G 2 … 小 


同样 ， 如 果 我 们 取 l he x 的 功能 的 排列 那么 G4 成 立 ， 例 如 ， 如 果 
HS C 2 3 ‘) 
2431 
那么 
1234 
' (4 1 3 2) 
不 言 而 喻 ， 上 面 已 经 假设 了 G1， 它 的 验证 及 G2 的 验证 是 显然 的 . 

WMR X 是 任意 集合 ， 而。 定义 X 元 素 的 积 8 ， 那 么 如 果 四 个 性 质 G1，G2，G3 和 G4 成 立 ， 
我 们 称 序 对 G 一 (X，“。 ) 为 群 (group)， 我 们 给 出 若干 群 的 例子 ， 如 果 X 是 正 实数 ， 且 a。b 意 味 
着 aXb， 那 么 对 (X，。…) 是 一 个 群 。 公理 G1 成 立 ， 因 为 如 果 a 和 是 正 实数 ， 那 么 aXb 总 是 正 
实数 ,公理 G2 Kr. AWA aX (bXc)= 二 (aX6b) Xe 成 立 ， 公理 G3 成 立 ， 因 为 我 们 可 以 取 7 为 
1， 因 为 我 们 可 以 取 a-! 为 Ma， 所 以 公理 G4 成 立 . 

群 的 另外 一 个 例子 是 (X，“。)， 其 中 X 是 全 体 实数 ， 而 a* 5 定义 为 a 十 bp。 公理 G3 的 单位 
元 是 实数 0， 而 元 素 a 的 逆 是 一 注意 当 a "4 定义 为 aeXb 时， 实数 不 是 一 个 群 ， 因 为 唯一 可 能 
的 单位 元 是 1， 但 是 数 0 没有 逆 。 不 存在 使 得 0-: XO=1 的 数 0-1. 

我 们 感 兴趣 的 是 排列 的 群 ， 或 称 为 排列 群 (permutation groups). 我 们 已 观察 到 集合 


O 从 技术 上 看 , 一 个 积 * 是 这 样 一 个 函数 : 它 给 义 上 的 每 一 对 元 素 a 和 4 HEX 中 的 另外 一 个 元 素 a。4 (注意 ， 
我 们 或 者 定义 a。 b 总 是 X PHAR, RA BAMA G 成 立 . ) 
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A={1, 2, vy mn) 的 所 有 排列 的 全 体 定义 一 个 群 。 这 一 排列 群 称 为 对 称 群 (symmetric group). 
排列 群 的 另 一 个 例子 是 下 面 的 集合 {1，2，3} 的 三 个 排列 组 成 的 : 


we a a 
留 给 读者 证 明 它 满足 群 的 公理 . 


通常 ， 物 理 对 象 或 构 形 的 对 称 性 定义 群 ， 因 此 群 理论 在 现代 物理 学 中 非常 重要 ， 作 为 一 个 例 
F. 考虑 在 例 8. 1 中 所 研究 的 2X2 阵列 的 对 称 性 ， 即 旋转 0"，90"，180" 和 270"， 如 果 我 们 取 a。6 
为 : 首先 进行 对 称 转换 46， 然后 进行 对 称 转换 a, 那么 这 些 对 称 性 定义 了 一 个 群 。 例 如 ， 如 果 a 
是 旋转 90°, b 是 旋转 180°, IBA a = b 是 旋转 270°. 

这 个 对 称 群 可 以 认为 是 一 个 排列 群 ， 每 一 个 对 称 转换 都 是 {1，2，3，4} 的 一 个 排列 .为 了 明 
白 其 原因 ， 如 图 8. 13 的 第 一 部 分 所 示 的 那样 ， 标 记 2X2 阵列 中 的 四 个 格子 那么 图 8. 13 给 出 不 
同 的 对 称 转换 所 产生 的 结果 标签 ， 我 们 可 以 把 这 一 标签 考虑 成 对 应 于 把 标签 i 转换 成 ; 的 排列 ， 例 
如 ， 我 们 可 以 把 90 旋转 看 成 是 把 1 变 成 4，2 变 成 1，3 变 成 2 和 4 变 成 3 的 排列 ， 即 排列 


1234 
l 12 a) 
对 应 于 其 他 旋转 的 排列 如 图 8. 13 所 示 . 

0 "旋转 90 旋转 180 旋转 270 旋转 
afa EAEI 4|3| TEA! 
BEE BE 1[ 2} alaj] 

1234 1234 1234 1234 

ml 23 d =h, 12 2) a-h 41 2) nm 人 (2 34 1) 


图 8. 13 对 应 于 2X2 阵列 旋转 的 排列 


假设 A 是 任意 有 限 集合 ， 而 了 是 从 A 到 A 上 的 任意 一 一 对 应 函数 ， 于 是 正如 我 们 前 面 所 观 
察 的 那样 ， 可 以 把 f 看 成 A 的 一 个 排列 ， 如果 X 是 这 样 的 函数 的 集合 ， 而 。 是 函数 的 合成 ， 那 
么 G(X，。) 是 一 个 群 ， 我 们 可 以 把 G 看 成 是 一 个 排列 群 ， 例 如 , 假设 A={a, b, SAS, g 
和 hh 的 定义 如 下 : 

fla)=a, fib)=b, fle) cs 

gla) =b, glb)=c, gO =a 

h(a) =c, hb) =a, hlo) =b. 
于 是 f，g 和 h 是 一 一 对 应 函数 。 容 易 证 明 ， 如 果 XX 二 {f，g，h}， 那 么 (X，。) 是 一 个 群 ， 它 是 
一 个 排列 群 。 事实 上 ， 如 果 我 们 取 a=1, b=2, c=3. BA fe g Mh 分别 是 (8.1) 式 中 的 排列 
me my 和 x3， 所 以 这 正 是 我 们 早 前 负 到 的 使 用 了 不 同 表 记 法 的 排列 群 . 
8.2.2 排列 群 衍生 的 等 价 关系 

假设 G 一 (X，“。) 是 集合 A 上 的 一 个 排列 群 。， 我们 有 时 候 使 用 xEG 来 表示 xEX， 我 们 可 以 

通过 下 面 的 陈述 定义 A 上 的 相同 关系 S: 
aSb 当 上 且 仅 当 存 在 一 个 G 中 的 排列 使 得 x(a) = b (8. 2) 
Eria 转变 成 6， 例如 ， 如 果 A 一 {1，2，3} 且 G 是 由 (8.1) 式 的 三 个 变换 组 成 的 ， 那 么 1S2， 
因为 zz(1) 一 2， 而 且 3S2， 因 为 xs3(3) 二 2， 容 易 看 到 ， 对 于 该 S 和 所 有 a Alb, aSb 成 立 . 
定理 8.2 如 果 G 是 集合 A 上 的 排列 群 ， 那 么 如 (8. 2) 式 所 定义 的 S 定 义 集合 A 上 的 等 价 关系 . 
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证 明 我们 需要 证 明 S 满 足 自 反 性 、 对 称 人 性 和 传递 性 .因为 恒 等 排列 1 在 G 中 ,对 于 所 有 
aEA, 有 Ia) 一 a， 所 以 ， 对 所 有 的 a，uSa 成 立 。 因 此 ， 自 反 性 成 立 ， 如 果 oS, 那么 G 中 存在 x 使 
得 ra)=b， 现在 ，x EGPA OSa RINY bS Mit, HEER. E. it ab 和 bS 
成 立 ,那么 在 G 中 存在 m Mm E m =c H m@=b. BAA m > mad=c, RA aS 成 立 ， 国 

这 一 关系 S 称 为 排列 群 G 衍生 的 等 价 关系 (equivalence relation induced by the permutation 
group G). 

下 面 给 出 更 多 的 例子 ， 如 果 G 是 图 8. 13 所 示 的 集合 (1，2，3，4} 的 排列 群 ， 即 是 2X2 阵列 
的 旋转 的 群 ， 那 么 对 于 {1，2，3，4} 中 的 所 有 a Ab, ab 成 立 . 因此 ，S 有 一 个 等 价 类 {1，2， 
3, 4}. HER, 假设 A={1，2，3) 且 G 是 由 下 面 的 排列 组 成 的 ; 

12 123 
m=-( 2 3) 和 m= (3 2 小 
那么 ， G 是 一 个 群 (练习 3). 另外，S 下 的 等 价 类 是 {1，3} 和 {2}， M—F., UR a 的 等 价 类 
Cla), Eh A 中 所 有 满足 aSb 的 6 组 成 的 ， 等 价 地 ， 它 是 由 A 中 所 有 使 得 对 于 G 中 的 某 个 r， 有 
x(a) 二 5 成立 的 b 组 成 的 ， 因 此 
Cla) = {x(a):x € G). 
对 于 排列 群 这 一 特殊 情况 ，C(a) 有 时 候 称 为 a 的 轨迹 (orbit)， 在 我 们 刚 给 出 的 例子 中 ， 
CD = {msm} = {1,3} 
是 1 的 轨迹 . 

在 计数 不 同 构 形 的 数量 时 ， 我 们 对 相同 关系 下 的 (不 同 ) 等 价 类 的 数量 的 计数 感 兴趣 ， 计 数 的 
方法 之 一 是 简单 地 计算 所 有 等 价 类 并 枚 举 出 它们 ， 然 而 这 通常 不 切实 际 ， 下 一 节 给 出 不 用 枚 举 
计数 等 价 类 数量 的 方法 . 

8.2.3 图 的 自 同 构 

设 可是 一 个 固定 的 无 标签 图 8、 吾 的 自 同 构 (automorphism) 是 万 的 顶点 的 满足 下 面条 件 的 排 

BA ey 如 果 {z，yjE ECFD， 那 么 fr(z)，x(y)}E ECH)， 使 用 3.1. 3 节 的 术语 ， 自 同 构 是 图 到 其 


自身 的 同 构 ， 例 如 ， 考 虑 图 8. PHA RITA so 1 le of 
如 图 所 示 的 那样 ， 标 记 这 些 顶点 为 1，2，3，4，5， 
并 取 x(1)=4,x(2)=5, x(3)=1, x(4)=2, x(5)=3 4 20 5 
来 定义 一 个 自 同 构 ， 这 与 144" 的 旋转 相同 .第 二 个 自 ; 
ii 12345 
同 构 可 以 通过 取 x= (| 543 2) 而 得 到 . 这 相当 图 8.14 由 zx) 一 4，x(2) 一 5，x(3) 一 1， 
于 以 连接 顶点 1 与 边 {3，4} 中 点 的 直线 为 轴 的 反射 . MOM 2, a(S) RN AN 
作为 第 二 个 例子 ， 考 虑 图 8. 15 所 示 的 图 Ki.3。 如 图 所 示 ， 使 用 整数 1，2，3，4 标记 顶点 . 
Ki.s 的 自 同 构 的 例子 之 一 是 通过 顺 时 针 旋转 该 图 120" 得 到 的 ， 这 对 应 于 排列 (】 > ，)、 通 
过 边 (1，2) 的 反射 产生 自 同 构 (】 2 i “)， 一 共存 在 6 个 自 同 构 ， 便 2 
等 自 同 构 ， 通 过 120* 和 240" 旋 转 得 到 的 自 同 构 ， 通 过 三 条 边 的 反射 而 得 aN, 


到 的 (三 个 ) 自 同 构 ， 我 们 是 如 何 知道 不 存在 其 他 自 同 构 的 呢 ? 显然 ,每 
一 个 自 同 构 都 把 1 变 成 1 因此， 我们 需要 寻找 {1， 2. 3，4} 的 所 有 把 1 。 图 8.15 图 Ki 


O 在 本 章 , G 总 表示 一 个 群 而 日 总 表示 一 个 图 . 
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变 成 1 的 排列 ， 而 这 些 排列 有 31=6 个 。(8. 2) 式 的 相同 关系 给 出 两 个 等 价 类 {1} 和 {2，3，4}. 
定理 8.3 一 个 图 的 所 有 自 同 构 的 集合 是 排列 群 . 
证 明 我们 把 它 留 给 读者 (练习 26). 


我 们 使 用 Aut(H) 来 表示 图 H 的 自 同 构 群 ， 因此， 例如 ，Aut(CK。) 是 {1，2，… 


Ê 
，7} 上 的 对 


称 群 ， 因 为 K， 的 顶点 的 所 有 排列 定义 了 自 同 构 . 更 多 关于 图 的 自 同 构 群 的 内 容 可 以 参见 
Cameron[1983]、Gross 和 Yellen[1999]. 


本 节 练 习 
1. 以 下 面 所 示 的 形式 写 出 所 给 的 每 一 个 排列 : 


x 


p 


(a)7263541 


(b)52413 


1 2 
oer 


对 于 如 下 所 示 的 排列 mn 和， 给 出 m e m. 


con- 人 


(m= G 
wnat 
( 


(dm = 


Ewe sawn 
Wm 


5 


) 人 
J haia 
Dohsi 
ea ee 


假设 A={1，2，3} 而 人 


1223 
(: 2 5) 


如 果 。 是 合成 ， 那 么 证 明 (X，。) 是 群 . 


假设 A={1，2，3)， 而 义 是 在 等 式 (8.1) 中 给 出 的 三 个 排列 组 成 的 集合 . 
,对 于 下 列 的 X 和。， 检 验 哪些 满足 群 的 四 个 公理 . 


12345 123 4 5 
(DX= 提 列 (| 。 3 4 5) 和 (543 2 1), 而, 一 合成 
1. 2 38-8 12345 
Cb)X= 排 列 ( CL 3 。 4 5)， 而 ,= 合成. 
(OX={0，1}) 而 。 是 由 下 面 的 规则 定义 的 : 0* 0=0, OF 1=1, 1*0=1, 1+ 1=1. 
Cd)X= 有 理 数 ，。 一 加 法 . 
(e)X 一 有 理 数 ，。 = 


实数 ， 


(g)X= 所 有 实数 2X 2 矩阵 ， * = SEER. 


y, g(W)=u, gv) = 


3 


a 


v 


>g 


(c)67583412 


12 3 
(3 2 a): 


证 明 在 合成 下 X 定义 一 个 群 , 


. 证明 函数 (7/，&} 的 集合 是 集合 A 一 {r+，y，u，v)} 上 的 排列 的 群 ， 如 果 f(z)==v,， f(y=u, fW=y, 
/(W=z, =z, g(y)= 


7. 如 果 用 /(z) 三 y，/(y) 二 z，/(wW) 二 v，/f(v) 二 uw 重新 定义 /， 那 么 练习 6 的 结论 仍然 为 真 吗 ? 


EE 


{( 


1234567 
1234567 


. 假设 A 二 {1，2，3，4，5，6) 且 G 是 下 面 排列 的 群 : 


)( 


1234567 
7654321 


外 
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如 果 S 是 由 G 衍生 的 等 价 关 系 ， 那 么 : 
(a)1S2 成 立 吗 ? (b)3S5 成 立 吗 ? 《〈c)5S6 成 立 码 ? 
9. 对 于 练习 8， 确 定 轨迹 CDH CA. 
10. 对 于 如 下 所 示 的 A 和 G， 确 定 由 G 衍 生 的 等 价 关系 S 下 的 等 价 类 : 
(A={1, 2, 3, 4, 5}, 
123 4 Wl 2 3 4 5)y) 
c-{( 2 3 4 5)' (5 432 1)) 


(DA={1, 2, 3, 4, 5, 6}, 


123456 /123456) 123456 
e ga 6) areae a ar aa coe)? 
123456 (12345 6) /l23456 
Gang, a goe) ecanacacere)t (ava aca aT 
12345 6, (12345 6 
Mi ae asia gle ghacavas a 


(OA={1, 2, 3, 4, 5} 
123 4 5) (1234 5) (123 4 5) /12345 
6-{(, aaasl Roce ieh (sia 5 4 (5 3 24 D) 
,考虑 8. 1 节 练 习 9 所 描述 的 2X2 阵列 的 所 有 对 称 的 集合 ， 如 果 ma 和 是 下 列 对 称 ， 确 定 rn，。 zt。 
(adm, 一 旋转 90°, m 一 相对 于 水 平 线 的 反射 . 
(bm 一 相对 于 垂 线 的 反射 ，m 一 旋转 180°, 
(cm 一 旋转 270°, m 一 相对 于 季 线 的 反射 . 
Cdm 一 旋转 180"，m 一 相对 于 从 左下 角 到 右上 角 的 对 角 线 的 反射 . 
12. 继续 练习 11， 把 下 列 的 对 称 描述 为 集合 (1，2，3，4} 的 排列 ， 
(a) 相 对 于 水 平 线 的 反射 . 
《b) 相 对 于 垂 线 的 反射 . 
《〈c) 相 对 于 从 左下 角 到 右上 角 的 对 角 线 的 反射 . 
《d) 相 对 于 从 左上 角 到 右 下 角 的 对 角 线 的 反射 . 
13. 继续 练习 11， 所 有 的 对 称 (旋转 和 反射 ) 的 集合 是 群 吗 ? 
14. 对 于 例 8. 1， 假 设 我 们 对 任意 格子 可 以 使 用 c 种 颜色 中 的 任意 一 种 颜色 . 
(a) 仅 允许 旋转 时 ， 有 多 少 种 不 同 的 着 色 ? 
《b) 如 果 允 许 旋转 及 相对 于 垂直 、 水 平和 对 角 线 的 反射 ， 有 多 少 种 不 同 的 着 色 ? 
15. 寻找 正文 中 没有 提 及 的 对 应 于 图 Ki.; 的 每 一 个 自 间 构 的 排列 . 
16. 对 于 8. 1 节 练 习 17， 如 果 m 和 分 别 旋转 180*" 和 270"， 那 么 确定 m * m. 
17. 在 8. 1 节 练习 19 的 情况 下 ， 对 于 下 列 各 m 和 x， 确定 x， x 
(adm 和 分 别 是 180 "的 旋转 和 相对 于 对 边 中 点 的 水 平 连 线 的 反射 . 
bm 和 xe 分 别 是 相对 于 对 边 中 点 的 垂直 连 线 的 反射 和 90° 的 旋转 . 
(om 和 x 分 别 是 相对 于 连接 对 角 的 正 斜 对 角 线 (/) 的 反射 和 相对 于 对 边 中 点 的 水 平 连 线 的 反射 . 
18. 在 8. 1 节 练习 19 的 情况 下 ， 所 有 对 称 的 集合 是 群 吗 ? 
19. 如 果 m 和 xs EHI, m “me 不 一 定 等 于 m m (因此 ， 我 们 说 排列 的 积 并 不 一 定 是 可 交换 的 ). 
123 4 1 dye 
(9 使 用 太一 (】 4。 2 smesh, 】 3 1) 进行 说 明 . 
(b) 确 定 2X2 阵列 的 两 个 对 称 x 和 x (x, 和 x 可 以 是 旋转 也 可 以 是 反射 ) 使 得 ze。 Am e m. 
20. 证 明 : 对 于 所 有 素数 p， 整 数 集合 {1，2，…，p 一 1}) 以 及 模 p 的 乘法 。 形 成 一 个 群 . 
21. 在 练习 20 中 ， 如 果 p REKK, REWER NE? 为 什么 ? 


456) 
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22, 假设 G 是 一 个 排列 群 ， 辐 定 G 中 的 一 个 排列 s， 如 果 m Ma BEG, RII mS MUR m= 
a! (m* )， 证 明 S 是 一 个 等 价 关系 . 
23, WME ALO, JEP L ENTAME. 
(b) 确 定 Aut(Z,)， 其 中 Z, 是 四 顶点 的 回路 . 
(OME Aut(K, 一 K,)， 其 中 K, 一 K; 是 图 8. 16 所 示 的 图 . 
24. 描述 Au Z,) 并 确定 Z 的 自 同 榴 的 数量 . BSS Ke ke 
25. 图 Ka. 在 第 一 个 类 中 有 m 个 顶点 ， 在 第 二 个 类 中 及 个 顶点 ， 且 在 不 同类 的 所 有 顶点 对 之 间 有 边 . 
图 8.15 的 Ki 是 一 个 特殊 情况 . 
Ca) MUR mAn, HE Aut(K。.。) 并 确定 K.. 的 自 同 构 的 数量 ， 
(b) 对 于 m= 二 n， 重 复 (a). 
26. 证 明定 理 8. 3. 


8.3” 伯 恩 赛 德 引 理 
8.3.1 伯 恩 赛 德 引 理 的 陈述 

本 节 给 出 排列 群 衍生 的 等 价 关系 下 的 (不 同 ) 等 价 类 的 计数 方法 ， 假 设 G 是 集合 A 的 一 个 排 
TARE. A 中 的 元 素 a EG 的 排列 x 下 称 为 不 变 的 (invariant) (或 不 动 的 (fixed))， 如 果 x(a) =a, 
设 Inv(x) 是 A 在 x 之 下 不 变 元 素 的 数量 . 

定理 8.4( 伯 思 赛 德 引 理 )9 GERDA 的 一 个 排列 群 ， 而 且 设 S 是 G 衍生 的 A 上 的 等 价 
关系 ， 那 么 S 中 等 价 类 的 数量 由 下 式 给 出 : 

ToT 
所 

为 了 说 明 这 一 定理 ， 我 们 首先 考虑 集合 A 二 {1，2，3} 和 由 等 式 (8. 1) 所 定义 的 A 的 排列 群 . 
这 时 ，Inv(m ) 三 3， 因 为 1、2 和 3 在 m 下 是 不 变 的 ， 而 且 Inv(xo) 二 Inv(xs) 二 0， 因 为 在 xo 或 
m 下 没有 不 变 元 素 ， 因 此， 衍生 等 价 关系 S 下 的 等 价 类 的 数量 由 二 (3+0 十 0) 一 1 给 出 ， 这 是 正 
确 的 ， 因 为 对 于 所 有 的 a, BEA, ab 成 立 ， 只 存在 一 个 等 价 类 {(1，2，3}. 

作为 第 二 个 例子 ,假设 A={1，2，3，4} 且 G 是 由 下 列 排列 组 成 的 ， 


m=( 23 ‘), m= (> 2 3 *), 


1234 213 4 (8.3) 
oC ETD GED 


容易 验证 G 是 群 ， 此 时 ，Inv(m ) 一 4，Inv(me) 一 2，Inv(ms) 一 2，Inv(rxi ) 一 0， 而 且 衍生 等 价 关 系 S 
下 的 等 价 类 数量 是 二 (4 十 2 十 2 十 0) 一 2， 这 是 正确 的 ， 因 为 两 个 等 价 类 是 {L，2} 和 (3，4}( 练 习 D. 

作为 第 三 个 例子 ， 考 虑 41，2，3} 上 所 有 弱 序 的 集合 ， 如 图 8.9 所 示 ，{1，2，3)} 的 每 一 个 排 
列 ， 通 过 用 x( 站 取代 能 序 中 的 每 一 个 元 素 is 衍生 ADEA. GAs to a= (》 2 ，)， 
那么 对 于 弱 序 J，x* D=K, TJAK 如 图 8. 9 BRR. KA x* 的 集合 定义 A 的 一 个 排列 群 G. 


1 2 
在 G 中 存在 6 个 排列 ， 下 面 m 到 xs 中 的 每 一 个 对 应 一 个 排列 : n=( ` 


ee a 


O 本 引 理 的 这 一 版 本 是 Burnside[1911] 所 给 出 的 关键 引 理 的 一 个 简单 推论 ， 而 且 通 常 称 此 版 本 为 伯 思 赛 德 
(Burnside) 3138. 
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Ca a 贡生 


用 例 8.6 中 定义 的 相同 关系 ， 那 么 Inva ) 二 13， 因 为 x? 使 图 8.9 中 的 所 有 13 个 弱 序 不 变 . 
Inva? 一 3， 因 为 xy ESF I, J 和 M 不 变 。 类 似 地 ，Inv(x? ) 一 Inv(re )=1. HIG, Inva? = 
Inve 三 1， 因为 x? Mas 仅 使 M 不 变 .根据 伯 恩 赛 德 引 理 ， 弱 序 的 等 价 类 的 数量 由 下 式 给 出 : 


$U38+34+34+14143) =4. 


这 些 等 价 类 分 别 是 {A,B, C, D, E, F), {G, H, I}, (J. K, L} 和 {M}. 

作为 第 四 个 例子 ， 考 虑 自 同 构 群 G= Aut( Ki.3)， 根 据 我 们 在 8. 2. 3 节 的 讨论 ，| G | =6. 
对 于 恒 等 变换 x*，Inv(x) 二 4， 对 于 旋转 120" 和 240" 的 变换 ，Inv(x) 二 1， 对 于 相对 于 一 条 边 的 三 
个 反射 变换 ，Inv(x) 二 2， 因此 有 


HDn = Tr4+1+1+2+2+2] =2, 
Gli 6 


这 一 计算 结果 与 {1} 和 {2，3，4} 是 S 下 的 等 价 类 的 结论 一 致 . 

在 8.4 节 中 ,我 们 将 看 到 如 何 把 伯 恩 赛 德 引 理 运用 到 诸如 例 8. 1 至 例 8. 5 这 样 的 例子 中 . 
8.3.2 伯 思 赛 德 引 理 的 证 明 9 

现在 我 们 给 出 伯 轧 赛 德 引 理 的 证 明 . 假设 G 是 集合 A 上 的 一 个 排列 群 ， 对 于 每 一 个 cE A, 
Ba 的 稳定 算 子 (stabilizer)St(a) 是 G 中 使 a 不 变 的 所 有 排列 的 集合 ， 即 St(a)== {xEG: xr(a) 一 
a). BH C(a) 是 a 的 轨迹 ， 即 衍生 等 价 关系 S 下 包含 a 的 等 价 类 ， 即 满足 下 面条 件 的 所 有 元 素 b 
的 集合 :对 于 G 中 的 某 个 r 有 x(a) 二 b， 作 为 说 明 ， 假设 A={1，2，3}， 且 G 是 由 等 式 (8.1) 所 
定义 的 ,那么 C(2)=={m(2)，x2(2),xa(2)} 二 {1，2，3}。 MAA St(2)={m). 

引 理 8.1 假设 G 是 集合 A 上 的 一 个 排列 群 ， HAGA P. MA 

| St(a) |+| Cla) |=1G|. 

证 明 CaS (br, bay oy br). 那么 存在 把 a 传递 到 bi 的 排列 m (也 可 能 存在 其 他 把 
a 传递 到 5b1 的 排列 ， 但 是 我 们 从 中 挑选 出 一 个 这 样 的 排列 )， 同 样 也 存在 把 a 传递 到 bz 的 排列 
mz» Ha 传递 到 63 的 排列 x3， 以 此 类 推 . 设 P=(ms ms vy x). 注意 1P1= |C(o) 1. 我 
们 要 证 明 对 于 G 中 的 每 一 个 排列 x 正好 能 用 一 种 方法 写成 P 中 排列 和 St(a) 中 排列 的 积 ， 那 么 ， 
根据 乘法 规则 有 |G| =| P| + | St(a) | =| Cla) | + | Sta) |. 

给 定 G 中 的 x， 注 意 ， 对 某 个 &A 有 (a) 一 入。 因此 ，r(a) 一 xx(a)， 所 以 有 mp) > x tha 不 
Æ. 因此 ml。r 在 St(a) 中 . 但是, 我 人 有 

mo (ap! x) = (mem) r= len =m 
所 以 , x 是 P 中 排列 和 St(a) 中 排列 的 积 . 

其 次 ， 假 设 可 以 用 两 种 方法 写成 P 中 排列 和 St(a) 中 排列 的 积 ; 即 假设 =m e y=m ° ds 
其 中 yY 和 8 在 SO. REA C D@=b Alm ° (a=. WH ms =m ° dy Oe 一 定 等 于 
各， 所 以 人 一 人 因此， 在 等 式 m e ym e S RAR ae. RABBI y=. a 

为 了 说 明 这 一 引 理 ， 设 4 一 {1，2，3}， 且 设 G 是 由 (8. 1) 式 所 定义 的 ， 根 据 我 们 上 面 的 计 
HR, ACAD=(1, 2, 3M St(2) 一 {m} Bt, 有 

|Gl=3 =) + (3) =| S2) |+| C@ |. 
为 了 完成 伯 恩 赛 德 引 理 的 证 明 ， 我们 证 明 : 如 果 A={1, 2, …, nn) 且 G={m, ms = 


O 本 小 节 可 以 跳 过 - 


458| 


459) 


460) 
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Tm) + BAA 
Inva ) + Inv(xe) 十 … 十 Inv(xm) =| StL) | 十 | St(2) | 十 … 十 | Stim) | . 
这 是 成 立 的 ， 因 为 这 一 等 式 的 两 边 都 计数 使 得 x(a) 一 a 的 序 对 (a，x) 的 数量 .根据 引 理 8. 1， 有 


rin ) 十 Inv(m) 十 … 十 IJnv(m)] = 


Tanita ttt e 

注意 ，z 总 是 在 C(z) 中 .因为 I(x) 二 x， 因此 ， 根 据 定理 8.1，C(zx)=C(y) 当 上 且 仅 当 z 在 
CoP. 因此， 如果 CCz) 二 {b1，bo，…，Bbk)， 那 么 正好 存在 上 个 等 于 C(z) 的 等 价 类 Clb), 
Clb2),…，C(br)， 我 们 可 以 把 这 些 等 价 类 分 割 成 诸如 {CCby )，C(b)，…，C(bx)} 的 群 ， 每 一 
个 群 是 一 组 相等 的 等 价 类 .注意 | CO) | =k. 因此 ， 


1 
Toast Tet tt remy = 
因此 (8. 4) 式 的 右边 的 和 计数 不 同等 价 类 的 数量 ， Tear aeetconhane, 因此 ， 伯 
恩 赛 德 引 理 成 立 . 


上 + 十 He += 


为 了 说 明 这 一 证 明 ， 假 设 A={1, 2, 3, 4), 而 G 由 (8.3) 式 的 四 个 排列 给 出 ， 那 么 
COD=(1, 2},C62)={1, 2}, CC3)={3, 4), C04)={3, 4). RE, 
1 hod ii 

Tea t Tea =} 

ainttmin=! 

Tea) 1 "TCT 
和 

ren + rea tear treat =? 

这 是 等 价 类 的 数量 . 
本 节 练 习 


L 验证 (8. 3) 式 的 四 个 排列 定义 一 个 群 ， 并 且 验 证 它 衍生 的 等 价 关系 下 的 等 价 类 是 {1，2) 和 {3，4}. 
2. 对 于 Aut( Ki,,) 中 的 每 一 个 自 同 构 a 计算 St(a) ，C(a) 并 验证 引 理 8. 1. 
3. 通过 计算 下 式 ， 对 Aut(Ki.3) 验 证 伯 恩 赛 德 引 理 的 证 明 : 


WO Ep et yh 
Peay] TEDI Te)T TC) 

4. 对 于 8.2 节 练习 8， 使 用 伯 恩 赛 德 引 理 确定 S 下 的 等 价 类 的 数量 . 
.对 于 8. 2 节 练 习 10 的 每 一 种 情况 ， 使 用 伯 恩 赛 德 引 理 确 定 S 下 的 等 价 类 的 数量 并 通过 计算 等 价 类 加 以 

验证 . 
,对 于 8. 2 节 练习 10 的 每 一 种 情况 ， 设 < 一 1. 

(a) 确 定 St(a)。 DAE Cla). 《ce) 验 证 引 理 8. 1. 
.对 于 8. 2 节 练习 10 的 每 一 种 情况 ， 验 证 


Ten + Tea 
给 出 S 下 的 等 价 类 的 数量 . 
.对 于 图 8. 14 中 的 图 的 每 一 个 自 同 构 a, 计算 St(a) 和 Cla) 并 验证 引 理 8. 1. 
. 对 于 图 8. 14 中 的 图 H, EARN TARARE: 对 Aw 有 H) 验 证 伯 思 赛 德 引 理 的 证 明 : 


1 1 
Tou * Te 1 +T | Tout Tes 
10. 当 如 例 8. 6 那样 定义 相同 时 ， 使 用 伯 轧 赛 德 引 理 计算 {1，2，3，4} 上 的 弱 序 的 等 价 类 数量 . 
1. 假设 在 一 个 圆桌 的 周围 要 安排 5 名 谈判 代表 的 辕 定 席位 。 如 果 沿 着 圆桌 的 座位 旋转 不 认为 是 改变 坐席 


p p 
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安排 ， 那 么 利用 伯 恩 赛 德 引 理 计算 5 名 谈判 代表 的 坐席 安排 的 不 同方 法 的 数量 
12. 假设 : 
123 4/123 4/1234 
Aa Weisel co-{( 23 Whe 13 a 24 3}: 
1 Se) | + | CO) | = 1G | 成 立 吗 ? 解释 发 生 了 什么 ? 
假设 我 们 使 用 标签 1，2，…，n 标记 一 个 图 采 Hn 个 顶点 于 的 任意 标签 可 以 认为 是 (1，2，.…， 吕 
的 一 个 排列 ， 如 果 我 们 开始 于 一 个 固定 的 标签 ， 例 如 ， 如 果 我 们 开始 4 2 
于 如 图 8. 14 所 示 的 原始 标签 ， 那 么 图 8. 17 所 示 的 新 标签 对 应 于 下 面 


的 排列 : 
2 
(2 153 4): . 


有 的 每 一 个 自 同 构 可 以 认为 是 把 的 任意 一 个 标签 o 转 换 成 另 一 个 
标签 ， 我 们 只 使 用 标签 eo 因此 ， 朋 的 不 同 标签 的 数量 对 应 于 {1， 图 & 17 图 8 14 中 的 图 的 
2，…, 咱 排列 集合 上 自 同 构 格 Aut FD 衍生 的 等 价 关系 下 的 等 从 类 的 数量 ， 一 个 新 标 答 
《a) 证 明 不 同 标签 的 数量 由 nt /| Aut(H) | 给 出 . 
(b) 如 果 Leg 是 四 顶点 的 链 ， 根 据 (a) 的 结果 确定 不 同 标签 的 数量 并 通过 枚 举 这 些 标签 加 以 验证 . 
(ORF Z,， 长 度 为 4 的 回路 重复 (b). 
(d) 对 于 图 8. 15 中 的 图 Ki,s， 重 复 (b). 

14. 利用 本 节 的 方法 ， 完 成 第 2 章 的 附加 练习 25. 


8. 4 不 同 的 着 色 
8.4.1 着 色 的 定义 


1 


加 


假设 D 是 对 象 的 集合 ，D 的 一 个 着 色 (coloring) 是 给 D 中 的 每 一 个 对 象 分 配 一 种 颜色 ， 在 这 


一 意义 下 ， 如 果 DD 是 一 个 图 的 顶点 集合 ， 那 么 一 个 着 色 就 是 给 每 一 个 顶点 分 配 一 种 颜色 ， 与 第 3 
章 中 所 使 用 的 规则 无 关 ， 即 如 果 r My 被 一 条 边 连接 着 ， 那 么 它们 必须 得 到 不 同 的 颜色 ， 一 个 着 
色 可 以 认为 是 一 个 函数 f: DR, KP R 是 颜色 集合 ， 如 果 D An TTR, AR Am TTR, 
那么 存在 m 个 DD 的 着 色 . 

在 例 8.1 中 ,集合 DA 2X2 阵列 中 的 四 个 格子 的 集合 ， 而 集合 R 是 集合 {黑色 ， 白 色 }. 在 
例 8. 2 中 ， 集 合 书 可 以 认为 是 整数 1，2，…，k， 代 表 珠子 的 上 个 空间 ， 而 尺 是 集合 {6,}， 在 
例 8.3 中 ，D 是 长 度 为 n 的 位 串 集合 ， ={0, 1}. 在 例 8.4 中 , D 是 7 顶点 树 的 顶点 集合 ， 
而 R= {黑色 ， 白 色 }。 最 后 ， 在 例 8.5 中， 集合 D 由 正四 面体 的 顶点 a, b,c，d 组 成 ， 而 集合 
RR 是 集合 {CH3, C2H5, H, Cl). 

顶点 集合 V 一 {1，2，…，p} 上 的 每 一 个 图 都 可 以 认为 是 一 个 着 色 。 取 DEV 的 所 有 2 元素 
子 集 的 集合 ,R 是 {0，1}， 并 设 f({i, 让 ) 是 1， 如 果 {i, 放 EECG)， 否 则 是 0， 练 习 21 和 练习 22 
利用 这 一 概念 计算 p 个 顶点 的 不 同 (不 同 构 的 ) 图 的 数量 . 

在 我 们 所 有 的 例子 中 ， 我们 也 允许 D 的 元 素 的 某 些 排列 这些 排 列 定义 一 个 群 G， 特 别 地 ， 
在 例 8. 1 中 ， 我们 允许 有 图 8. 13 给 出 的 四 个 旋转 ， 它 们 定义 一 个 排列 群 G， 在 例 8.2 中 ,在 有 
两 个 珠子 的 情况 下 ， 所 给 的 排列 是 


n=l a) m n=l i) 


注意 m M 定义 一 个 群 一 群 G， 更 一 般 地 ， 如 果 有 上 个 珠子 ,那么 群 G 是 由 下 面 两 个 排列 组 


成 的 群 : 
Uae DOM Wee ia 


462] 
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在 例 8.5 中 ， 群 C 中 的 排列 对 应 于 我 们 在 8. 1 节 所 描述 的 正四 面体 的 对 称 变换 .我 们 将 在 8. 5 节 
讨论 这 一 例子 ， 在 那里 ,我 们 将 给 出 表示 这 些 排列 的 简单 方法 . 

例 8.4 中 的 群 是 什么 呢 ? 假设 我 们 从 图 8. 18 给 出 的 第 一 棵 标签 树 开始 ， 即 其 下 是 x 的 标签 
树 ， 这 时 ， 这 棵 树 的 任意 其 他 标签 对 应 于 {1，2，…，7} 的 一 个 排列 ， 并 非 11，2，…，7} 的 每 一 
个 排列 都 对 应 于 左 、 右 孩子 互 换 的 意义 下 认为 是 等 价 的 标签 ， 图 8. 18 给 出 所 有 从 第 一 棵 树 通过 
交换 左 、 右 孩子 而 得 到 的 标签 树 ， 例 如 ， 其 下 是 xo 的 标签 树 是 通过 交换 顶点 4 和 5 而 得 到 的 . 
其 下 是 x 的 标签 树 是 通过 交换 顶点 6 和 7 得 到 的 .其 下 是 x 的 标签 树 是 通过 由 顶点 2、4、5 所 
生成 的 子 树 Ti 与 由 顶点 3、6、7 所 生成 的 子 树 To 进行 交换 而 得 到 的 .其 下 是 xs 的 标签 树 是 通 
过 顶点 4、5 与 顶点 6、7 交换 得 到 的 . 其 下 是 m 的 标签 树 是 通过 首先 交换 子 树 Ti 和 Te, RE 
再 交换 顶点 6 和 7 而 得 到 的 ， 等 等 。 这 8 棵 树 对 应 于 D 的 元 素 的 合法 排列 ， 也 就 是 G 的 成 员 . 
对 于 每 一 棵 标签 树 的 排列 如 图 8. 18 所 示 .注意 

( 23456 T, 
132674 5 

因为 顶点 1 保持 不 变 ， 顶 点 2 被 变 成 项 点 3， 顶 点 3 被 变 成 顶点 2 等 等 ，G 是 群 的 验证 留 给 读者 
(练习 19)， 不 难 证 明 ， 我 们 描述 的 这 些 排列 正好 是 图 8. 18 所 示 的 第 一 棵 树 的 自 同 构 . 


m= 


5 6 7 人 i 
(1234567 1234567) 4 (1234567) (123456 
me(1334567) mr (1233467) (1334876) % (1526745 
1 1 1 
2 3 3 2 2 2 


76 4 5 oF 
34567) , (1234567) p- (1234567) x (1234567 
335476) * (1327688) 2 (1326754) 天 (1533653) 


图 8. 18 一 棵 标签 树 及 通过 交换 左 、 右 孩子 所 得 到 的 8 棵 标签 子 树 


我 们 将 简短 地 讨论 例 8. 3 中 的 开关 函数 ， 在 例 8. 1 一 例 8. 5 中 ， 我 们 所感 兴趣 的 是 确定 两 个 
着 色 是 否 是 不 同 的 着 色 ， 以 及 计数 着 色 的 等 价 类 数量 .然而 ， 两 个 相同 着 色 的 等 价 关系 不 同 于 排 
列 群 G 衍 生 的 等 价 关 系 S。 因 为 S 是 集合 D 上 的 关系 ， 而 不 是 DD 的 着 色 集 合 上 的 关系 . 因此， 
直接 使 用 伯 恩 赛 德 引 理 不 能 帮助 我 们 计数 着 色 等 价 类 的 数量 ， 在 8. 4. 2 节 ， 我 们 讨论 如 果 定义 适 
当 的 等 价 关系 . 
8.4.2 Sree 

假设 CCD，R) 是 使 用 尺 中 颜色 的 刀 的 所 有 着 色 的 集合 ， 而 G 是 集合 D 的 一 个 排列 群 ，r 
在 G 中 ， 对 应 于 x 的 是 CCD，R) 中 的 一 个 排列 x* .x* 把 CLD，R) 中 的 每 一 个 着 色 变 成 男 一 个 
HE. 如果 f 是 一 个 着 色 ， 那么 新 着 色 x* /定义 为 (x* MPO /Cr(a))， 即 "了 分 配给 a 的 
颜色 与 f 分 配给 x(a) 的 颜色 相同 .在 例 8.1 中 ,x* 把 2X2 阵列 的 一 个 给 定 的 着 色 Ci 转换 成 另 
一 个 着 色 . 例 如， 假设 xp 是 这 个 阵列 的 90 旋转 ， 如 图 8. 13 所 示 ， 我 们 来 计算 z MRC, 
Cz,，… 如 图 8.10 所 示 ， 首 先 注意 到 对 于 所 有 的 zx， 有 Ci (z) 一 黑色 ,所 以 (对 C1) (a)= 
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Ci(re(a)) 一 黑色 .这 意味 着 对 于 所 有 的 <，( 过 ) (a) 一 黑色 ， 所 以 又 C1 是 着 色 CI， 接 下 来 ， 
BA 4=m), Ct Cz)(1) 一 Cz(m(1)) 一 Cz(4) 一 黑色 同样，( 达 C2) (2) = C2 Gp (2)) = 
C21) = RS, Crt C2) (3) = Ca (aed (3)) 一 Cz(2) 一 白色 ， 而 且 (xy C2) 4) = Ce Gn (4)) = C2 3) = 
RE. Kit, n Co 与 着 色 Cs 是 同样 的 、 类 似 地 ，x* G=Ci, af Ct 二 Cs 等 等 .总 之 ， 排 列 at 
是 由 下 式 给 出 的 : 
, _ /CC Cs Cs Cs Ce C1 Ce Q Co Cn Cz C Cu Cis Cie 
nS (a Cs Cr Cs Co Cr Cs Co Cs Cu Co Ca Cu Cs Gis Gu)" 
类 似 地 ， 如 果 mn 是 0 的 旋转 ，xs 是 180 的 旋转 ，zx 是 270" 的 旋转 ， 那 么 
人 Cz Cs Cy Cs Ce Cr Cs Co co Cn ca Cis Cu Cis on 
C1 C2 Cs Cs Cs Cs Cr Ce Cy Cro Cn Ce Cs Cu Cis Cis 
mA! 人 Cz G Cy Cs Cs Cr Ce O Co Cn Cz Cs Cu Gis Siy, 
C Ci Cs Co C3 Cs CO Cs Cr Cio Cn Cu Cs Ce Cs Cie 


(8.5) 


(8. 6) 


nt 
(8.7) 
以 及 

位 Ce Cs Cx Cs Ce Cr Ce Co Cio cn Ciz Cis Cu Cis an Pach, 
Ci Cs Ce Cs Cy Co Ce Cr Cs Cu Cio Cis Ciz Cis Cu Cis” lL 
因此 ，D 的 排列 群 G 对 应 于 CCD，R) 的 排列 群 G" ; Gt 一 {x* : EG) Oth G 是 一 个 群 ). 
注意 ，G 和 G* 的 元 素数 量 相同 。 另外， 如 果 S* 是 由 G 衍生 的 等 价 关系 ， 那么 S* 是 我 们 所 感 
兴趣 的 相同 关系 ， 在 S* 下 ， 两 个 着 色 /和 g 被 认为 是 等 价 的 ， 如 果 对 于 D 中 的 某 个 排列 x， 有 
g=n' f， 即 对 于 DD 中 的 所 有 a， 有 g(a) 二 f(x(a)). 

在 例子 8.2 中 ,假设 
1 .2 
x= G 小 


设 f(1)=r，f(2)=b，g(1)=b6，g(2)==r， 这 时 ,对 于 所 有 的 a 有 gla)=f(xla)). RUA fS* 
gg 这 恰好 说 明 两 个 着 色 rb 和 br 是 等 价 的 ， 今 后 ， 为 了 区 别 S 下 与 S* 下 的 等 价 类 ， 我 们 称 后 者 
的 等 价 类 为 模式 (pattern)。 我 们 对 计算 不 同 模式 的 数量 感 兴趣 ， 这 可 以 通过 把 伯 轧 赛 德 引 理 运用 
于 G* 来 完成 . 

在 例 8. 1 中 ，Inv(ri ) 一 16，lnv( 戏 )=2, Invia )=4, Al Inv(x? ) 一 2， 因 为 zi 使 所 有 
16 种 着 色 C; RAE, n Ai xd 只 使 Cl MCs BA. 而 对 EC, Cor Cn% CRE, 因此 ， 


Ss’ 下 的 等 价 类 数量 是 (16 十 2 十 4 二 2) 一 6， 这 一 结果 与 图 8. 10 一 致 [我 们 可 以 直接 计算 Inv(x* )， 


而 无 需 先 计算 x* ， 例 如 ，x3 只 使 下 面 的 这 些 着 色 不 变 ， 在 格子 1 和 格子 3 中 相同 的 着 色 以 及 在 
格子 2 和 格子 4 中 相同 的 着 色 . 因为 在 这 样 的 着 色 中 ， 对 于 格子 1 和 3 存在 2 种 着 色 选 择 ， 且 对 
格子 2 和 4 存在 2 种 着 色 选择 ， 因 此 ， 对 于 这 一 着 色 有 22 一 4 种 颜色 选择 ， 类 似 地 ，x2 仅 使 四 
个 格子 都 有 相同 颜色 的 着 色 不 变 ， 因 为 每 一 个 格子 的 颜色 必须 与 顺 时 针 方 向 旋转 90° 后 的 颜色 相 
E. 因此， 只 存在 2 种 着 色 ]. 

对 于 项 链 的 情况 ( 例 8.2)， 如 果 


1 2 21 
那么 
他 & omy pa ee 7) 
T OT Ne br rb rr T OT Nb rb br r? $7? 
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YER, Invar )=4,Inv(x? )=2, 这 使 得 S* 下 的 模式 (等 价 类 ) 数 量 是 十 (4 十 2) 一 3. 这 与 我 们 


前 面 的 观察 模式 是 {665} (br, roM rr). 

对 于 树 着 色 ( 例 8.4)， 注 意 一 共存 在 27 种 树 着 色 : 树 中 的 每 一 个 顶点 都 可 以 得 到 两 种 颜色 
之 一 AB a? 是 对 应 于 图 8. 18 所 示 的 标签 排列 x 的 树 着 色 排列 ， 写 出 ae 是 不 切实 际 的 ， 然 
而 ,注意 到 x? 二 1" 使 所 有 27 种 树 着 色 不 变 ， 所 以 有 Invar ) 一 27 一 128， 同 样 ， 排 列 x 交换 顶点 
4 和 5， 因此 邓 正好 使 顶点 4 和 顶点 5 有 相同 颜色 的 着 色 不 变 ， 即 使 2 种 着 色 不 变 ， 因 此 
Jnv( 邓 ) 一 2 一 64， 类 似 地 ，lnv( 对 ) 一 2 一 64，lnv(xf )=24=16, Inviagy )=25=32, Inv(a¢ )= 
23 二 8，Inv(xj ) 一 23 一 8，Inv(xg ) 一 24 一 16， 因此， 不 同 着 色 的 数量 或 不 同 模式 的 数量 是 


4128 +64 + 64+16-+32+8+8+ 16) = 42. 


8.4.3 自 同 构 下 的 图 着 色 等 价 


假设 我 们 希望 使 用 绿色 (G)、 黑 色 (B) 和 白色 (W) 着 色 图 8. 15 中 的 图 K1.3 的 顶点 ， 而 且 不 要 求 
由 一 条 边 连 接 的 两 个 顶点 得 到 不 同 的 颜色 ， 我们 认为 这 样 的 两 个 着 色 等 价 ， 如 果 一 种 着 色 可 以 从 


另 一 种 着 色 通过 自 同 构 而 得 到 . 图 8. 15 的 B 
顶点 1 得 到 绿色 而 其 他 顶点 得 到 各 不 相同 的 ~ ~ A 
颜色 的 任意 两 个 着 色 是 等 价 的 ， 因 为 使 用 旋 d 
转 120" 或 240 或 相对 于 边 {1，2}，{1，3} 和 
位 ，4} 的 反射 可 以 把 一 种 这 样 的 着 色 映 射 

成 另 一 种 着 色 ， 这 些 着 色 如 图 8. 19 所 示 . g 
旋转 也 表明 顶点 1 得 到 G， 其 余 有 两 个 顶点 B 
得 到 B， 最 后 一 个 顶点 得 到 W 的 所 有 着 色 图 8.19 图 8.15 的 顶点 1 得 到 颜色 G， 而 顶点 2，3 和 
是 等 价 的 ， 这 些 着 色 如 图 8. 20 所 示 . 类似 4 得 到 {G，B，W} 的 不 同 颜色 的 Kish 

地 ， 对 于 {G，B，W} 中 的 任意 两 种 不 同 颜色 着 色 模式 (等 价 类 ) 


WAE, XAY, H X MY MRR G, F 可 
在 一 个 模式 (等 价 着 色 的 集合 )， 其 中 ， 顶 点 A. A D'S 
1 得 到 G， 其 余 的 两 个 顶点 首先 从 {X,Y} r wK 
中 选择 颜色 X， 最 后 的 顶点 从 {X，Y} 中 选 
择 另 一 种 颜色 Y， 一 共有 3X2 一 6 种 方法 选 
择 两 种 不 同 颜色 X 和 YY， 所 以 有 6 种 这 样 的 
模式 (等 价 类 )， 还 存 下 面 三 种 由 一 种 着 色 组 
成 的 着 色 模式 (等 价 类 ): 顶点 1 得 到 颜色 G， 其 他 项 点 都 得 到 相同 的 颜色 (也 可 能 是 G)， 因 此 ， 
一 共存 在 10 种 顶点 1 得 到 G 的 着 色 等 价 类 . 对 于 顶点 1 的 其 他 两 种 着 色 的 选择 ， 重 复 上 面 的 计 
算 ， 我 们 发 现在 自 同 构 下 一 共有 30 种 模式 (等 价 类 ). 

我 们 还 可 以 根据 伯 思 赛 德 引 理 得 到 这 一 结果 .总 之 ，K1.3 的 顶点 着 色 一 共有 34 种 、 假 设 x;* 
是 对 应 于 K1,3 的 自 同 构 x 的 图 着 色 排列 .人 恒 等 自 同 构 m 使 所 有 这 样 的 着 色 不 变 ， 所 以 
| InvCxr ) | 二 34， 相 对 于 边 {1，2} 的 反射 xz 使 顶点 3 和 顶点 4 得 到 相同 颜色 的 着 色 不 变 ， 一 共 
有 33 种 这 样 的 着 色 ， 所 以 | Inv(x2 ) | =39. 类 似 地 ， 如 果 x3 和 x 分 别 是 相对 于 边 {1，3} 和 
位 ，4)} 的 反射 ， 那 么 有 | Invia? ) | = | Inv(x? ) | =33. 120°H HERE ms 使 得 项 点 2，3 和 4 得 到 
相同 颜色 的 着 色 不 变 ， Kit, |Invia ) | =3. 类 似 地 ,对 于 m 有 | Inv(xe ) | 一 32， 这 是 240° 


图 8.20 图 8.15 的 顶点 1 得 到 颜色 G， 而 顶点 2，3 和 
4 中 ， 两 个 得 到 B， 另 外 一 个 得 到 W 的 
Ki HERR SHE 
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的 旋转 ， 一 共有 6 个 排列 w* ， 所 以 伯 恩 赛 德 引 理 表明 在 自 同 构 下 ， 着 色 模 式 ( 等 价 类 ) 的 数量 是 
Hss +3433 4334327437] = [180] = 30. 
8.4.4 开关 函数 的 情况 S 
现在 ， 我 们 把 上 面 的 着 色 理论 运用 于 例 8. 3 的 开关 函数 ， 如 果 存 在 两 个 变量 ， 那 么 我 们 认为 
两 个 这 样 的 开关 函数 TAMU 相同 ， 如 果 有 THU, RH T(zizz) 一 U(zezl)， 如 下 扩展 这 一 想 
法 ,两 个 变量 的 开关 函数 了 和 UU 被 认为 相同 ， 如 果 存 在 {1，2，…，n} 的 一 个 排列 x 使 得 
T(zlzz…zn) = UC ag) Zr(2) *** Lata) ). (8. 10) 


当 n=2 时 ， 两 种 可 能 的 < 是 


1 2 1 2 66) 
(1 2) 和 Gik 1 
如 果 n=3， 对 于 (8. 11) 式 所 示 的 r WEG 10) 式 的 两 个 开 wee 对 于 (8.11) 式 所 示 的 x 清 足 。 “< 
关 函 数 的 例子 由 表 8. 2 给 出 . (8.10) 式 的 开关 冰 数 和 如 
1 2 3 ies. Aa Ue 
n= (, 3 D BaD ZE ia ZE 
对 应 于 相同 关系 或 等 价 关系 ，(8. 10) 式 有 意义 ， 因 为 如 果 o oo o 
(8. 10) 式 成 立 ， 那 么 可 以 通过 为 U 设计 的 回路 得 到 了 的 加 on 1 o 
路 设计 ， 其 回路 形式 类 似 于 图 8. 2 中 的 回路 对 于 计算 机 工人 
程 ， 另 一 个 相同 关系 也 有 意义 ， 我 们 将 在 练习 中 加 以 讨论 . iai so i 
这 一 相同 关系 是 如 何 适合 于 我 们 开发 的 形式 结构 呢 ? no 1 1 
这 里 ， 口 是 长 度 为 的 位 串 的 集合 Bu， 设 x 是 (1，2,，…， a o o 


对 的 任意 排列 ，S, 是 {(1，2，…， 中 的 所 有 排列 的 群 ， 那 么 
-个 位 串 ri zz…zm 可 以 看 成 是 利用 颜色 0 和 1 的 {1，2，…，) 的 一 个 着 色 .与 此 对 应 的 着 色 排 
列 群 是 S; ， 这 就 是 我 们 理论 中 的 群 G。 群 G* 是 群 (S* )" . G* =-(S; )* 是 由 S, 中 所 有 的 排 
列 (x* )* 组 成 的 ， 而 (x* )" 是 如 何 工作 的 呢 ? 首先 ， 注意 zx” Craan) = E) Tr) Ern). 
TER. St 是 位 串 集合 的 排列 的 群 . (S* )" 是 由 位 串 的 着 色 的 排列 组 成 的 ， 但 是 ， 使 用 颜色 0， 
1 的 位 串 着 色 是 一 个 开关 函数 ， 注 意 ， 根 据 定 义 ， 如 果 U 是 一 个 开关 函数 ， 那 么 有 
[Cat )* Ua zee) = Ula" (zizz…zn)] 
= Ula) 2962) Enin). 
因此 ， 如 果 T=) U， 那 么 (8. 10) 式 成 立 . 
设 n=2, 那么 S= lm, m) 其 中 
(信和 人 
G=S; 中 的 排列 是 
00 ol 10 11 00 01 10 11 
a = (6 ol 10 n) Rus ~ (60 10 ol n) 
一 共有 27 =16 个 两 变量 开关 函数 ， 这 些 函 数 是 表 8.3 所 示 的 T, Th, = Ts. 这 时 ，G* = 
(Si )* 中 的 排列 是 


(8. 12) 


O APUR. 
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Ee CG Te Ts Ty Ts Ts Tr Ts To To Tu Tiz Tis Tu Tis Ta) E 
Ti Te Ts Ta Ts Ts Tr Ts To Tio Tu Tiz Tis Tu Tis Tie 
和 
pie (2 Te Ta Ta Ts Ts Tr Ts To To Tu Tu Tis Tu Tis Te) ER 
Ti Te Ts Ts Ts Ta Tr Te To Tio Tis Tu Tn Tiz Tis Tis 


TER, Get )"U 是 函数 了 ， 它 作用 于 01 的 结果 等 于 U 作用 于 10 的 结果 ， 它 作用 于 10 的 结果 等 
于 U 作用 于 01 的 结果 ， 而 对 其 余 自 变量 它 与 U 一 致 、 我 们 有 Inv Carr )*)=16 H 
Inv((x2 )* )=8, 两 变量 开关 函数 的 模式 或 等 价 类 的 数量 是 二 (16 十 8) 一 12. 类 似 地 ， 可 以 证 明 ， 
三 变量 开关 函数 的 模式 数量 是 80， 四 变量 开关 函数 的 模式 数量 是 3984， 五 变量 开关 函数 的 模式 
数量 是 37 333 248( 参 见 Harrison[1965] 或 Prather[1976]). 通过 允许 开关 函数 的 其 他 对 称 变换 
(诸如 交换 值 域 或 定义 域内 的 0 和 1) ， 如 参见 练习 23 和 练习 24， 我 们 能 够 进一步 减少 等 价 类 的 
数量 ， 事 实 上 ， 如 果 n= 二 4， 这 个 数量 可 以 减 小 到 222( Harrison[1965] 和 Stone[1973])， 对 于 
7 二 4, 这 给 出 足够 小 的 数 ， 使 得 为 获得 含有 各 种 等 价 类 表达 式 的 开关 函数 ， 准 备 一 组 最 优 回路 是 
合理 的 . 


表 8.3 16 个 两 变量 开关 函数 


位 串 Tix) 

ze [n h h h Ts h h Ts Tr To Tu Te Ts Tu Ts Tu 
~~ 0 o oco o 0 0 0 © t @ ETD 

01 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 

10 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

u o i o ıı o lo ı o 1 0o 1 0 1 o ì 
本 节 练 习 


1. 假设 D={ta，b6，c} 而 R={1，2}， 确 定 CUD，R) 中 的 所 有 着 色 . 

2. 如 果 允 许 的 颜色 集合 是 { 红 ， 绿 ， 蓝 }， 那 么 对 于 一 个 立方 体 的 顶点 ， 有 多 少 种 着 色 ( 不 必 不 同 )? 
3. 如 果 有 6 种 颜色 可 用 ， 那 么 正四 面体 的 顶点 的 允许 着 色 ( 不 必 不 同 ) 有 多 少 种 ? 

4. 对 于 例 8. 1， 通 过 计算 下 列 各 式 ， 验 证 (8. 5) 式 、(8.7) 式 和 (8. DR: 


(Dr CO) (b) rs Cs)(2) (Or Cu (4) 
5. 对 于 例 8. 2， 通 过 计算 下 列 各 式 ， 验 证 (8. DR: 
(a) Gf bA) (b) (Caf br) (2) (Gad MD 
6. 假设 D={1, 2, 3, 4), R=(1, 2), 而 G 是 由 等 式 (8. 3) 中 的 排列 组 成 的 . 
(a) 假 设 f Ag 是 下 面 的 着 色 。 对 于 所 有 的 a, 有 fa)=1, HRR g(1) 一 &(2) 一 2，&g(3) 一 &(4) 一 1. 
JS g 成 立 吗 ? 
(b) BEL f(D =f(3)=2. f(D=f()=1, gD =g(2)=2, g(3)=g(4)=1. fS g 成立 码 ? 
(中 确定 xt。 DME xi. CORE zi . 
(DME Inve). (OWE Inv). (WAE Inva; ). 
(DD 确定 S. DRES. 
7. 假设 G 是 由 下 面 的 排列 组 成 的 ， 重 复 练习 COMOR]: 
1234 1234 1234 
"=( 23 a) = (i 3 1 小 mn (3 I a) 
8. 


在 例 8. 2 中 , 假设 k=2， 而 且 有 三 种 颜色 可 用 : H), EMRO. Re 是 如 下 所 示 的 排列 ， 确 
SE xd. 


第 8 章 波 利 亚 计 教理 论 315 


sG 3) 


9. 在 例 8. 2 中 ,假设 一 3 而 且 有 二 种 颜色 可 用 : 红 (r)， 蓝 (b). 
DME. 
(b) 使 用 伯 恩 赛 德 引 理 确定 不 同 项 链 的 数量 
(0) 通 过 枚 举 不 同 项 链 ， 验 证 你 的 答案 . 
10. 在 8.1 节 练习 15 H, 确定: 
(a)D (b)R (OG 
(dG (e) 不 同 着 色 的 数量 . 
11. 如 果 使 用 {G，B，W) 中 的 颜色 给 图 8. 15 中 的 图 Ki,3 着 色 ， 确 定 下 列 模式 : 
(a) 顶 点 1 着 色 成 W， 顶 点 2，3 和 4 分 别 着 色 成 G，B，B 的 模式 . 
(b) 所 有 顶点 都 着 色 成 W 的 模式 . 
12. 如 果 使 用 (G，B，W，P) 中 的 颜色 给 图 Ki. 着色， 确定 模 式 的 数量 : 
(a) 通 过 描述 这 些 模式 . 《b) 利 用 伯 恩 赛 德 引 理 . 
13. 如 果 使 用 {G，B，W}) 中 的 颜色 给 图 Z 着 色 ， 描述 所 有 模式 并 使 用 伯 恩 赛 德 引 理 计数 这 些 模 式 的 
数量 . 
14. 如 果 使 用 IB，W} 中 的 颜色 给 图 8. 16 中 的 图 Ky 一 K: 着色， 描述 所 有 模式 并 使 用 伯 恩 赛 德 引 理 计 数 这 
些 模式 的 数量 . 


15. 对 于 例 8. 4， 证 实 ， 

(a)InvGny )= 2 (b)Inv(ng ) 一 24 

《Ce)Inv(my ?一 25 (A) Inve ) 一 23 
16. 对 于 例 8. 3， 通 过 计算 下 列 各 式 验证 (8. 14) 式 : 

Dm) Ts (b) Gd )* Tie (Gd ) Tis 
17. 对 于 8. 1 节 练 习 9 的 情况 . 

(a) NEG". 


(b) 使 用 伯 恩 赛 德 引 理 计算 不 同 着 色 的 数量 . 
《c) 通 过 把 你 在 8. 1 节 中 的 答案 与 你 给 出 的 等 价 类 枚 举 做 比较 ， 来 验证 你 的 答案 . 
18. 确定 通过 0 "或 180° 的 旋转 4X4 阵列 的 2 着 色 的 不 同方 法 数量 . 


19. 证 明 图 8. 18 中 的 8 个 排列 定义 一 个 群 . 1 2 1 2 
20. 假设 我 们 考虑 (1，2，3} 上 的 一 个 弱 序 ， 把 {1，2，3) 的 每 一 个 元 
素 着 色 成 深 色 或 浅 色 。 这 时 ， 我 们 区 别 图 8. 21 中 的 弱 序 A 和 弱 3 A 


序 B， 如 果 我 们 使 用 例 8. 6 的 相同 概念 (与 着 色 无 关 )， 计 数 不 同 
的 已 着 色 的 弱 序 的 数量 - ol 
21. 假设 V 一 {1，2，…，p}。 回 想 一 下 ， 顶 点 集合 V 上 的 图 (V，E) 与 给 V 的 每 一 个 2 子 集 赋值 0 或 1 的 
函数 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 其 想法 是 : 
ii) 一 1 当 且 仅 当 (ij) €E 
函数 了 是 使 用 颜色 0 和 1 对 V 的 所 有 2 子 集 的 集合 D 的 一 个 着 色 . 
(MMR p 二 3， 确定 所 有 这 样 的 函数 和 它们 对 应 的 图 . 
《b) 如 果 及 和 HH' 是 V 上 的 两 个 图 ,而 /和 /是 它们 对 应 的 函数 ,证 明 H 和 HH' 同 构 当 且 仅 当 存在 关于 
D 的 排列 x， 使 得 对 于 D PHRA Li. jh A f({i, I=L GCs jD), ER fA f E. 
(ORGE D 的 所 有 排列 x 的 群 。 如果 p=3, Gih G 的 所 有 元 素 ， 并 对 于 G PMA x, 计算 Invi ). 
(d) 利 用 伯 恩 赛 德 引 理 确定 三 个 顶点 的 不 同 ( 非 同 构 ) 图 的 数量 ， 并 通过 确定 等 价 ( 同 构 ) 图 的 类 来 证 实 你 
的 答案 . 
22. 对 于 p 一 4， 重复 练习 21 的 (a)、(c) 和 (d). 


470] 


471] 
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23. 假设 DD 是 长 度 为 3 的 所 有 位 串 的 集合 ， 并 设 G 是 由 人 恒 等 排列 和 通过 交换 0 和 1 对 位 串 求 补 的 排列 组 成 
的 群 (参见 8. 1 节 练习 14)， 确 定 不 同 开关 函数 的 数量 (使 用 颜色 0 和 1 的 不 同 着 色 数量 )， 即 G 衍生 的 
等 价 关 系 下 的 等 价 类 的 数量 ， 注意， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 没有 S.. 

24. 假设 两 个 开关 函数 被 认为 是 等 价 的 ， 如 果 其 中 一 个 开关 函数 可 以 从 另 一 个 开关 函数 通过 排列 或 如 练习 
23 中 那样 对 变量 求 补 ， 或 同时 使 用 两 种 方法 得 到 ， 确 定 两 变量 的 不 同 开关 函数 的 数量 . 

25. (Reingold, Nievergelt 和 Deo[1977]) 一 个 集成 电路 制造 o o 


o 
商 制作 由 排列 成 4X4 阵列 的 16 个 元 素 组 成 的 芯片 ， 这 
些 元 素 与 水 半 或 垂直 方向 相 邻 的 某 些 元 素 相 连接 ° 1 
图 8.22 给 出 若干 样本 相互 连接 模式 ， 这 样 的 连接 模式 o o o 
的 光 掩 膜 被 用 于 在 芯片 上 沉积 出 连接 ， 两 个 模式 被 认为 
© oOo O o—-o—0 © 


是 相同 的 ， 如 果 同 一 个 光 掩 膜 可 以 用 于 这 两 个 模式 ， 例 
如 ， 通 过 绕 对 角 线 翻 转 光 掩 膜 ， 图 8. 22 所 示 的 两 个 连 。。 图 8. 22 芯片 的 样本 相互 连接 模式 

接 模式 可 以 使 用 一 个 光 掩 膜 ， 因 此 ， 它 们 被 认为 是 相同 的 ， 为 了 布局 所 有 可 能 的 连接 模式 需要 多 少 个 
EREA? LEGEM D. RAG, EI- AANER- AREE. RT, KEELER G 或 
利用 目前 开发 的 工具 完全 解决 这 一 问题 


8.5 循环 指标 
8. 5. 1 作为 循环 积 的 排列 
把 伯 因 赛 德 引 理 运 用 于 很 多 计数 问题 会 变 得 相当 麻烦 ， 例 如 ， 计 算 群 G* 中 的 排列 会 变 得 很 
长 、 很 复杂 ， 我 们 将 开发 另 一 个 过 程 ， 在 这 一 过 程 中 我 们 得 到 的 信息 比 伯 思 赛 德 引 理 提 供 的 
更 多 . 
排列 
( 234 5) 
23451 
在 数 之 间 循 环 ， 它 把 1 传递 给 2， 把 2 传递 给 3， 把 3 传递 给 4， 把 4 传递 给 5， 把 5 EAL. 这 
一 排列 可 以 简写 成 (12345)， 更 一 般 地 ，(alaz…am-iam) 表 示 这 样 的 排列 : 把 w ER az, W az 
ER as, s Eam- ER am, Eam ERa. 我们 称 这 一 排列 为 循环 排列 (cyclic permutation). 
例如 ， 排 列 
123 
(; 1 2) 


LALA HEIICL32>. MERE FHEIN: 

(t 2345 s); 

516324 
这 个 排列 是 由 两 个 循环 排列 (152) 和 (364) 组 成 的 ， 我 们 说 上 面 的 排列 是 这 两 个 循环 的 积 
(product)， 写 作 (152)(364)。， 如 果 我 们 把 (152) 这 样 的 循环 当 作 是 保持 3，4 和 6 不 变 ， 那么 上 面 
的 两 个 循环 的 积 相当 于 两 个 排列 的 积 ， 同 样 地 ， 排 列 {; ] ， 6。 ) 是 三 个 循环 的 各 
(12)(3)(456)。 其 中 (3) 意 味 着 3 被 映射 到 自身 ， 在 这 一 积 中 ， 三 个 循环 在 其 中 任意 两 个 循环 都 
没有 相同 元 素 的 意义 下 是 不 相交 的 (disjoint). 

现在 我 们 要 证 明 {1，2，-…，n} 的 每 一 个 排列 都 可 以 写作 不 相交 的 循环 的 积 ， 其 中 1， 

2，…,nn 中 的 每 一 个 元 素 在 某 个 循环 中 出 现 ， 为 了 弄 明白 其 道理 ， 我 们 取 下 面 的 排列 : 
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G 234 5 6 7 人 
S48 6 7 21 8 
取 元 素 1， 它 变 到 5， 依 次 地 5 变 到 7，7 变 到 1， 所 以 我 们 有 一 个 循环 (157)， 取 不 在 这 个 循环 中 
的 第 一 个 元 素 2， 它 变 成 4，4 变 成 6， 而 6 变 成 2， 所 以 我 们 有 循环 (246)， 取 不 出 现在 前 面 的 循 
环 中 的 第 一 个 元 素 3， 它 变 成 8， 而 8 变 成 3， 所 以 我 们 有 循环 (38)， 因 此 原来 的 排列 可 以 写成 三 
个 不 相交 的 循环 的 积 (157)(246)(38)、 对 任意 的 排列 都 可 以 进行 类 似 的 推理 . 

排列 x 能 和 否 用 两 种 不 同 的 方法 写成 不 相交 的 循环 (每 一 个 元 素 都 在 某 一 个 循环 里 ) 的 积 呢 ? 如 
果 我 们 认为 (alaz…am) 和 (aiai+1…amalaz…ai-1) 是 不 相同 的 ， 那 么 上 面 问题 的 答案 是 肯定 的 . 
然而 ， 我 们 认为 它们 是 相同 的 ， 因 为 它们 对 应 于 相同 的 排列 .因此 ，(123) 和 (231)，(321) 都 是 
相同 的 ， 另 外 ,我们 书写 循环 的 顺序 与 不 相交 循环 的 积 无 关 ， 例 如 ， 我 们 认为 (12)(345) 和 (345) 
〈12) 是 相同 的 ， 假 设 

(ayz) aber) = = Carw) Cay). 

如 果 写 出 排列 的 两 种 方法 是 不 同 的 ， 那 么 一 定 存在 一 个 数 4 使 得 左边 包含 & 的 循环 不 同 于 右边 包 
含 k 的 循环 ， 我 们 可 以 在 这 两 个 循环 中 把 k 写 在 第 一 位 ， 于 是 无 论 x 把 k 变 成 什么 ， 它 都 一 定 在 
每 个 循环 的 第 二 个 位 置 上 ， 而 无 论 x 再 把 这 个 元 素 变 成 什么 ， 它 都 一 定 在 每 个 循环 中 第 三 个 位 置 
上 ， 以 此 类 推 。 因 此 ， 这 两 个 循环 一 定 相同 。 概 括 上 述说 明 ， 我 们 有 下 面 的 结果 . 

定理 8.5 {1,2,…, nn) 的 每 一 个 排列 都 可 以 正好 用 一 种 方法 写成 不 相交 循环 的 积 且 {1， 
2，…，nn)} 的 每 一 个 元 素 出 现在 某 个 循环 中 . 

我 们 将 把 定理 8.5 中 所 陈述 的 书写 排列 的 唯一 方法 称 为 这 个 排列 的 循环 分 解 (cycle 
decomposition). 
8.5.2 波 利 亚 定理 的 特殊 情况 

现在 我 们 已 准备 好 给 出 另 一 个 计数 等 价 类 的 结果 ， 这 一 结果 是 我 们 一 直 讨论 的 主 定理 的 一 
个 特殊 情况 .假设 cyc(x) 计 数 排列 < 的 唯一 循环 分 解 中 循环 的 数量 ， 例 如 ， 如 果 x 二 (12) (3) 
(456)， 那 么 cyc(m 一 3. 

定理 8. 6( 波 利 亚 定理 的 特殊 情况 ) 假设 G 是 集合 DD 的 排列 群 ， 且 C(D，R) 是 使 用 尺 中 的 
MEH DD 中 元 素 的 着 色 和 集合 ， 其 中 尺 是 一 个 w 元 素 集 合 ， 那 么 C(D，R) 中 不 同 着 色 的 数量 (G* 
MAO ERK AR S 下 的 等 价 类 或 模式 的 数量 ) 由 下 式 给 出 : 

TELAI H mH) + fe morta], 

其 中 G={m， ms rs m). 

注意 ， 这 一 定理 允许 我 们 不 用 先 计算 G 就 可 计算 不 同 着 色 的 数量 ， 我 们 在 8.5.6 节 给 出 它 
的 证 明 . 

为 了 说 明 这 一 定理 ， 我 们 再 一 次 考虑 例 8. 1 2x2 阵列 的 情况 ，G 中 有 四 个 排列 ， 即 如 图 
8. 13 所 示 的 4 个 旋转 mo mo mo m. 这 些 排列 有 如 下 循环 分 解 : mi 一 (1)(2)(3)(4)，mz 一 
(1432)，mm 一 (13)(24) ，mi 一 (1234)。 BAU. eye ) 一 4，cyc(xz ) 一 1，cyc(xs ) 一 2，cyc(zxi ) 一 


L 不 同 着 色 数 量 (模式 数量 ) 是 二 (24 +21 +28 + 2 ) 一 6， 这 与 我 们 前 面 的 计算 一 致 


对 于 例 8. 2， 设 有 个 珠子 的 项 链 ， 我 们 可 以 把 G 中 的 排列 xi 写成 下 面 的 形式 : 
m 一 (1)(2)…(Ce)， 
WHA, MR 是 偶数 ， 则 x 可 以 写成 如 下 形式 : 


m = (1k) (2k —1)3k-2)-(£ £41), 


A 


475] 
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MR ARAL, We 可 以 写成 如 下 形式 : 


m = Dk- DG- 2 (E EES) (HH), 


EN E 
例如 ， 如 果 R=A, W mx 一 (14)(23)， WMR k=5, M) 到 一 (15)(24)(3)， 于 是 有 ，cyc(m ) 一 上 ， 如 
果 4 是 偶数 ， 则 cyc(xz) 二 k/2， 如 果 上 是 奇数 ， 则 cyc(me ) 一 (十 1)/2， 因 此 ， 如 果 是 偶数 ， 
则 不 同 项 链 的 数量 为 二 (2: 十 242)， 如 果 上 是 奇数 ， 则 不 同 项 链 的 数量 为 二 (2 十 20+272). 例 
如 ， 当 k 一 2 时 ， 结 果 为 3， 这 与 我 们 前 面 的 计算 一 致 ， 当 k 一 3 时 ， 结 果 为 6， 这 留 给 读者 进行 
验证 (练习 8)， 如 果 存 在 3 种 不 同 的 珠子 颜色 且 & 是 偶数 ， 那么 我 们 有 二 (3 十 3W2) 个 不 同 项 链 . 
例如 ，k 一 2， 我 们 有 6 个 不 同 项 链 ， 如 果 珠 子 的 颜色 是 r，6b Mp, 那么 这 6 个 等 价 类 是 {rb， 
br}, {rp, pr}, (bp, pb}, {rr}, {bb}, {pp}. 
对 于 例 8. 4 中 的 树 着 色 ，G 由 图 8. 18 中 的 8 个 排列 mo mo ory m 给 定 ， 我 们 有 下 面 的 
GR: 
m = (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)， mp = (1(2)(3) (45) (6) (7), 
my 一 (1)(2)(3)(4)(5)(67)， re = (1) (23) (46(57), 
m = (1)(2)(3)(45)(67), me = (1)(23) (4756), 
my = (1)(23) (4657), xs = (1)(23)(47)(56). 
因此 ， 不 同 的 树 着 色 数 量 是 
言 (2? ++25 十 25 十 24 十 25 十 23 二 23 十 24) 一 42， 
这 正 是 我 们 在 前 面 已 计算 的 结果 . 
8.5.3 再 论 自 同 构 下 的 图 着 色 等 价 
让 我 们 回 到 8. 4. 3 节 中 讨论 的 图 K1,3 的 顶点 着 色 问题 ， 容 易 看 到 ， 有 下 面 的 结果 
A? 一 (1)(2)(3)(4)， 对 = (1)(2)(34), ef = (1)(3)(2 4)， 
me = (D23), ag = (10342), nè = (14 23). 
因此 ， 如 果 我 们 使 用 颜色 G，B，W 着 色 ， 那 么 不 同 着 色 的 数量 由 下 式 给 出 ， 


Fla ) 十 3eete ) 十 3oetd ) 4 gre ) + gevelny ) 十 3eetm 7 
= F(a +3433 +39 +3? +32] = 30, 
这 与 我 们 前 面 的 计算 一 致 . 
8.5.4 开关 函数 的 情况 9 
对 于 例 8. 3 中 的 开关 函数 ， 我 们 需要 考虑 GH" 的 元 素 ， 当 我 们 考虑 两 变量 开关 函数 时 ， 
H G={at , nè} IEP m 和 xz 如 下 所 示 : 


1 2 12 
a=() 2) 和 m=(; 小 
根据 8. 4. 4 节 中 的 计算 ，m_ Bland 由 (8.12) 式 给 出 现在, 我们 可 以 认为 x 和 到 是 作用 于 {1， 


2，3，4} 上 ,在 这 种 情况 下 , zy 一 (1)(2)(3)(4), ith xf =(1) (23) (4), FLA cycla ) = 4, 


日 、 本 小 节 可 以 跳 过 - 
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cycla? ) 一 3， 且 不 同 的 开关 函数 的 数量 是 二 (24 十 23) 一 12， 这 与 我 们 前 面 的 计算 一 致 . 


8.5.5 排列 群 的 循环 指标 

用 类 似 于 生成 函数 的 方式 概括 排列 群 中 排列 的 循环 结构 是 有 益 的 ， 假 设 * 是 一 个 排列 ， 而 且 
在 它 的 唯一 循环 分 解 中 有 bi 个 长 度 为 1 的 循环 ，b 个 长 度 为 2 的 循环 ,，…， 那 么 ， 如 果 zz， 
ZT2，*… 是 占 位 符 ， 而且 至 少 是 x 的 循环 分 解 中 最 长 的 循环 的 长 度 ， 那 么 我 们 可 以 使 用 表达 式 
ah ab oft 来 编码 另外， 我们 可 以 通过 对 G 的 成 员 的 这 些 表达 式 取 和 ， 再 除 以 G 的 排列 数 
基 来 编码 整个 排列 群 C， 即 如 果 k 是 G 中 任意 < 的 循环 分 解 S 的 最 长 循环 的 长 度 ， 那 么 我 们 
定义 

Polan ve vazt) = Teta aba, 

LPR Polar, 225 0, xk) 为 G 的 循环 指标 (cycle index)、 例 如 ， 考 虑 例 8. 4、 于 是 ， 使 用 图 8. 18 
的 表 记 法 ，xs 二 (1)(23) (4756)， 而 它 的 对 应 编码 是 zizzz4， BA, xy 一 (1)(23)(46)(57)， 它 
被 编码 为 z1 式 ， 通 过 类 似 的 分 析 ， 这 一 排列 群 的 循环 指标 是 


Palzi,ze 5028) = 二 [了 +222 +2} +n} 


Halai + nmz +221 +2123). (8. 15) 
注意 ， 如 果 x 是 对 应 编码 为 元 ap ak 的 一 个 排列 ， 那 么 eye(z) =b Hb HH ME 
如 果 取 所 有 zi 为 m， WA ai apat 是 meee9。 因 此， 可 以 如 下 重 述 定理 8. 6， 
推论 8.6.1 假设 G 是 集合 辣 的 排列 群 ，C(D， 尺 ) 是 使 用 尺 中 磊 色 的 万 元 素 的 着 色 的 全 合 ， 
而 尺 是 m 个 元 素 的 集合 ， 那 么 C(D，R) 中 的 不 同 着 色 的 数量 由 Poln, m, =, mtt. 
我 们 将 在 8. 6 节 扩展 这 一 结果 . 
为 了 使 用 这 个 结果 ， 我 们 回 到 例 8.4， 这 里 ，m 二 2， 在 (8.15) 式 中 , Sy =a = 
zs 二 2, 得 到 
Pc(2,2,…,2) = far +26 + 26 -+ 24 +25 +23 + 23-424) = 42, 


这 与 我 们 前 面 得 到 的 不 同 着 色 的 数量 一 致 . 

现在 ， 我 们 考虑 例 8. 5， 在 8.1 节 ， 我 们 确认 了 四 面体 的 12 种 不 同 的 对 称 ， 这 些 对 称 可 以 认 
为 是 图 8. 5 中 的 字母 <，6，<，d 的 排列 ， 便 等 对 称 是 排列 (a)(6)(c)(d) ， 这 一 排列 有 循环 结构 代码 
ai. BERDA ajh b, cH d 所 决定 的 面 的 中 心 连 线 的 120" 施 转 对 应 于 排列 (a) (bdc) ， 这 个 排 
列 可 以 编码 为 xi zs (参见 图 8. 6)， 所 有 8 个 120" 和 240" 的 旋转 对 称 有 类 似 的 结构 和 编码 ， 最 后 ， 
绕 连 接 边 ab 和 边 cd 的 中 点 连 线 的 180 旋转 对 应 于 排列 (ab)(cd) ， 这 一 排列 的 编码 是 共 ， 其 他 两 
个 180 旋转 有 类 似 的 编码 .因此 循环 指标 由 下 式 给 出 : 

FeGzmvma) 一 十 ( 才 十 amam 十 3z). 


我 们 寻找 使 用 集合 R={CH3，Cz Hs ，H，Cl} 中 的 四 种 颜色 的 集合 D={a, b, co d WEE. E 
此 ，mm 一 4， 且 不 同 着 色 的 数量 (不 同 分 子 的 数量 ) 由 下 面 的 计算 给 出 ; 


Poe(m,m,m) = pt 十 8(4)(4) 十 3(4)2] = 36. 


日 也 可 以 取 k= | D | ， 并 注意 到 C 中 任意 的 循环 分 解 中 最 长 循环 的 长 度 最 多 是 上 
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8.5.6 定理 8.6 的 证 明 S 


为 了 证 明定 理 8.6, 我 们 把 伯 恩 赛 德 引 理 (定理 8.4) 运 用 于 G*. 因为 1G1=1G* | ,只 
要 证 明 mm 一 Inv(x* ) 即 可 . 设 < 在 G 中 . 我 们 尝试 计算 nva). 注意, 经 过 x* CD, R) 中 
的 元 素 保持 不 变 ， 当 且 仅 当 对 于 了 D 的 对 应 排列 x*， 在 x 的 每 一 个 循环 中 ，D 的 所 有 元 紊 得 到 相同 的 
颜色 .例如 ,假设 x 二 (12)(345)(67)(8)、 设 是 这 样 的 着 色 : 使 得 f(1) 二 (2) 二 黑色 ，f(3) 二 


f(4)==/(5)= 白 色 ，/(6)==f(7)= 红 色 ，f(8)== 蓝 色 . MARR. f 是 与 相同 的 着 色 . 


BZ, 为 了 确定 一 个 经 过 x* 保持 不 变 的 着 色 ， 我 们 计算 的 循环 分 解 ， 并 用 相同 的 颜色 着 
色 一 个 循环 中 的 每 一 个 元 素 . 现在，r 在 其 循环 分 解 中 有 cyc(z) 个 不 同 的 循环 ， 且 对 于 每 一 个 循 
环 的 共同 颜色 ， 我 们 有 m 种 选择 ， 因 此 ， 经 过 x* 保持 不 变 的 不 同 着 色 有 mo” 个 ， 简 而 言 之 ， 


JInv(r* )= mere, 
本 节 练 习 
. 确定 8. 2 节 练 习 1 中 的 每 一 个 排列 的 循环 分 解 . 
.确定 8. 1 节 练 习 9 情况 中 出 现 的 所 有 排列 x 的 循环 分 解 . 
,计算 8. 2 节 练 习 10 的 (a)、(b) 和 (c) 中 的 每 一 个 排列 的 cyc(m). 
,对 于 8.2 节 练 习 10 的 (a) 、(b) 和 (c) 中 的 每 一 个 排列 ， 编 码 该 排列 为 次 
.对 于 8. 2 节 练 习 10 中 的 每 一 个 排列 群 ， 计 算 循环 指标 . 
, BAD, RANG 如 8.4 节 练 习 6 所 示 : 
(a) 通 过 定理 8. 6 确定 不 同 着 色 的 数量 . 
(b) 使 用 引 理 8. 6. 1 确定 不 同 着 色 的 数量 . 
7. RD, RAG 如 8.4 节 练 习 7 所 示 ， 重复 练 习 6. 
8. 对 于 例 8.2, WIE k= 3 时 存在 6 种 不 同 的 项 链 . 
9. 对 于 例 8. 2， 使 用 定理 8. 6 确定 不 同 的 项 链 的 数量 ， 如 果 : 
《a) 颜 色 的 数量 是 2， 而 上 是 4. 
《b) 颜 色 的 数量 是 2， 而 4 是 5. 
《c) 颜 色 的 数量 是 3， 而 是 3. 
《d) 颜 色 的 数量 是 3， 而 是 4. 
10, 使 用 引 理 8. 6. 1 重复 练习 9. 
LL. (a) 对 于 8. 1 节 练习 9， 使 用 定理 8. 6 确定 等 价 类 的 数量 . 
(b) 使 用 引 理 8. 6. 1， 重 复 (a). 
12. (a) 对 于 8. 1 节 练习 15， 使 用 定理 8. 6 确定 不 同 着 色 的 数量 . 
(b) 使 用 引 理 8. 6. 1， 重 复 (a). 
13.(a) 对 于 8. 1 节 练习 8， 使 用 定理 8.6 确定 不 同 着 色 的 数量 . 
《b) 使 用 引 理 8. 6. 1， 重 复 (a). 


Preppy 


14. 对 于 例 8. 1， 验 证 ， MFM x, i=l, 2, 3, 4, Inv =m, 

15. 如 果 两 个 图 着 色 的 等 价 如 8. 4. 3 节 所 定义 ， 继 续 8. 2 节 的 练习 23， 确 定 下 面 情况 不 同 着 色 的 数量 : 
(a) 使 用 2 种 颜色 的 图 L, 的 着 色 . (b) 使 用 3 种 颜色 的 图 L 的 着 色 . 
《c) 使 用 2 种 颜色 的 图 Z 的 着 色 . (d) 使 用 3 种 颜色 的 图 Z 的 着 色 . 


(e) 使 用 2 种 颜色 的 图 K, — Ke 的 着 色 . (D 使 用 3 种 颜色 的 图 K, — K: 的 着 色 . 
16. 使 用 本 节 的 方法 重复 8. 4 节 练 习 20. 
17. (a) 使 用 定理 8. 56， 确定 一 3 个 顶点 的 非 同 构图 的 数量 (参见 8. 4 节 练习 21). 


O 本 小 节 可 以 跳 过 . 
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18. 
19. 


20. 
21. 


22, 


23. 
24. 
25. 


26. 
27. 


2 
2 


30. 


31. 
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(b) 使 用 引 理 8. 6. 1， 重 复 (a). 

对 于 p=4, BSR 17. 

(a) 对 于 8.4 节 练习 23， 使 用 定理 8. 6 确定 不 同 开关 函数 的 数量 . 

(《b) 使 用 引 理 8. 6. 1， 重 复 (a). 

对 于 8.4 节 练习 24， 重 复 练习 19. 

如 果 采 纳 8. 4 练习 24 中 的 相同 的 定义 ,确定 3 变量 开关 函数 的 数量 ， 己 知 对 应 的 排列 群 的 循环 指标 由 
下 式 给 出 : 


splat + dat + etri + 2rvz + aii] 


考虑 3 维 空间 中 的 一 个 立方 体 ， 它 有 8 个 顶点 ， 下 面 的 对 称 对 应 于 这 些 顶 点 的 排列 ， 以 ah ae a 的 
形式 编码 每 一 个 对 称 ， 并 计算 对 应 于 这 些 对 称 的 所 有 排列 群 G 的 循环 指标 

(a) 恒 等 对 称 . 

(b) 绕 连接 相对 平面 的 中 心 连 线 的 180" 旋 转 ( 一 共有 三 个 ). 

(c) 绕 连接 相对 平面 的 中 心 连 线 的 90" 或 270" 施 转 (一 共有 六 个 ). 

(d) 绕 连接 对 边 中 点 连 线 的 180" 旋 转 (一 共有 六 个 ). 

(e) 绕 相对 顶点 连 线 的 120" 旋 转 ( 一 共有 八 个 ). 

对 于 练习 22， 确 定 使 用 两 种 颜色 ， 红 色 和 蓝 色 ， 着 色 这 个 立方 体 的 顶点 的 不 同方 法 的 数量 , 

完成 8. 4 节 练习 25 的 解 . 

转 置 (transposiion) 是 一 个 循环 ( 廊 )， 证 明 每 一 个 排列 都 是 转 置 的 积 [提示 :只 要 证 明 每 一 个 循环 都 是 转 
置 的 积 即 可 ]. 

继续 练习 25， 把 (123456) 写 成 转 置 的 积 . 

把 8. 2 节 练习 1 中 的 每 一 个 排列 写成 转 置 的 积 . 

证 明 可 以 用 多 种 方法 把 一 个 排列 写成 转 置 的 积 - 

尽管 排列 可 以 用 多 种 方法 写成 转 置 的 积 ， 但 可 以 证 明 ， 把 给 定 排列 写成 转 置 的 积 的 形式 时 ， 每 一 种 方 
法 或 者 包含 偶数 个 转 轰 或 包含 奇数 个 置换 (作为 证 明 ， 参 见 练习 31)， 因 此 ， 一 个 排列 可 以 称 为 偶 排 列 ， 
如 果 把 它 写成 转 轩 的 积 的 每 一 种 方法 都 使 用 偶数 个 转 置 ， 否 则 它 是 寺 排 列 . 

(a) 确 认 {1，2，3)} 的 所 有 侦 排列 . 

(bb) 证 明 {1，2，…，nn) 的 偶 排 列 集合 组 成 一 个 群 . 

(cf1，2，…， 咱 的 奇 排列 集合 是 否 组 成 一 个 群 ? 

有 代码 次 a eat 的 {1，2，…， nn} 的 排列 数量 由 下 面 的 公式 给 出 : 


! 
GEIR eee 
这 个 公式 称 为 柯 西 公式 . 
(AIF n 一 5， 乌 一 3， 久 一 1， 久 一 入 一 生 一 0， 验 证 这 个 公式 . 
CORF "一 3 和 所 有 可 能 的 代码 ， 验 证 这 个 公式 . 
假设 
D, 一 (2 一 D)(3 一 2)(3 一 1D)(4 一 3)(4 一 2)(4 一 1)…(n 一 1). (8. 16) 
如 果 r 是 (1，2，…，z)} 的 一 个 排列 ， 根 据 D.， 通 过 用 (xD 一 z(77) 取 代 (8. 16) 式 中 的 (i 一 力 来 定 
MaxD,. 
WME Ds. 
Cb) MUR + 是 如 下 所 示 的 排列 ， 确 定 xDs : 


(OU: 如 果 x 是 一 个 转 置 ,那么 xD,=—D,. 


478] 


479) 


m 
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《d) 从 (c) 推 出 结论 : 如 果 是 偶数 个 转 置 的 积 ， 那么 有 xD, 一 D, ， 如 果 x 是 奇数 个 转 置 的 积 ， 那么 xD, 一 
—D,. 
(OEA: 一 个 排列 不 可 能 既 可 以 写成 偶数 个 转 置 的 积 又 可 以 写成 奇数 个 转 置 的 积 . 


8.6 波 利 亚 定理 
8.6.1 着 色 的 目录 
我 们 可 能 不 仅 对 不 同 着 色 的 数量 感 兴趣 ， 而 且 对 某 一 种 类 的 着 色 的 数量 感 兴 趣 ， 例 如 ， 在 
例 8. 1 中 ,我 们 也 许 对 计数 这 个 2X2 阵列 的 正好 使 用 两 个 黑色 的 不 同 的 2 着 色 数量 感 兴趣 ; 在 例 
8. 5 中 ， 我 们 也 许 对 计数 至 少 有 一 个 氢 原 子 的 不 同 分 子 的 数量 感 兴趣 等 等 ， 现 在 我 们 给 出 回答 这 
类 问题 的 一 个 一 般 结果 . 
设 D={a ，a ，…，an} 是 要 被 着 色 的 对 象 的 集合 ， 而 R= {rl ，r2，…，rm) 是 颜色 的 集合 . 
我 们 通过 给 每 一 种 颜色 -指定 一 个 权 ww(m) 来 区 分 着 色 ， 这 个 权 既 可 以 是 一 个 符号 也 可 以 是 一 个 数 . 
当 我 们 给 颜色 赋予 权 之 后 ， 我 们 就 可 以 赋 着 色 权 (weight to a coloring). 着色 权 定 义 为 分 配 
给 忆 中 元 素 的 各 颜色 的 权 的 积 ， 为 了 说 明 这 一 定义 ， 假 设 R 一 {z，y，z}，w(z) 一 1，w(?) 一 5， 
(xz) 一 ?7， 假 设 着 色 对 象 是 图 8. 18 中 的 第 一 棵 二 叉 树 的 7 个 项 点 ， 我 们 用 颜色 x 着 色 顶 点 1，2， 
4，6， 用 颜色 y 着 色 顶 点 3，7， 而 用 颜色 = 着 色 项 点 5， 于 是 ， 该 着 色 权 等 于 lr) uly)? ule) = 
(1)4(5)27==175， 如 果 w(xz) 二 r，w(y) 二 g，w(z) 二 b， 那 么 着 色 权 等 于 +g?b， 我 们 将 在 下 面 看 
到 着 色 权 是 如 何 非常 有 效 地 编码 着 色 的 . 
现在 ,假设 K 是 一 个 着 色 的 集合 ，K 中 的 着 色 权 的 和 称 为 K 的 目录 (inventory). 例如， 假 
设 D={a, by c dh, R={x, y, z), 而 且 w(z)=r， wy)=g， w(x) 一 b， 设 CLD，R) 中 的 着 
色 fis fo 和 fs 的 定义 如 下 : 
fA@=x2 fi(D=y, fi(O0=y, fid 
(ao) =z, Kz fl)=zx, fald)=z, 
haar flD=z, flO=y fld)=x 
RWS RHE fi 的 权 FE WA) = wl2) wy) wl y) wl 2) = rg2b, BAL, Wf) = rb}, 
Wfsd=r gb. ME K=( fis fer fai WARE rg20 十 "器 十 二 8 如 果 所 有 颜色 的 权 的 符号 不 同 ， 
那么 着 色 权 表示 所 用 颜色 的 分 布 ， 例 如 ，W(i) 一 "本 5， 则 表示 万 使 用 颜色 z 一 次 ， 使 用 颜色 y 两 
次 ,使 用 颜色 = 一 次 .着 色 集合 的 目录 概括 了 这 一 集合 中 不 同 着 色 的 颜色 分 布 ， 这 类 似 于 生成 函数 . 
现在 ,假设 G 是 集合 DD 的 一 个 排列 群 ， 而 了 和 & 是 CLD，R) 中 两 个 等 价 的 着 色 。 于 是 ， 如 
HE 8. 4. 2 节 所 观察 的 那样 ， 存 在 G 中 的 排列 x 使 得 对 于 所 有 DD Pia, 有 g(a) 三 f(x(a))， 如 果 
D={a1，az，*…，an)， 于 是 ， 
WP = uf flay) Jul flaz) Jewel fan)] (8.17) 


=z 


及 
Weg) = ug(a)]u[g(az)]…ze[gCan)]. (8. 18) 
因为 是 排列 ， 所 以 集合 {al az, es an) IRA iala), alaz), ts Can) ) TER AE 
K. 因此 ，(8. 17) 式 意味 着 
WP = wh flay )) Jeol (xCa2)) ef fran) J. (8.19) 
但 是 ， 因 为 g(a) 二 f(x(a))，(8.18) 式 和 (8. 1) RAH WN=Wg). RA, RATRIEWT FE 
的 定理 . 
定理 8.7 如 果 着 色 和 g 是 等 价 的 ， 那 么 它们 有 相同 的 权 - 
作为 这 一 定理 的 一 个 结果 ,我们 可 以 说 着 色 的 等 价 类 的 权 (weight of an equivalence class of 
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coloring) ， 或 同样 地 ， 模 式 的 权 (weight of pattern)、 这 就 是 该 类 中 任意 着 色 的 权 . 我 们 还 可 以 说 
一 个 模式 集合 的 目录 (inventory of a set of patterns)， 或 一 个 等 价 类 的 集合 的 目录 ， 或 模式 目录 
(pattern inventory) ， 它 等 于 这 个 集合 中 的 模式 的 权 的 和 . 例如， 考虑 例 8. 1 中 2X2 阵列 的 着 色 . 
一 共存 在 6 种 着 色 模式 ， 如 图 8. 10 所 示 . 设 黑色 的 权 是 56， 白色 的 权 是 ww， 于 是 ， 图 8. 10 的 类 
1 的 着 色 权 是 六， 类 2 的 所 有 着 色 的 权 是 Dw, X3 的 所 有 着 色 的 权 是 Pu, 4 的 所 有 着 色 的 
权 是 Pw, KS 的 所 有 着 色 的 权 是 bu, %6 的 所 有 着 色 的 权 是 w. 注意， 两 个 不 同等 价 类 可 
以 有 相同 的 权 .。 这 时， 模式 目录 是 
O+B wt 2 uw + bw + ut. (8. 20) 

我 们 发 现 只 有 一 个 等 价 类 使 用 4 次 黑色 ， 一 个 等 价 类 使 用 3 次 黑色 和 一 次 白色 ， 两 个 等 价 类 使 用 
2 次 黑色 和 2 次 白色 ， 等 等 ， 这 些 信息 可 以 直接 从 这 一 模式 目录 得 到 .如 果 只 想 要 确定 模式 的 数 
量 ， 那 么 我 们 可 以 如 第 5 章 处 理 生成 函数 那样 ， 取 所 有 的 权 为 1， 这 里 ， 在 (8. 20) 式 中 设 O= w= 
1 给 出 结果 6， 这 就 是 模式 数量 ， 如 果 我 们 想 要 确定 不 使 用 黑色 的 模式 数量 ， 可 以 设 w( 黑 色 ) 一 
0， 而 w( 白 色 ) 一 1， 或 等 价 地 ， 在 (8. 20) 式 中 设 b=0 而 w= 二 1， 这 个 结果 为 !， 即 只 存在 1 个 不 
使 用 黑色 的 模式 ， 这 对 应 于 模式 目录 中 的 wh 项 ， 现 在 ,我 们 将 要 寻找 一 种 在 不 知道 等 价 类 的 情 
况 下 ,计算 模式 目录 的 方法 . 
8. 6.2 计算 模式 目录 

定理 8.8( 波 利 亚 定理 )9 ”假设 G 是 集合 D EHAS, COD., RARA R 中 颜色 的 DD 
的 所 有 着 色 的 集合 ， 如 果 也 是 关于 尺 的 一 个 权 同 值 ， 那 么 C(D，R) 的 着 色 的 模式 目录 由 下 式 
给 出 : 


Pe( Jw), Dwn, Ye}, Dlwn I). 
* ‘ch k i 
SEP Polais T2, T3, kh) 是 循环 指标 . 
注意 ， 引 理 8. 6. 1 是 这 一 定理 的 特殊 情况 ， 其 中 ， 对 于 R 中 的 所 有 7 都 有 w(7) 王 1， 为 了 说 
明 这 一 定理 ,我 们 再 一 次 回 到 例 8. 1 中 的 2X2 阵列 .注意 ，G 是 由 排列 xi 一 (1)(2)(3)(4)， 
好 一 (1432)，ms 一 (13)(24) ，mi 一 (1234) 组 成 的 ， 因 此 ， 其 循环 指标 是 由 下 式 给 出 ， 
Pola sazes szo) = (at +21 +25). 
现在 ， 让 我 们 对 黑色 着 色 赋 予 权 5， 对 白色 着 色 赋予 权 ww， 于 是 ，R 一 { 黑 色 ， 白 色 } 且 
Dw = b+u, DP =F +, 
‘eh ar 


Mle =b +u, Din] =b u. 
‘a cat 
根据 波 利 亚 定理 ,模式 目录 通过 取 上 述 的 Pe (zi，z2，zx3，z4) 并 用 Dw 替换 a. 用 
G 
了 Cw(r)J? 替换 zz 等 等 给 出 . 因此 ， 模 式 目录 是 
FLO + wrt +20 +0) + Hu). (8. 21) 
通过 使 用 二 项 式 展开 (定理 2. 7)， 我 们 可 以 展开 (8. 21) 式 并 得 到 (8. 20) 式 ， 这 就 是 我 们 在 前 面 对 


日 波 利 亚 的 基础 定理 第 一 次 出 现 于 他 的 经 典 论文 (Pelya[1937]) 中 .这 一 结果 已 被 Redfield[1927] 预 见 ， 但 是 很 少 
有 人 能 够 理解 Redfield 的 结果 ， 而 Polya 不 知道 这 些 结果 . 波 利 亚 定理 的 扩展 形式 可 以 在 de Bruijn[1959] 中 找 
到 ， 对 这 一 结果 的 并 述 可 以 参见 Liu[1968]， 波 利 亚 理论 的 著名 靖 述 可 以 在 de Bruijn[1964] 找 到 ， 对 于 其 他 病 
述 ， 参 见 Bogart[1999]、Brualdi[1999] 或 Tucker[1995]. 


481] 


482] 


483] 


324 第 二 部 分 计数 问题 


模式 目录 的 说 明 . 
假设 我 们 允许 以 三 种 颜色 着 色 2X2 阵列 : 黑色 、 白 色 和 红色 .如 果 我 们 设 w( 红 色 ) 一 r， 那 
么 我 们 发 现 模式 目录 是 
Flt w+ nt +20 Hut +r Hu Hr] =H +e Hr Hwb 


HPr+rbtu?r+ Pwt 2 ut + 26 + ur + 3 wr + 3u% br + 3r wb. 
例如 ,我 们 看 到 有 三 个 模式 使 用 两 次 黑色 、 一 次 白色 和 一 次 红色 .这 三 个 模式 的 例子 如 
图 8. 23 所 示 . 使 用 两 次 黑色 ,一 次 白色 和 一 次 红色 的 其 他 模式 可 以 从 其 中 一 个 模式 通过 旋转 而 
得 到 ， 而 模式 数量 是 在 模式 目录 中 取 6 一 zw 一 一 1 而 得 到 的 . 注意， 一旦 计算 出 循环 指标 ,我 们 
就 能 够 很 容易 地 运用 它 做 大 量 不 同 的 计数 而 不 必 重复 指标 的 计算 


b| 6 | 6 of 


r|w w| 四 可 | 


图 8.23 使 用 两 次 黑色 、 一 次 白色 和 一 次 红色 的 2X2 阵列 着 色 的 三 个 不 同 模式 的 例子 


接 下 来 ,考虑 例 8. 5 中 的 有 机 分 子 ， 我 们 已 经 有 下 面 的 循环 指标 : 
Pola 522523) = Bt + 821.23 +323). 
假设 我 们 想 要 确定 至 少 包含 一 个 氧 原子 的 不 同 分 子 (模式 ) 的 数量 .比较 容易 的 是 先 计 算 不 包含 
所 原子 的 模式 数量 ， 通 过 对 每 一 种 颜色 CH3. CoHs 和 H 赋 权 1， 而 对 颜色 CL RAL 0， 我 们 就 
可 以 得 到 不 包含 氧 原子 的 模式 数量 ， 这 时 ， 对 于 所 有 的 k>, H 
Dw = CHD} + Cw CH + [eC HD + Ew CD =1+1+1+0= 3. 


因此 ,模式 目录 由 下 式 给 出 : Bs +863)(3) +303)2)=15, 因为 我 们 前 面 已 经 计算 得 到 总 共存 


在 36 个 模式 ， 所以， 至 少 包含 一 个 氢 原 子 的 模式 数量 是 36 一 15 一 21. 
继续 讨论 本 例 , 假设 除 Cl 外 对 每 一 种 颜色 赋 权 1， 而 对 Cl 赋 权 c， 那 么 模式 目录 由 下 式 
给 出 : 
直 [Gc 二 34 十 8(Cc 十 3)(a +3) +368 +32] = ct +38 十 6c 十 11c 十 15. 
我 们 得 出 结论 : 存在 1 个 由 四 个 氧 原子 组 成 的 模式 ，3 个 含 三 个 氧 原子 的 模式 ，6 个 含 两 个 握 原 
子 的 模式 ，11 个 含 一 个 氯 原子 的 模式 ， 以 及 15 个 不 含 氢 原子 的 模式 . 
接 下 来 ， 我 们 返回 8. 4. 4 节 和 8. 5. 4 节 所 讨论 的 使 用 集合 {(G，B，W} 中 的 颜色 的 Ki,3 的 图 着 色 问 
题 ， 有 多 少 种 着 色 不 使 用 G 呢 ? 排列 ”中 的 最 长 循环 的 长 度 是 3， 根 据 8. 5. 4 节 的 结果 ， 我 们 看 到 
Polni) a tat + 32322 +2n23). 
设 w(G) 一 g，w(B) 一 b，w(W) 二 w， 我们 得 到 
Polg,brw) = [Cg+6+ w) +3 gt b+ wile + +u) 
+A gtbtw(g +6 +u). (8.22) 
我 们 可 以 通过 在 (8. 22) 式 中 设 g=0, b= w=1 来 回答 我 们 的 问题 ， 得 到 
[16+24+8] =8. 
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因此 ， 不 使 用 G 的 Ki,s 的 不 同 着 色 有 8 种 .读者 应 该 验证 这 一 结果 ， 如果 想 要 知道 有 多 少 种 着 
色 正 好 使 用 两 个 W 时 ， 该 怎么 办 ? 我 们 可 以 在 (8. 22) 式 中 设 g 一 6 一 1， 并 计算 模式 目录 : 


[2 + 十 3(2 十 w)?2(2 十 好 ) 十 2(2 十 w)(2 十 wp)] 
对 上 式 进行 化 简 ， 我 们 得 到 
8+ 1l0w+ Tu? + hw + wht. (8. 23) 
有 两 个 W 的 不 同 着 色 的 数量 由 ze 的 系数 给 出 ， 即 是 7， 读 者 应 该 验证 这 个 结果 . 
8.6.3 ”开关 函数 的 情况 9 
接 下 来 转向 例 8. 3 的 开关 函数 ， 这 里 取 "一 2， 于 是 ，G 是 由 (8. 21) 式 给 出 的 排列 x M r 
组 成 的 ， 同 前 面 一 样 ， 可 以 很 自然 地 认为 xy 是 (1)(2)(3)(4) 而 x2 是 (1)(23)(4)， 因 此 ， 
PoC mm) 一 去 (村 十 好 za) 


令 wk0) 二 a，w(1) 二 b， 我们 发 现 有 > Cw] = at +0, 因此 ， 模 式 目录 由 下 式 给 出 : 
后 
plato + (a+b)? (a? + )] = at + 3036+ 4026? + 3ab3 +6. 


项 3a36 表明 存 在 三 个 指定 3 个 0 和 一 个 1 的 开关 函数 模式 ， 读 者 也 许 希望 确定 这 些 模式 . 
8.6.4 RATE EATERS 

现在 ,我 们 给 出 波 利 亚 定理 的 证 明 ， 我 们 首先 给 出 一 系列 引 理 ， 本 小 节 假 设 R={1，2,，…*，m). 

引 理 8.2 假设 口 被 分 制 成 互 不 相交 的 集合 D1，D:，…，Dp， 设 CCLD，R) 的 子 集 C 是 由 所 
有 满足 如 下 性 质 的 着 色 f 组 成 的 ， 如 果 对 于 某 个 i,，a 和 6b MAD; 中， 那么 f(a) 二 f(b)， 这 时 ， 
集合 C 的 目录 由 下 式 给 出 : 

[wD ID + wD + wm Pi J Cw DD P! + wa) 十 … 
+ wm P! x oe X Fe)! Po! + wd2) P) + + wn) 0 J, 
证 明 把 (8. 24) 式 乘 开 ， 我 们 得 到 诸如 下 面 的 项 ， 
wi) Dwi) wip) D 

这 是 给 Di 的 所 有 元 素 指定 颜色 ij， 给 Dz 的 所 有 元 素 指定 颜色 r 等 等 的 着 色 权 ， 因 此 ，(8. 24) 
式 给 出 Dy 的 所 有 元 素 有 相同 颜色 的 着 色 权 的 和 . a 

引 理 8.3 MtG 三 {zy ， 友 ，…} 是 CC(D，R) 的 排列 群 ， 对 于 G" 中 的 每 一 个 r"， 令 
wx" RCD, R)P Bit x 保持 不 变 的 所 有 着 色 三 的 权 的 和 ， MIRC, Co, “RHEE Hr 
类 ,而 且 w(Ci) 是 Ci PHA f HARAR. MA 


wC) + (Cz) + + 


(8. 24) 


1 
“Te 7 

注意 ， 如 果 所 有 的 权 都 等 于 1， 那 么 引 理 8. 3 退化 成 伯 恩 赛 德 引 理 . 

引 理 8.3 的 证 明 (8. 25) 式 的 右边 的 和 是 对 每 一 个 x* 求 经 过 x" 保持 不 变 的 所 有 着 色 了 的 权 
的 和 .因此 ， 在 这 里 ， 人) 被 累加 的 次 数 正好 是 了 经 过 某 个 r 保持 不 变 的 次 数 ， 使 用 8. 3.2 节 的 
术语 ， 这 个 数 就 是 了 的 稳定 算 子 中 元 素 的 数量 St( 有 .根据 8. 3.2 节 的 引 理 8.1，| SCA) | = 

IG 1711CGCP | ,其 中 CC 有 是 包含 了 的 等 价 类 .因此 ,如果 CLD，R) 二 {用 ，f2，…}， 那么 


[wr ) + was ) +e]. (8. 25) 


SS 本 小 节 可 以 跳 过 . 


484) 


= 
多 
2) 


k 


; 
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(8.25) 式 的 右边 由 下 式 给 出 : 
Tee) SAD [+ wf) | St fa) [+e] = 


Tee? ee te recat 
这 一 表达 式 等 于 

++ (8. 26) 
如 果 对 等 价 类 C; 中 的 fi 求 项 w(fi)/ | Cf) | 的 和 ， 我们 得 到 ww(C )， 因 为 每 一 个 w( 万) 一 
wC), ME | CD | = | G | .因此 ，(8. 26) 式 等 于 WCO) HC) +H. a 
现在 ， 我 们 来 完成 波 利 亚 定理 的 证 明 . 在 引 理 8. 3 的 (8. 25) 式 中 ,左边 是 模式 目录 .回想 一 
下 ,w(x* ) 是 经 过 x" 保持 不 变 的 着 色 f 的 权 的 和 .假设 排列 x 在 其 循环 分 解 中 有 循环 Di， 
Dz, Dp. HER. WE f 经 过 x* 保持 不 变 ， 当 且 仅 当 ， 只 要 ao 和 4 是 在 相同 的 D; 中 ， 则 
fla)= f(b), Alt, REIR 8.2, (8. 24) 式 给 出 经 过 x" 保持 不 变 的 着 色 集合 权 的 目录 或 和 ，， 

即 (8. 24) 式 给 出 Wa). (8. 24) 式 中 的 每 一 项 都 有 如 下 形式 ， 
(we) + Luca + + Lek) = DEY, (8.27) 


其 中 j= | Di | ， 因 此， 项 (8.27) 式 在 (8.24) 式 中 出 现 的 次 数 与 | D; | 等 于 了 的 数目 相同 ， 即 它 
与 + 有 长 度 为 j 的 循环 的 数目 相同 ， 我 们 在 8. 5. 5 节 中 定义 循环 指数 时 ， 把 这 个 数 记 为 与， 因 
此 ,而 (x* ) 或 (8. 24) 式 可 以 重 写成 


[Zi] [Zor] 本 


因此 ，(8. 25) 式 的 右边 变 成 
Po( Dw]. Ylw(r) +). 
‘ee Ek 
这 就 证 明了 波 利 亚 定理 . 
本 节 练 习 
1. 如 果 w( 黑 色 ) 二 3，w( 白 色 ) 二 4， 确 定 图 8. 1 的 阵列 a 中 每 一 个 着 色 的 权 . 
2. 如 果 w(1) 二 z，w(2) 二 y， 确 定 8.4 节 练 习 6(a) 和 (b) 中 的 着 色 f Mg 的 权 . 
3. 假设 K 是 由 图 8. 10 PHM HEC. G, CoA Ci 组 成 的 ， 如 果 u= b, Hw MERA K 的 目录 , 
4. 假设 K 是 由 表 8. 3 中 的 开关 函数 Ta, Tss Tas Tos TARAY. WME w(0) 二 a，w(1) =b, 确定 K 的 
目录 . 
5. 对 于 8. 1 节 练 习 9 的 情况 ， 如 果 w( 黑 ) 二 b，w( 白 ) 二 w， 确 定 模 式 目 录 . 
6. 对 于 8. 4 节 练习 7 的 情况 ， 如 果 w(1) 二 a。，w(2) 一 p， 确 定 模式 目录 . 
7. 使 用 波 利 亚 定理 计算 不 同 四 个 珠子 项 链 的 数量 ， 其 中 每 一 个 珠子 有 三 种 颜色 中 的 一 种 额 色 . 
8. 对 于 例 8. 4， 假 设 对 于 项 点 我 们 有 四 种 可 能 的 颜色 .使 用 波 利 亚 定理 确定 这 棵 树 的 不 同 着 色 的 数量 . 
9. 对 于 例 8. 5， 确 定 没有 CH: 的 不 同 分 子 的 数量 . 
10. 有 多 少 种 满足 下 面条 件 的 四 个 珠子 项 链 : 其 中 每 一 个 珠子 的 颜色 是 5，r 和 中 的 一 种 ， 而 且 至 少 有 一 
个 好 
11. 考虑 使 用 颜色 G，B 和 W 对 K HEE. 
(a) 通 过 给 出 着 色 ， 验 证 不 使 用 G 的 不 同 着 色 正好 有 8 种 
(b) 通 过 给 出 着 色 ， 验 证 正好 使 用 两 个 W 的 不 同 着 色 正好 有 7 种 . 
《〈c) 确 定 正 好 使 用 一 个 W 的 不 同 着 色 的 数量 . 
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12. 确定 8. 2 节 练习 23 中 介绍 的 下 列 各 图 的 不 同 着 色 数 量 ， 假 设 我 们 使 用 颜色 G，B 和 W 而 且 只 使 用 一 
4G. 
(aly Z (OK,—K: 
13. MAE G, B, W, 而 且 正 好 使 用 3 个 B 确 定 练习 12 中 各 图 的 不 同 着 色 的 数量 . 
14. 确定 在 值 域内 至 少 有 一 个 1 的 不 同 二 变量 开关 函数 的 数量 ， 即 这 样 的 开关 函数 至 少 把 1 赋 给 一 个 位 串 . 
15. 对 于 8. 4 节 练习 23， 确 定 在 值 域内 至 少 有 一 个 1 的 不 同 三 变量 开关 函数 的 数量 . 
16. 对 于 例 8. 5， 确 定 至 少 有 一 个 C1 原子 且 至 少 有 一 个 H 原子 的 不 同 分 子 的 数量 . 
17. 使 用 波 利 亚 定理 计算 满足 下 面条 件 的 非 同 构图 的 数量 : 
(a) 三 个 顶点 . 
《b) 三 个 顶点 和 两 条 边 . 
《〈c) 三 个 顶点 ， 至 少 有 一 条 边 . 


《中 四 个 顶点 . 
《e) 四 个 顶点 和 三 条 边 . 
《人 ) 四 个 顶点 和 至 少 两 条 边 . 


(参见 8.4 节 练 习 21 和 练习 22. ) 关 于 波 利 亚 理论 对 图 论 的 进一步 应 用 ， 参 见 Chartrand 和 Lesniak 
[1996], Gross 和 Yellen[1999]、Harary[1969]、Harary 和 Palmer[ 1973]. 

18. 着 色 一 个 立方 体 的 顶点， 有 5 种 颜色 可 用 : 红 、 蓝 、 绿 、 黄 和 紫 ， 计 数 至 少 使 用 一 个 绿色 和 一 个 紫色 
的 不 同 着 色 的 数量 (参见 8. 5 节 练习 22 和 23). 

19. 设 D={ay by c, d), R={0, 1}. AS G 是 由 排列 (1)(2)C3)(4)，(12)(34)，(13)(24) 和 (14)(23) 组 
成 的 ， 并 取 w0)=1,w(1)=z. 
(a) 确 定 CCD，R). 
OREG. 
OMEC 下 的 所 有 着 色 等 价 类 . 
(DWE G 下 的 所 有 着 色 等 价 类 的 权 . 


(Oike 是 权 z' 的 颜色 数量 ， 而 且 (zx) 是。 的 普通 生成 函数 ， 即 e(x) = Yer’, 计算 ex, 


CORE, BAR 2! 的 模式 的 数量 ， 而 且 E(z) 是 已 的 普通 生成 函数 ， 即 EC) = Dew. 计算 E(x). 


《8g) 对 于 (e) 和 (万 中 计算 的 e(z) 和 E(x), EH: 
Ex) = Po[e(x) e627) sela) y+). (8. 28) 
20. 对 于 D={ay b, chy R={0, 1}, RG AHA (2)(3) M112) (3) MRE, wO)=2?, w=, w 
复 练习 19. 
21. 扩展 练习 19 和 20 的 结果 ， 假 设 对 于 每 一 个 r， 存 在 非 负 整数 p， 使 得 wm) 一 一 ， 设 e(z) 和 E(z) 如 练 
习 19 中 的 定义 ， 证 明 (8. 28) 式 成 立 . 
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9.1 区 组 设计 


在 尝试 进行 科学 、 合 理 的 实验 的 历史 中 ， 组 合 数学 起 到 了 重要 的 作用 .我 们 已 经 在 1. 1 HA 
到 过 实验 设计 问题 ， 在 那里 我 们 讨论 了 药物 效应 研究 中 的 实验 设计 问题 ， 并 使 用 这 一 设计 问题 
引入 了 拉丁 方 的 概念 本章 我 们 研究 在 实验 设计 中 产生 的 组 合 问题 ， 并 讨论 实验 设计 理论 中 组 
合 分 析 的 作用 .第 10 章 将 把 组 合 设计 运用 于 错误 校正 码 理论 中 ， 本 章 还 将 遇 到 的 其 他 应 用 有 : 
密码 学 、 计 算 机 和 网 络 通信 、 软 件 测试 、 磁 盘 阵列 存储 、 信 号 处 理 、 运 动 会 进程 表 、 不 合格 产品 
的 “组 群 测试 "，DNA 探测 芯片 的 设计 以 及 分 子 生物 学 中 的 无 性 筛选， 其 中 的 一 些 应 用 在 Stinson 
[2003], Colbourn, Dinitz 和 Stinson[1999] 中 有 所 描述 ， 关 于 组 合 设计 的 一 般 参 考 文献 ， 请 参见 
Anderson[1990]、Beth，Jungnickel 和 Lenz[1999]、Colbourn 和 Dinitz[1996]、Dinitz 和 Stinson 
[1992], Hughes 和 Piper[1988]、Lindner 和 Rodger[1997]、Street 和 Street[1987]、Wallis 
[1988]. 

实验 设计 理论 很 大 程度 上 产生 于 R. A. Fisher 和 F. Yates 以 及 其 他 人 的 工作 ， 他 们 的 工作 受 
到 了 农业 中 的 农田 实验 设计 问题 的 启发 ， 尽 管 目前 这 一 理论 的 适用 性 已 经 相当 广泛 ， 但 是 其 中 
的 很 多 术语 仍然 留 有 其 原本 的 印迹 . 

我 们 将 集中 研究 以 比较 不 同 处 方 (treatment) 或 变 元 (variety) 的 影响 为 目的 的 实验 ， 例 如 ,不 
同类 型 的 肥料 ， 一 种 药物 的 不 同 剂量 或 不 同 品牌 的 鞋 或 轮胎 等 。 将 每 一 处 方 运用 于 若干 实验 单 
元 (experimental unit) 或 区 域 (plot) 中 ， 在 农业 方面 ， 实 验 单元 可 能 是 一 块 长 着 庄稼 的 土地 ， 然 
而 ， 实 验 单元 也 可 能 是 在 某 一 天 的 某 个 人 类 对 象 、 一 片 动物 组 织 或 者 是 接受 注射 或 化 学 处 理 的 动 
物 身体 或 植物 体 上 的 部 位 ， 在 其 他 情况 下 实验 单元 也 可 能 是 为 某 种 目的 在 某 个 位 置 使 用 的 机 器 . 

某 些 实验 单元 被 组 合 到 一 起 形成 区 组 (block). 通常 ， 把 这 些 单元 组 合成 区 组 是 因为 它们 有 
某 些 共同 的 固有 性 质 : 例如 ， 它 们 都 是 在 同一 人 类 对 象 上 ， 或 者 都 是 在 农田 中 同一 垄 上 ， 或 者 它 
们 都 是 在 相同 动物 的 皮肤 上 ， 或 都 是 在 相同 的 机 器 上 . 

为 了 更 具体 些 , 我们 考虑 比较 四 种 不 同 轮胎 品牌 的 胎 面 磨损 问题 . 信 我 们 要 比较 的 处 方 是 四 
种 不 同 品牌 的 轮胎 ，。 显 然 ， 给 定 品牌 的 轮胎 也 许 存 在 个 体 差 。 因此， 我们 当然 希望 对 每 一 个 品牌 
的 多 个 轮胎 进行 实验 ， 特 定 的 轮胎 是 一 个 实验 单元 ， 现 在， 假设 我 们 在 实际 驾驶 条 件 下 进行 测 
试 . 于是， 我们 自然 地 把 四 个 轮胎 ( 即 实验 单元 ) 组 合 到 一 起 ， 因 为 进行 轮胎 测试 的 汽车 (通常 ) 使 
用 四 个 轮胎 .测试 汽车 定义 为 区 组 . 

很 自然 地 ， 我 们 设法 让 每 个 品牌 的 轮胎 ( 即 处 方 ) 使 用 的 次 数 一 样 多 .假设 每 一 种 轮胎 的 使 用 
次 数 为 ~ 那么 我 们 总 共 需 要 4r 个 实验 单元 ， 因 为 有 四 种 轮胎 品牌 .因为 实验 单元 被 分 成 大 小 


© 我 们 采用 Hicks[1973] 的 处 方 . 
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为 4 的 区 组 ， 所 以 47 一定 被 4 整除 .对 于 本 例 的 情况 ,7 可 以 是 任意 的 正 整 数 。 如 果 有 五 个 轮 
胎 品 牌 那么 我 们 总 共 需 要 Sr 个 实验 单元 ， 因 此 ,我们 只 能 选取 7 是 使 得 5r 能 被 4 整除 的 
整数 . 

如 果 我 们 取 ~ 为 4， 那么 我 们 就 可 以 有 一 个 
非常 简单 的 实验 设计 ， 设 四 辆 汽车 为 4，B，C， 
D, 而 且 把 品牌 1 的 四 个 轮胎 安装 到 汽车 A 上 ， 


表 9.1 测试 轮胎 磨损 的 实验 设计 


汽车 


A BCD 
把 品牌 2 的 四 个 轮胎 安装 到 汽车 B 上 ， 把 品牌 3 oo 
的 四 个 轮胎 安装 到 汽车 C 上 ， 把 品牌 4 的 四 个 轮 em geji 2 3 4 
胎 安装 到 汽车 D 上 .这 一 设计 概括 在 表 9. 1 中 . 有 后 [1 2 3 4 


显然 ， 这 不 是 一 个 令 人 满意 的 实验 设计 ， 不 同 的 
汽车 (和 不 同 的 驾驶 员 ) 可 能 导致 不 同 的 轮胎 磨损 
量 ， 这 个 实验 设计 将 受到 外 界 因 素 的 困扰 . 

实验 设计 理论 的 许多 目标 是 消除 由 于 特定 实验 单元 中 的 变更 所 引起 的 偏差 或 混乱 效应 ， 人 
们 一 般 通 过 随机 化 或 以 随机 的 方式 对 实验 单元 指定 实施 处 方 来 消除 这 样 的 效应 ， 例 如 ， 我 们 可 
以 用 完全 随机 的 方式 给 每 一 辆 汽车 指定 轮胎 ， 这 可 能 导致 如 表 9.2 所 示 的 设计 ， 可 是 ， 正 如 
表 9. 2 所 示 ， 我 们 的 实验 中 某 种 品牌 (例如 品牌 4) 从 没有 在 特定 的 汽车 (例如 汽车 A 上 ) 使 用 ; 或 
者 某 个 品牌 ， 例 如 品牌 3， 在 诸如 汽车 A 中 被 使 用 了 多 次 .这 样 的 结果 仍然 有 偏差 ， 如 果 我 们 要 
求 每 一 种 品牌 必须 被 用 于 每 个 汽车 上 ， 然 后 ， 对 汽车 轮子 随机 地 分 配 轮胎 ， 那 么 我 们 就 能 够 避免 
这 样 的 情况 ， 实 验 设计 理论 的 一 个 主要 问题 就 是 我 们 在 第 1 章 所 说 的 存在 问题 。 本 章 我 们 以 如 下 
形式 提出 这 个 问题 : 是 否 存在 一 个 这 样 的 设计 ， 在 这 一 设计 中 有 四 个 品牌 和 四 辆 汽车 ， 每 一 品牌 
使 用 4 次 ， 而 且 在 每 一 辆 汽车 上 它 至 少 被 使 用 一 次 ， 同 时 正好 使 用 一 次 ? 答案 是 有 这 样 的 设计 存 
tE. 29.3 给 出 一 个 这 样 的 设计 . 


表 9.2 测试 轮胎 磨损 的 随机 设计 


W: i j 项 是 第 辆 汽车 的 位 置 上 使 用 的 轮胎 的 品牌 . 


RAS 测试 轮胎 磨损 的 完全 区 组 设计 


汽车 汽车 
ABCD ABCD 
左前 | 3 4 2 2 左前 |1 1 3 4 
右前 |1 1 4 4 右前 |2 3 4 2 
Me + 在 后 | 413 轮胎 位 置 oe | 3 2 1 1 
右 后 L2 3 2 1 tim |a 4 2 3 


i i，j 项 是 用 在 汽车 j 的 i 位 置 上 的 轮胎 品牌. TE: i，j 项 是 用 在 汽车 j 的 i 位 置 上 的 轮胎 品牌 


表 9.3 的 设计 仍然 有 一 些 缺 点 ， 轮 胎 在 汽车 上 的 位 置 会 影响 这 一 轮胎 的 寿命 ， 例 如 ， 后 胎 与 
前 胎 受 到 的 磨损 不 同 、 甚 至 轮胎 在 汽车 的 哪 一 侧 也 会 影响 它 的 寿命 如果 我 们 还 希望 消除 轮子 
位 置 的 偏差 效应 ， 可 以 要 求 每 一 品牌 正好 在 每 一 辆 汽车 上 使 用 一 次 ， 而 且 还 在 每 一 个 可 能 位 置 
上 正好 使 用 一 次 ， 这 时 ， 我 们 要 求 把 数字 1，2，3，4 分 配 到 4X4 数 组 中 ， 且 每 一 个 数字 正好 在 


数组 的 每 一 行 和 每 一 列 中 出 现 一 次 ， 即 我 们 要 求 有 一 
个 拉丁 方 (参见 1. 1 节 )、 表 9.4 给 出 一 个 这 样 的 设计 . 
在 所 有 可 能 的 4X4 拉丁 方 设计 中 、 我 们 仍然 可 以 随机 
地 挑选 出 一 个 特定 的 拉丁 方 来 使 用 . 

在 某 些 实验 中 ,不 可 能 把 所 有 处 方 运用 于 每 一 个 
区 组 上 ， 例 如， 如 果 有 5 个 品牌 的 轮胎 ， 那 么 我 们 只 能 
在 每 个 区 组 中 只 使 用 其 中 的 四 种 、 现 在 ， 我 们 如 何 设 


表 9.4 ”测试 轮胎 磨损 的 拉丁 方 设计 
汽车 


左前 
右前 
左 后 
右 后 
注 ; is j 项 是 用 在 汽车 ;的 i 位 置 上 的 轮胎 品牌. 


aa ole 


D 
1 
peta 5 


>w u o> 
vea ojo 


1 3 


RIF MSR 331 


计 一 个 实验 呢 ? 如 果 每 一 个 品牌 的 轮胎 被 使 用 次， 那么 我 们 要 把 总 共 5r 个 轮胎 分 成 四 组 ， 正 

如 我 们 上 面 所 观察 的 那样 ，5r 必须 能 被 4 整除， 例如 ，， 必须 等 于 4，8，12 等 ， 注 意 ， 我 们 不 

能 使 用 辆 汽车 来 做 实验 ， 即 不 存在 这 样 的 实验 设计 ， 使 用 5 个 品牌 和 6 辆 汽车 ， 而 且 每 个 品牌 

使 用 的 次 数 相同 ， 且 4 个 不同) 品牌 补 分 配 到 每 一 岳 aa 
ROS 测试 轮胎 磨损 

汽车 上 ， 因 为 总 共存 在 24 个 轮 胸 位置， 而 5r=24 是 ER 


不 可 能 的 ， 假 设 r=4. 那么 共有 5r 一 20 个 轮胎 位 置 . A one woe 
假设 * 是 汽车 的 数量 ， 那 么 4: 一 20， 所 以 等 于 5. 左前 [1 2 3 4 5 
表 9. 5 给 出 一 个 可 能 的 设计 ， 这 里 ， 每 一 辆 汽车 上 有 peog BM]? 3 4 5 1 
四 个 不 同 品牌 的 轮胎 ， 每 一 个 品牌 在 每 一 个 位 置 上 bane ee 


正好 使 用 一 次 ， 每 一 个 品牌 的 使 用 次 数 相同 ， 都 等 
于 5. 我 们 可 以 对 这 样 的 设计 提出 各 种 额外 的 要 求 . 
下 面 我 们 讨论 其 中 的 一 些 要 求 . 

现在 我 们 介绍 一 些 通用 术语 .假设 已 是 实验 单元 或 区 域 的 集合 ，V 是 处 方 或 变 元 的 集合 ， 己 
的 特定 子 集 称 为 区 组 (block). 给 定 P 和 V， 一 个 区 组 设计 (block design) 定 义 为 给 出 一 系列 区 组 ， 
并 把 V 中 的 处 方 分 配给 P 中 的 每 一 个 实验 单元 ， 因 此 ， 相 应 的 每 一 个 区 组 是 一 个 (有 可 能 有 重复 ) 
处 方 的 集合 ， 抽 象 地 说 ， 我 们 可 以 忽视 实验 单元 ， 并 把 一 个 区 组 设计 简单 地 考虑 为 由 处 方 的 集合 
V 和 一 系列 称 为 区 组 的 V( 可 能 有 重复 ) 的 子 集 组 成 的 。 因 此 ， 对 应 于 表 9. 2 的 区 组 设计 有 V= (1, 
2，3，4)}， 且 有 下 面 的 区 组 : 

{3, 1, 3, 2}, {4, 1, 4, 3}, {2, 4, 1, 2}, {2, 4, 3, 1). 

如 果 考 虑 顺序 ， 如 在 拉丁 方 中 那 样 ， 那 么 我 们 可 以 把 这 些 区 组 考虑 成 序列 而 不 是 子 集 ， 区 组 
设计 称 为 是 完全 的 (complete) ， 如 果 每 一 个 区 组 是 所 有 的 V， 否 则 称 为 不 完全 的 (incomplete)， 表 
9.3 和 表 9.4 定义 完全 区 组 设计 ， 而 表 9. 5 则 定义 一 个 不 完全 区 组 设计 ， 一 个 区 组 设计 称 为 是 随 
机 化 的 (randomized) ， 如 果 每 一 个 区 组 中 的 元 素 是 由 某 个 随机 装置 排序 的 ， 诸 如 随机 数 表 或 设计 
用 于 选取 随机 排列 的 计算 机 程序 等 . 

本 章 研究 两 种 类 型 的 区 组 设计 ， 即 来 自 于 拉丁 方 和 拉丁 方 族 的 完全 设计 和 平衡 不 完全 设计 . 
我 们 还 把 实验 设计 与 被 称 为 有 限 投影 平面 的 有 限 几 何 的 研究 联系 起 来 ， 第 10 章 将 把 有 关 实 验 设 
计 的 结果 运用 于 错误 校正 码 的 设计 中 . 

本 节 练 习 

. 确定 一 个 不 同 于 表 9. 4 给 出 的 轮胎 磨损 实验 的 拉丁 方 设计 . 

假设 我 们 希望 测试 6 种 不 同 过 敏 性 药物 的 效应 ， 每 一 个 对 象 在 一 周 的 每 一 天 领 到 一 种 药 . 

(a) 变 元 、 实 验 单元 和 区 组 各 是 什么 ? 

(b) 如 果 一 个 实验 把 每 一 种 药物 分 配给 相同 数量 的 对 象 ， 那 么 所 需 对 象 的 数量 是 多 少 ? 

《ec) 这 一 实验 有 拉丁 方 设计 吗 ? 

《〈d) 有 在 一 周 内 每 一 种 药物 的 使 用 次 数 相同 的 实验 设计 吗 ? 如 果 有 ， 区 组 是 什么 ? 

(e) 有 每 一 种 药物 在 相同 数量 的 对 象 中 使 用 的 实验 设计 吗 ? 

(人) 这 一 实验 有 每 个 对 象 得 到 每 一 种 药物 的 次 数 相同 的 设计 吗 ? 

(a) (作为 子 集 ) 给 出 变 元 为 {1，2，3，4) 且 区 组 为 3 子 集 的 设计 的 区 组 . 

(b) 重 复 (a) 使 得 每 一 个 变 元 恰好 出 现在 3 个 区 组 中 . 

(作为 子 集 ) 给 出 变 元 为 {1，2，3，4，5，6，7，8，9}， 区 组 为 3 子 集 ， 且 每 一 个 变 元 正好 出 现在 4 个 区 
组 中 的 设计 的 区 组 . 

5.(a) 是 否 存在 有 8 个 变 元 ， 区 组 的 大 小 为 4， 而 且 每 个 变 元 只 在 一 个 区 组 中 出 现 的 设计 ? 如 果 存 在 这 样 的 


WÈ: i，j 项 是 用 在 汽车 j 的 i 位 置 上 的 轮胎 品牌. 


we 


492] 


(494) 


(495) 
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设计 ， 那 么 (作为 子 集 ) 给 出 这 一 设计 的 区 组 . 否则， 解释 为 什么 不 存在 这 样 的 设计 . 
(b) 如 果 有 12 个 变 元 ， 区 组 的 大 小 为 5， 且 每 个 变 元 只 出 现在 1 个 区 组 中 ， 重 复 (a). 
(MRA 7 个 变 元 ， 区 组 的 大 小 为 3， 且 每 个 变 元 正好 出 现在 3 个 区 组 中 ， 重 复 (a). 
(4) 如 果 有 10 个 变 元 ， 区 组 的 大 小 为 4， 且 每 个 变 元 正好 出 现在 2 个 区 组 中 ， 重复 (a). 

6.(〈a) 对 于 变 元 为 {1，2，3，4，5，6，7，8}， 且 区 组 为 所 有 3 子 集 的 设计 ， 每 个 变 元 在 多 少 个 不 同 区 组 中 出 现 ? 
(b) 一 般 地 ， 如 果 有 v 个 变 元 ， 且 区 组 为 所 有 子 集 ， 那 么 每 个 变 元 在 多 少 个 区 组 中 出 现 ? 

7. 假设 有 一 种 区 组 设计 ， 在 这 个 区 组 设计 中 v 个 变 元 中 的 每 一 个 出 现在 ~ 个 区 组 中 ， 且 区 组 是 上 子 集 ， 考 
虑 一 个 与 此 相关 联 的 区 组 设计 ， 在 这 个 区 组 设计 中 ， 区 组 是 原来 区 组 的 补 ， 使 用 变 元 和 区 组 的 数量 、 每 
一 个 区 组 的 大 小 以 及 每 一 个 变 元 出 现 的 区 组 的 数量 来 描述 这 一 新 区 组 设计 . 

9.2 拉丁 方 

9.2.1 一些 例 于 

如 果 存 在 两 个 因素 ， 例 如 ， 对 象 和 日 期 、 轮 的 位 置 和 汽车 或 者 行 (row) 和 列 (column)， 而 且 

我 们 要 对 这 两 个 因素 进行 控制 ， 那 么 拉丁 方 设计 是 合适 的 实验 设计 ， 在 农业 实验 中 ， 行 和 列 就 是 

和 托 形 农田 的 行 和 列 .Fisher[1926] 引 入 拉丁 方 研究 这 样 的 实验 ， 例 如 ， 假 设 存在 人 种 不 同 的 行 效 

应 和 种 不 同 的 列 效应 ， 而 我 们 希望 测试 上 种 不 同 的 处 方 ， 我 

们 希望 安排 这 样 的 事件 ， 使 得 每 一 种 处 方 在 给 定 的 行 和 列 出 现 =r 

且 仅 出 现 一 次 , 例如 ， 在 一 台 给 定 的 汽车 和 给 定 的 位 置 上 ， 显 2 

然 ， 对 每 一 个 &， 存 在 这 样 的 安排 ， 或 &Xk 拉 丁 方 ， 表 9.6 给 3 

出 一 个 kXk 拉 丁 方 因此， 对 于 拉丁 方 ， 其 存在 问题 非常 简 H 

单 ， 而 对 本 章 所 考虑 的 其 他 设计 ， 存 在 问题 并 不 是 那样 简单 . | hr k Low 

现在 ， 我 们 给 出 一 系列 使 用 拉丁 方 设计 的 例子 . [e ies 


【 例 9. 1 假牙 修复 术 】〗 Cox[1958]S 讨 论 了 比较 7 种 处 方 的 假牙 修复 术 的 一 项 实验 ， 其 中 的 
处 方 是 不 同 材料 的 商业 假牙 及 其 安装 的 不 同 角度 ， 这 一 实验 希望 尽 可 能 地 消除 由 于 患者 之 间 的 
差异 而 导致 的 偏差 ， 因此， 每 一 位 患者 试 带 一 种 假牙 一 个 月 ， 然 后 再 试 带 另 一 种 假牙 一 个 月 ， 以 
此 类 推 .7 个 月 以 后 ， 每 一 位 患者 都 已 试 带 过 每 一 种 类 型 的 假牙 ， 即 是 每 一 个 处 方 的 对 象 . 

在 这 个 实验 中 ， 看 起 来 后 几 个 月 的 结果 不 同 于 前 几 个 月 的 结果 ， 因 此 ， 应 该 在 每 一 个 时 间 段 
均等 地 使 用 每 一 个 处 方 ， 因 此 ， 有 两 种 类 型 的 偏差 ， 患者 之 间 的 偏差 和 时 间 之 间 的 偏差 。 要 抵消 
这 两 个 类 型 偏差 建议 使 用 拉丁 方 ， 这 里 的 行 对 应 于 月 份 ， 而 列 对 应 于 患者 ， 每 一 位 患者 定义 一 个 
区 组 ， 而 实验 单元 是 在 第 i 个 月 中 的 第 j 个 患者 . a 


【 例 9.2 心脏 药品 】 Chen, Bliss 和 RobbinsL1942] 在 猫 身 上 测试 了 12 种 不 同心 脏 药品 的 效 
果 ， 这 一 实验 要 求 一 个 观察 者 仔细 测量 一 段 时 间 内 的 药 效 ， 所 以 指定 一 名 观察 者 一 天 只 能 观察 4 
只 不 同 的 猫 ， 实 验 者 希望 消除 观察 日 期 的 效应 、 观 察 者 的 效应 ， 以 及 观察 日 期 的 时 间 段 (早晨 、 
上 午 、 下 午 、 傍 晚 ) 的 效应 因此， 这 里 有 三 个 因素 ， 这 不 适合 于 拉丁 方 设计 ， 然 而 ， 可 以 取 观 
察 日 期 为 第 一 个 因素 ， 而 以 观察 员 和 观察 当天 的 具体 时 间作 为 第 二 个 因素 来 实现 拉丁 方 设计 . 
进行 12X12 拉丁 方 实验 ， 历 时 12 天 ，3 个 观察 员 中 每 一 位 观察 员 每 一 天 观察 4 只 猫 ， 上 午 两 只 
下 午 两 只 ， 这 一 设计 有 12 行 ， 以 观察 员 和 观察 时 间 编码 ， 有 12 列 ， 以 日 期 编码 ，i，j 项 是 观察 
时 段 的 日 期 j 及 编码 为 i 的 观察 员 观 察 的 药物 ， 该 日 期 定义 区 组 . a 


RIG kXk 拉 丁 方 


© 下 面 的 例 9.2、 例 9.3、 例 9.5、 例 9.13 和 例 9.14 也 是 由 Cox[1958] 讨 论 的 ， 这 些 例子 和 其 他 例子 还 可 以 在 
Box, Hunter 和 Hunter[ 1978]、Cochran 和 Cox[1957]、Finney[1960]、Hicks[1973] 中 找到 . 
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【 例 9. 3 市 场 调研 】 Brunk 和 Federer[1953] 讨 论 了 对 市 场 调研 的 一 些 实验 ， 其 中 之 一 是 研 
究 改变 价格 、 摆 放 以 及 包装 的 操作 对 苹果 销售 的 影响 ， 在 所 进行 的 一 系列 实验 的 每 一 个 实验 中 ， 
要 对 四 种 推销 方法 (处 方 )1，2，3 和 4 进行 比较 ， 且 有 4 个 市 场 参 与 、 显 然 ， 我 们 期 望 每 一 个 商 
店 使 用 每 一 种 处 方 ， 所 以 应 该 安排 这 一 实验 持续 时 间 是 四 个 时 间 周 期 的 倍数 .实验 者 希望 消除 
商店 之 间 和 周期 之 间 的 系统 差异 .因为 存在 两 种 类 型 的 偏差 ， 所 以 拉丁 方 设计 ， 特 别 是 4X4 拉 
丁 方 设计 是 适当 的 ， 然 而 ， 事 实 上 ， 他 们 把 一 周 分 成 两 个 部 分 ， 星 期 一 到 星期 四 为 第 一 部 分 ， 星 
期 五 到 星期 六 为 第 二 部 分 ， 然 后 ， 为 实验 周 的 每 一 部 分 建立 一 个 4X4 拉丁 方 ， 这 一 想法 很 好 ， 
因为 每 一 位 消费 者 在 周末 的 食品 订购 会 更 大 ， 而 且 也 完全 有 可 能 在 实验 的 两 个 部 分 中 处 方 的 差 
异 不 相同 ， 对 于 一 项 持续 一 周 并 进行 四 个 处 方 比较 的 实验 ， 他 们 使 用 了 表 9. 7 的 设计 . 


表 9.7 市 场 调研 实验 中 一 周 两 个 部 分 的 两 个 拉丁 方 设计 


一 周 中 的 前 半 部 分 一 周 中 的 后 半 部 分 

星期 五 星期 五 星期 六 星期 六 

星期 。 星期 二 星期 三 星期 四 上 午 Ff 上 午 Ff 

af 2 1 4 3 4 
-B 2 1 4 3 
RA cj a 3 2 1 1 
D 1 4 3 2 2 

È: i 7 项 给 出 在 第 六 阶段 的 第 ; 家 商店 使 用 的 处 方 . a 


【 例 9. 4 纺织 人 造 丝 】 Box, Hunter 和 Hunter[1978] 讨 论 了 一 项 关于 人 造 丝 破损 强度 以 及 
改变 拉 伸 比 ， 即 人 造 丝 纺织 时 施加 的 张力 ， 是 如 何 影响 破损 度 的 实验 ， 要 测试 的 三 个 处 方 是 (1) 
普通 的 拉 伸 比 ，(2) 拉 伸 比 提高 5%，(3) 拉 伸 比 提高 0%. 使 用 一 种 纺织 机 ， 该 机 有 三 个 不 同 的 
喷 丝 头 在 三 种 不 同 的 拉 伸 比 下 为 三 个 不 同 的 线 轴 供 丝 ， 当 所 有 线 轴 都 完全 绕 满 丝 时 ， 将 兰 换 上 
新 的 空 线 轴 ， 并 继续 实验 ， 实 验 员 希 望 控制 两 个 因素 ， 三 个 不 同 喷 丝 头 的 效应 ， 以 及 喷 丝 头 使 用 
的 时 间 ( 次 序 ) 的 效应 ， 这 需要 3X3 拉丁 方 设计 ， 其 中 列 的 标签 为 1、I、IJ， 对 应 于 生产 丝 的 次 
序 ， 其 行 的 标签 为 4、B、C， 对 应 于 所 使 用 的 喷 丝 头 、i，j 项 是 第 j 次 生产 时 第 i 个 喷 丝 头 在 产 
丝 时 所 使 用 的 拉 伸 比 (1，2 或 3)， 或 处 方 。 当 使 用 小 拉丁 方 时 ， 通 常 希 望 重复 它们 ， 所 以 ,事实 
上 他 们 的 实验 重复 了 四 次 ， 使 用 不 同 的 3X3 拉丁 方 设计 ， 他 们 使 用 了 表 9. 8 所 示 的 设计 . 


RIS 人 造 丝 实验 的 拉丁 方 设计 


生产 的 次 序 
Dum trum tim 1 nm 
m 4f? 2 3][2 1 s)[s 1 2] [1 23 
丝 B|2 3 1 3 2 1 1 2 3 2 3 1 
* cls ES MV 
第 一 次 重复 。 第 二 次 重复 。 第 三 次 重复 。 第 四 次 重复 
E: 每 一 个 拉丁 方 的 i，j 项 是 在 第 j 次 生产 时 第 i 个 喷 丝 头 使 用 的 拉 伸 比 . B 


9.2.2 正 交 拉丁 方 

我 们 再 一 次 返回 到 在 9. 1 节 所 讨论 的 四 种 品牌 的 轮胎 磨损 例子 ， 想 象 一 下 ， 我 们 还 对 制 动 衬 
面 对 轮胎 磨损 的 效应 感 兴趣 ， 为 简便 起 见 ， 假 设 我 们 还 有 四 种 不 同 品牌 的 制 动 衬 面 ， 因 此 ， 我 们 
除了 希望 在 每 一 辆 汽车 及 每 一 个 位 置 对 每 一 个 品牌 的 轮胎 正好 测试 一 次 之 外 ， 还 希望 对 每 一 种 
品牌 的 轮胎 与 每 一 种 品牌 的 制 动 衬 面 的 组 合 正好 测试 一 次 ， 我 们 可 以 借助 于 构建 一 个 4X4 数组 
来 完成 上 面 的 任务 ， 其 中 数组 的 行 对 应 于 轮子 的 位 置 ， 而 列 对 应 于 汽车 ， 而 且 在 这 个 数组 的 每 一 
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个 格子 处 放置 一 种 品牌 的 轮胎 和 一 种 品牌 的 制 动 衬 面 ， 它 们 被 用 于 相应 的 汽车 和 相应 的 位 置 上 . 
假设 a5 是 这 个 数组 的 i，j 项 处 的 轮胎 品牌 而 且 by 是 这 一 项 中 的 制 动 竺 面 品 牌 。 如 果 我 们 列 出 
所 有 序 对 (ay by). 我们 要 求 每 一 个 可 能 的 轮胎 品牌 a 和 制 动 衬 面 品牌 4 的 序 对 (a，5) 都 出 现 . 
等 价 地 ， 因 为 有 4X4 一 16 种 可 能 的 序 对 (a，5)， 而 且 在 这 一 数组 中 正好 有 16 个 位 置 ， 所 以 我 们 
BRIAR (ay, by ) 互 不 相同 .我 们 能 做 到 这 一 点 吗 ? 我 们 肯定 能 够 做 到 这 一 点 .如 果 制 动 
衬 面 的 品牌 记 为 1 2，3，4， 那 么 可 以 简单 地 在 第 i 辆 汽车 上 的 每 一 个 轮子 上 测试 制 动 衬 面 品牌 
i。 把 这 一 设计 与 表 9.4 给 出 的 轮胎 品牌 设计 结合 起 来 ， 给 出 表 9. 9 的 序 对 数组 .该 表 中 的 所 有 
序 对 都 是 互 不 相同 的 . 
表 9.9 轮胎 品牌 和 制 动 衬 面 品牌 对 胎 面 磨损 的 综合 效应 的 测试 设计 
汽车 


(2, 2) (3, 3) (4, 4) 
BD 4,3) (1 4) 
(4, 2) (1, 3) (2, 4) 


左前 
右前 
左 后 
ae LG D a.D (2, 3 


Wi i 了 项 是 一 个 序 对 ， 第 一 个 元 素 是 在 第 j ACER POEL AT AAR NA SA. SBP TERRE 
使 用 的 制 动 衬 面 的 品牌 . 

可 是 ， 如 果 我 们 只 考虑 制 动 衬 面 的 话 ， 表 9. 9 的 数组 不 是 一 个 十 分 令 人 满意 的 设计 ， 因 为 我 
们 只 在 汽车 A 上 使 用 品牌 1 的 制 动 衬 面 ， 在 汽车 B 上 使 用 品牌 2 的 制 动 衬 面 等 ， 如 果 通 过 拉丁 
方 设计 进行 制 动 村 面 测 试 ， 而 不 只 进行 轮胎 测试 ， 那 么 这 个 设计 就 完美 了 ， 因 此 ， 我 们 希望 寻找 
两 个 拉丁 方 实验 A=(ay ) 和 B= (好 )， 其 中 一 个 是 轮胎 品牌 测试 的 拉丁 方 ， 而 另 一 个 是 制 动 衬 面 
品牌 测试 的 拉丁 方 ， 这 两 个 拉丁 方 设计 都 使 用 相同 的 行 和 列 效果 ， 另 外， 我 们 希望 这 些 序 对 
(ay，bi ) 各 不 相同 ， 能 够 做 到 这 一 点 吗 ? 在 我 们 的 例子 中 ， 这 一 点 是 能 够 做 到 的 ， 表 9. 10 给 出 
两 个 拉丁 方 设计 和 相应 序 对 组 成 的 数组 ， 很 容易 看 到 ， 每 一 个 序 对 (a, b, 有 1<a<4, bS 
4， 正 好 出 现 一 次 ， 等 价 地 ， 这 些 序 对 各 不 相同 ， 我们 称 两 个 不 同 的 nXn 拉 丁 方 A=(aj) 和 B= 
(by ) 是 正 交 的 (orthogonal)， 如 果 n? 个 序 对 (ai ) 各 不 相同 .因此 ， 表 9. 10 中 的 两 个 4X4 拉丁 方 
是 正 交 的 . 然而 ， 表 9. 7 的 两 个 拉丁 方 不 是 正 交 的 ， 因 为 序 对 (2，4) 出 现 两 次 ， 一 次 在 位 置 2，2 


表 9. 10 ”测试 轮胎 品牌 和 制 动 桂 面 品牌 对 轮胎 磨损 的 综合 效应 的 两 个 正 交 拉丁 方 设计 


轮胎 位 置 


汽车 汽车 
ABCD A BCD 
左前 | 1 3 4 左前 |4 1 2 3 
右前 | 2 4 3 右前 |3 2 1 14 
one 左 后 | 3 12 左 后 1432 
有 后 | 4 3 ae |2 3 4 1 

汽车 
A B C D 
左前 D (3, 2) 
rene BH | (2，3) Ad GD Bo 


EE | (3, D G4 G,3) @, 2) 

右 后 (3, 3) (2, 4) 

综合 设计 

注 : 组 合 数组 在 i，j 项 处 的 序 对 的 第 一 个 元 素 是 汽车 j 的 i 位置 处 使 用 的 轮胎 品牌 ,第 二 个 元 素 是 汽车 j 的 i 位置 
处 使 用 的 制 动 科 面 品牌 ， 它 们 得 自前 两 个 拉丁 方 . 
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E, 一 次 在 位 置 3，3 上 .更 一 般 地 ， 如 果 A0) ，A(?”，…，A 中 是 不 同 的 nXn 拉 丁 方 ， 则 称 它 
们 形成 一 个 正 交 族 (orthogonal family)， 如 果 其 中 的 每 一 对 拉丁 方 都 是 正 交 的 . 

本 节 讨论 的 主要 问题 是 基本 的 存在 问题 : 如 果 我 们 想 要 使 用 一 对 正 交 的 nXn 拉 丁 方 来 设计 
一 项 实验 ， 我 们 总 能 肯定 存在 这 样 的 一 对 拉丁 方 吗 ? 更 一 般 地 ， 我 们 要 问 : 什么 时 候 存在 个 不 
同 的 nXn 拉 丁 方 的 正 交 族 ? 

在 阑 述 这 些 问题 之 前 ， 我 们 给 出 几 个 使 用 正 交 拉丁 方 设计 的 例子 . 


【 例 9. 5 油耗 】 Davies[1945] 使 用 一 对 正 交 拉丁 方 ， 对 于 不 同等 级 的 汽油 的 每 加 仑 里 程 的 油 
耗 进 行 了 比较 ， 一 共 对 7 个 等 级 的 汽油 进行 了 测试 .整个 过 程 使 用 一 辆 汽车 ， 每 一 次 测试 驾驶 测 
试 汽车 在 固定 道路 上 跑 20 英里 ， 路 程 包括 不 同 的 坡 道 ， 为 了 消除 因 驾驶 员 而 带 来 的 偏差 ， 使 用 
了 7 名 驾驶 员 ， 而 为 了 消除 交通 条 件 所 带 来 的 效应 ， 在 不 同日 期 的 七 个 不 同 的 时 间 段 进行 实验 . 
因此 , 在 ?个 比较 的 处 方 之 外 ， 还 存在 三 个 实验 单元 分 类 : 驾驶 员 分 类 、 日 期 分 类 和 测试 日 的 时 
间 段 分 类 ， 双 重 实验 单元 分 类 表明 要 使 用 拉丁 方 ， 而 三 重 实验 单元 分 类 表明 要 使 用 一 对 正 交 拉 
丁 方 ， 后 者 考虑 这 样 的 实验 ， 在 这 个 实验 中 ， 每 一 个 等 级 的 汽油 每 天 使 用 一 次 ， 被 每 一 名 驾驶 员 
使 用 一 次 ， 而 且 在 测试 日 的 每 个 时 间 段 使 用 一 次 ， 从 而 保证 进行 均衡 的 比较 ， 这 一 设计 给 每 一 天 
( 行 ) 和 每 一 个 时 间 段 ( 列 )( 在 第 一 个 拉丁 方 里 ) 分 配 一 个 汽油 等 级 和 (在 第 二 个 拉丁 方 里 ) 一 名 司机 
(在 9.1 节 的 轮胎 磨损 例子 中 ， 我 们 不 能 用 相同 的 方法 控制 司机 ， 即 使 用 如 下 的 正 交 拉 丁 方 实验 
是 没有 意义 的 : 第 一 个 拉丁 方 表 示 汽 车 j 的 位 置 i 的 轮胎 品牌 ， 第 二 拉丁 方 表示 汽车 7 的 位 置 i 
的 司机 .因为 同一 名 司机 必定 指定 给 给 定 汽车 的 所 有 位 置 ). a 

【 例 9.6 布料 测试 】 Box, Hunter 和 Hunter[1978] 描 述 了 关于 Martindale 磨损 测试 机 的 实 
验 ， 这 是 用 于 测试 诸如 布料 等 材料 的 磨损 量 的 机 器 ， 在 考虑 类 型 的 Martindale 磨损 测试 机 的 一 次 
运行 中 ， 机 器 同时 用 砂纸 摩擦 四 块 布料 ， 然 后 测量 所 失去 的 重量 ， 有 4 个 不 同 的 测试 台 ， 标 为 
A，B，C，D， 而 且 每 一 个 测试 台 可 以 用 于 测试 机 的 四 个 位 置 P; Poy Ps, Pa 中 的 一 个 .在 
一 次 实验 中 ,要 比较 4 种 布料 或 处 方 ， 标 记 为 1，2，3，4. 实验 员 和 希望 控制 4 个 不 同 的 样品 测 
试 台 、 机 器 的 4 个 位 置 、 布 料 被 测试 的 次 序 以 及 摩擦 布料 的 砂纸 ， 四 重 实验 单元 分 类 表明 要 使 
用 3 个 正 交 的 4X4 拉丁 方 族 ， 决定 使 用 4 KDR, MEA a p y 6， 并 把 每 一 张 砂 纸 切 成 4 
等 块 ， 在 一 个 实验 单元 中 使 用 其 中 的 一 块 . 测试 机 运行 K. HR, R, R. R, K 
运行 在 不 同位 置 上 使 用 不 同 的 测试 台 和 不 同 的 1/4 块 砂纸 块 来 测试 4 种 布料 样本 ， 表 9. 11 给 
出 所 使 用 的 3 个 拉丁 方 设计 .读者 可 以 验证 这 些 拉丁 方 都 是 两 两 正 交 的 (事实 上 ， 实 验 被 重复 
进行 ， 在 另 一 组 3 个 正 交 4X4 拉丁 方 族 的 设计 下 ， 另 外 使 用 4 次 以 上 的 测试 机 和 4 张 以 上 的 
砂纸 ). 

表 9.11 测试 布料 磨损 的 三 个 正 交 拉丁 方 族 
次 序 


R Rko R R R Rk Rk R R R R R 
R| 3 4 2 A D B C « B 7 6 

w P| 2 4 3 1 B C A D B a 8 y 
E p| 3 1 2 4 CBD AS | Fy ô a B 
P|4 2 1 3 D A C B è 7 B o 
处 方 的 拉丁 方 设计 测试 台 的 拉丁 方 设计 砂纸 的 拉丁 方 设计 


注 : i, j 项 分 别 表示 在 位 置 P; 的 运行 R, 中 使 用 的 处 方 (布料 类 型 )、 测 试 台 和 砂纸 . a 
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9.2.3 有关 正 交 族 的 存在 结果 

设 一 个 nXn 的 拉丁 方 的 秩 (order) 是 n， 在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 通常 假设 秩 为 n 的 拉丁 方 中 
的 项 是 整数 1，2，…，n， 现 在 ,我 们 讨论 这 样 的 问题 是否 存在 r 个 秩 为 n 的 拉丁 方正 交 族 ? 
我 们 假设 n>1， 因 为 只 存 一 个 1X1 拉丁 方 ， 不 存在 正 交 的 2X2 拉丁 方 对 ， 唯 一 的 秩 为 2 的 拉丁 
方 如 表 9. 12 所 示 ， 它 们 不 是 正 交 的 ,因为 序 对 (1，2) 出 现 两 。” 表 9 12 秩 为 2 的 两 个 拉丁 方 
次 .我 们 已 在 表 9. 10 中 看 到 ， 存 在 秩 为 4 的 正 交 拉丁 方 对 ， 

而 在 表 9. 11 中 我 们 看 到 存在 秩 为 4 的 三 个 拉丁 方 的 正 交 族 . 
很 容易 给 出 秩 为 3 的 正 交 拉丁 方 对 (请 读者 尝试 ). 

第 一 个 定理 给 出 秩 为 ”时 存在 r 个 拉丁 方 的 正 交 族 的 必要 条 件 . 

定理 9.1 ”如 果 存 在 秩 为 nn 的 r 个 拉丁 方 的 正 交 族 ， 那 么 r<n 一 1. 

证 明 假设 AW ，A‘D ，…，A 中 形成 wnXn 拉 丁 方 的 正 交 族 . BaP RAP Hi, j 项 重 
新 标记 第 一 个 拉丁 方 中 的 各 项 ,使 得 1 就 在 1，1 处 ， 即 afj =1， 按 如 下 方法 完成 这 一 工作 ， 如 
Ra 等 于 k， 那么 在 整个 A 中 把 1 与 4 交换 ， 且 “与 1 交换 .这 样 做 的 结果 仍 是 拉丁 方 ， 而 
且 也 不 改变 正 交 性 ， 因 为 如 果 序 对 


C ve E 
2 1 ty, «38 


cas? aP 


是 (k，/)， 那 么 经 转换 后 它 变 成 (1，/) ， 而 如 果 它 是 (1，0 ， 则 现在 它 变 成 (4，/2). 
根据 同样 的 推理 ， 在 保持 + 个 nXn 拉 丁 方 正 交 的 前 提 下 ， 我 们 能 够 做 适当 的 安排 使 得 在 每 
一 个 拉丁 方 的 每 一 个 1，1 项 都 是 1， 更 一 般 地 ， 使 得 


¢ 
ain = ain = = aly = 
即 我 们 能 够 做 适当 的 安排 使 得 每 一 个 AP 都 有 相同 的 第 一 行 : 
1 2 3…7. 
让 我 们 考虑 每 一 个 拉丁 方 中 的 2，! 项 .因为 A(” 是 拉丁 方 ， 而 且 因为 of 是 1， 而 1 在 一 列 中 
只 能 出 现 一 次 ， 所 以 a 多 一 定 不 等 于 1， 另 外， 根据 正 交 性 ， 如 果 pAQ. A 


aP Haf, 
否则 ， 对 于 某 个 i,， 有 
Caf aS?) = Gd, 
所 以 
(a? a8?) = Cal? aP), 
这 违反 正 交 性 .内 此 , 数 
aP raf? ssa? 
各 不 相同 ， 且 都 不 等 于 1 因此 至 多 存在 "一 1 个 这 样 的 数 ， 且 r<n 一 1。( 形 式 上 ， 这 一 推导 使 
用 了 2. 19 节 的 名 站 原理 . ) m 


我 们 从 表 9. 13 所 示 的 秩 为 4 的 3 个 拉丁 方 的 正 交 族 开始 来 说 明 这 一 定理 的 证 明 .， 该 表 说 明 
了 排列 所 有 的 第 一 行 都 为 1234 的 过 程 ， 注 意 表 9. 13 的 最 后 一 行 的 3 个 拉丁 方 的 2，1 项 分 别 是 
2，3 和 14. 
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表 9.13 ”把 拉丁 方正 交 族 转 换 成 每 一 个 拉丁 方 在 其 第 一 行 都 为 123…n 的 拉丁 方正 交 族 的 过 程 


Am Am Ao 
4 2 1 {21 43 TAE 
34 1 2 4 3 2-1 本 有- 
Prga 341 2 j4 3 2.1 
123 4 1 2 3 4 1 2 3 4 
+ v Y 
1 和 4 交换 1 和 2 交换 1 和 3 交换 
t ee | + 
13 2 64 124 3 1 4 3 2 
3.14 2 [ar 4 2 2-8: 4 
24138 3.942 1 412 3 
| 2134 3.214 
ay 7 a 
2 和 3 交换 3 和 4 交换 2 和 4 交换 
了 Wk 4 
1 2 3 4 12 8 4 123 4 
214 3 [sued ok? 4321 
3 4 1 2 4 3 2 1 2 1 4 3 
43 2 1 [21 43 (84-2 


定理 9. 1 说 明 我 们 不 能 找到 由 多 于 "一 1 个 拉丁 方 组 成 的 nXn 拉丁 方 的 正 交 族 .我 们 说 秩 为 
nn 的 拉丁 方 的 正 交 族 是 完全 的 (complete)， 如 果 这 个 正 交 族 有 n—1 个 拉丁 方 ， 因 此 ， 表 9.13 所 
示 的 秩 为 4 的 3 个 拉丁 方 组 成 一 个 完全 正 交 族 . 通常 认为 一 个 2X2 拉丁 方 就 构成 一 个 正 交 族 . 

定理 9.2 给 出 拉丁 方 完全 正 交 族 存在 的 充分 条 件 . . 

定理 9.2 如 果 n>1 且 n 二 失 ， 其 中 户 是 素数 日 ， 而 是 一 个 正 整数 ， 那 么 存在 秩 为 nn 的 拉 
丁 方 的 完全 正 交 族 . 

在 此 ， 我 们 跳 过 定理 9. 2 的 证 明 ， 我们 在 9. 3.4 节 和 9. 3. 5 节 给 出 此 定理 的 证 明 ， 在 那里 ， 
我 们 通过 给 出 当 )” 是 素数 的 宕 时， 确定 秩 为 ”的 拉丁 方 完全 正 交 族 的 构造 过 程 来 证 明 这 一 定理 . 
特别 地 ， 定 理 9. 2 表明 存在 一 对 正 交 3X3 拉丁 方 , 因为 3 一 31. 它 还 说 明 存 在 3 个 两 两 正 交 的 
4X4 拉丁 方 ， 内 为 4 一 22( 我 们 已 在 表 9. 11 和 表 9. 13 看 到 了 3 个 这 样 的 拉丁 方 )， 还 存在 4 个 两 
两 正 交 的 5X5 拉丁 方 族 ， 因 为 5 一 51， 因 为 6 不 是 素数 的 宕 ,定理 9.2 不 能 告诉 我 们 是 否 存在 5 
个 两 两 正 交 的 6X6 拉丁 方 的 集合 ， 甚 至 是 否 确实 存在 一 对 这 样 的 拉丁 方 ， 下 面 将 证 明 如 果 "一 
6， 那 么 不 存在 秩 为 ”的 拉丁 方 完全 正 交 族 ， 实 际 上 甚至 不 存在 一 对 这 样 的 拉丁 方 ， 因 此 ， 对 于 
ms9， 当 且 仅 当 n6 时 ， 存 在 秩 为 ”的 拉丁 方 完全 止 交 族 ， Lam, Thiel 和 Swiercz[1989] 通 过 大 
量 的 计算 机 搜索 ， 确 定 不 存在 秩 为 10 的 拉丁 方 完全 正 交 族 .如果 一 11， 则 存在 拉丁 方 完全 正 
交 族 因此， 这 就 使 得 "一 12 成 为 我 们 不 知道 是 否 存在 完全 正 交 族 的 最 小 数 ， 在 写 这 本 书 时 ， 我 
们 知道 的 最 好 结果 是 可 能 存在 5 个 秩 为 12 的 两 两 正 交 的 拉丁 方 (参见 Jonhson，Dulmage 和 
Mendelsohn[1961]). 

根据 代数 的 基本 定理 ， 任 何 大 于 1 的 整数 都 可 以 唯一 地 写成 素数 的 (整数 ) 客 的 积 : 

Di peopl. (9.1) 
这 个 积 称 为 素数 紧 分 解 (prime power decomposition). 例如， 有 
6= 2131, 


O 回想 一 下 一 个 素数 是 一 个 大 于 1 MARA 1 和 两 个 正 因子 的 正 整数 。 参 见 7.1. 3 节 . 
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12=3X4=3122, 
80= 16X5 = 2151, 
60= 4X15 =4X3X5 = 223151, 
定理 9.3 Mikn=p! pip? Rn HEREDE, nl, Br AF HAPOR DH, 
(Pr — Dps — Dept D. 
那么 存在 r 个 秩 为 nn 的 拉丁 方 的 正 交 族 . 
我 们 在 下 面 证 明 这 一 定 埋 。 为 了 说 明 这 一 定理 ， 注 意 ，12 一 2:31， 于 是 有 
2-1=3, 3!-1=2, 
所 以 一 2， 因 此 存在 两 个 秩 为 12 的 正 交 拉丁 方 .但 这 并 没有 说 明 不 存在 更 多 的 12X12 拉丁 方 的 
止 交 族 ， 注 意 ， 这 里 不 能 使 用 定理 9.2， 因 为 12 PERR. 
让 我 们 试 尝 着 把 定理 9. 3 运用 于 "一 6， 我 们 有 6 一 2131， 因 为 
2 一 1=1，3! 一 1= 2， 
所 以 "一 1， 且 我 们 甚至 无 法 从 定理 9. 3 得 知 是 否 存在 一 对 正 交 的 6X6 拉丁 方 ， 著 名 的 数学 家 欧 
拉 在 1782 年 猜测 不 存在 这 样 的 对 ， 经 历 了 100 多 年 ， 这 一 猜测 既 没 有 得 到 证 明 也 没有 被 推翻 . 
大 约 在 1900 年 ，Tarry 系统 地 考察 了 所 有 可 能 的 6X6 拉丁 方 对 (一 共有 812 851 200 对 ; 但 是 通 
过 使 它们 第 一 行 变 成 123456， 只 需要 考虑 9408 对 6X6 拉丁 方 )， 他 成 功 地 证 明了 欧 拉 的 猜测 是 
正确 的 。 因此， 不 存在 秩 为 6 的 一 对 正 交 的 拉丁 方 (参见 Tarry[1900，1901]; 对 于 现代 的 证 明 请 
参见 Stinson[1984]， 这 一 证 明 没有 考虑 所 有 的 情况 ). 
下 面 是 定理 9. 3 的 一 个 推论 . 
推论 9.3.1 假设 n>1 且 或 者 nn 不 能 被 2 整除 ， KA n HORS 


KP Sl, MARA HRA nH ERT. 
证 明 MRA > 1, BA 


因为 每 一 个 其 他 的 p; BAF 2， 所 以 
此 一 1 二 2. 

于 是 ， 对 于 "人 2， 结论 成 立 . a 

推论 9. 3. 1 没有 解决 当 秩 为 n=2k, A 2 不 能 整除 上 时 的 正 交 拉丁 方 对 的 存在 问题 ， 也 是 在 
1782 年 ， 欧 拉 猜 测 对 于 所 有 这 样 的 秩 不 存在 一 对 秩 为 ”的 正 交 拉丁 方 ， 对 于 n=2, n=6 来 说 
他 是 正确 的 ， 然 而 ， 与 他 通常 的 猜测 相反 ， 这 次 他 错 了 .直到 1960 年 才 证 明了 他 是 错误 的 . 

定理 9. 4(Bose, Shrikhande 和 Parker[1960]) wR n>6, n=2k 且 2 RRM k, MAAE 
秩 为 的 一 对 正 交 拉丁 方 . 

现在 我 们 可 以 把 有 关 正 交 拉丁 方 对 的 存在 问题 加 以 概括 . 

定理 9.5 AFMA nl, 除 n 二 2 和 ?一 6 外 ， 存 在 秩 为 nn 的 一 对 正 交 拉 丁 方 . 

因此 ， 正 交 拉丁 方 对 的 存在 问题 已 经 完全 解决 ， 对 于 更 大 的 正 交 拉丁 方 族 ， 情 况 并 非 如 此 . 
IIF n=2, 3, 09, RAKY Xn 拉丁 方正 交 族 的 大 小 是 已 知 的 。 因 为 通过 定理 9. 2 和 定理 9. 5， 
对 于 nn 二 3，4，5，7，8，9， 这 个 大 小 是 n 一 1， 而 对 于 n 二 2，6， 这 个 大 小 为 1， 然 而 对 于 "一 
10, 我 们 甚至 不 知道 是 否 存在 3 个 两 两 正 交 的 nXn 拉丁 方 族 . 
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【 例 9.7 36 名 官员 问题 】 欧 拉 遇 到 正 交 拉丁 方 的 概念 与 实验 设计 无 关 ， 而 与 下 面 的 问题 有 
关 ， 有 36 名 官员 ， 在 六 个 机 构 中 的 每 一 个 有 六 个 不 同 级 别 的 6 个 官员 ， 寻 找 使 用 6X6 方 格 来 排 
列 这 36 名 官员 的 方法 : 这 个 6X6 方 格 的 每 一 行 和 每 一 列 包含 且 只 包含 每 个 级 别 的 一 名 官员 ， 包 
含 且 只 包含 每 个 机 构 的 一 名 官员 ， 而 且 每 个 机 构 有 且 只 有 每 个 级 别 的 一 名 官员 ， 能 够 做 到 这 一 
点 吗 ? 必须 这 样 排列 这 些 官员 ， 使 得 他 们 的 级 别 形成 一 个 拉丁 方 ， 并 且 还 使 得 他 们 的 机 构 形成 一 
个 拉丁 方 ， 而且， 级 别 和 机 构 的 序 对 出 现 一 次 县 只 能 出 现 一 次 ， 所 以 这 两 个 拉丁 方 必须 是 正 交 
的 。 现 在 ， 我 们 知道 是 做 不 到 这 一 点 的 图 
9.2.4 定理 9.3 的 证 明 S 

为 了 证 明定 理 9. 3， 我 们 首先 证 明 下 面 的 结果 . 

定理 9.6(MacNeish[1922]) 假设 存在 秩 为 m 的 -个 拉丁 方 的 正 交 族 和 秩 为 n 的 7 个 拉丁 方 
的 另 一 个 正 交 族 ， 那 么 存在 秩 为 mn 的 r HAT HH ERR, 

证 明 HAD, AD, o, AM MR m APES MT A. MBO, BO, e, BOR 
秩 为 ”的 两 两 正 交 的 拉丁 方 ， 对 于 eH 1. 2, vey re Wap e BO) AAR AY nXn ERE, IE uy 
v 项 是 序 对 (al ， 02). AM, BELAY, AD, BD, BD 如 表 9. 14 所 示 ， MAC, BO) 
MCAS, BO ) 就 如 此 表 中 所 示 的 那样 ， 设 CO 是 如 下 所 示 的 矩阵 : 


Caf? BO) (al? BO) Caf BO) 

on | CaS? BO) (a BO) … (aS BO) 
(a) BO) (aR, BO) … (ale, BO)! 

那么 CO 是 一 个 mn X mn 和 矩阵， 我 们 现在 证 明 CD, CD, e, CP 是 秩 为 mn 的 拉丁 方 的 正 

交 族 . 


Cal? BR af BLP) = Cal? 60 ) ap P). 


表 9.14 ERHTHA”, A®, BY, BH; 矩阵 (ai ,BY ) (a ，B) 


(24) (2,3) (2,2) (2,1) 73,2) GD G4) 83) 
nga (2,3) (2,4) 2D a | GA) (3.3) GD (3.0 | 
Gi? BO) 一 9 : 
os (2,2) BD (2,4) 《2.3) | (3,3) GD GD s» 


2D 2D (2.3) 2a LG3.D (3.2) (3.3) (3.4) 


O ”本 小 节 可 以 跳 过 . 
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为 了 证 明 Co 是 拉丁 方 ,首先 注意 在 给 定 的 行 中 ,不同 列 的 两 个 项 是 由 (a 六 ，6w) 和 (a ， 
CQ BHM; MAER, BAA, BO 是 拉丁 方 . 在 给 定 的 列 中 ,不 同行 的 两 项 是 由 
GS, KD MGS. BQ RNs By ACM BOO 是 拉丁 方 ， 所 以 它们 是 不 同 的 . 

为 了 证 明 CO 和 CY 是 正 交 的 ， 假 设 有 

Ca? BE) CaP BP > = Cal 6, ad? 6). 
于 是 有 下 面 的 等 式 : 
Ca? af?) = (a ai), 

所 以 ， 根 据 AO MAP 的 正 交 性 ， 有 imp Hirq 类 似 地 ，B(o 和 BY 的 正 交 性 表明 u=s, 
au 一 上 a 

定理 9.4 的 证 明 根据 定理 9.2， 对 于 i 一 1，2，…，s， 有 秋 为 所 YY 1 个 拉丁 方 的 正 交 
B. 因此 ,对 这 1，2，…，s， 存 在 秩 为 pi 的 7 个 拉丁 方 的 正 交 族 .通过 对 * 做 数学 归纳 可 以 
从 定理 9. 6 得 到 定理 9. 3 的 证 明 . a 
9.25 正 交 阵列 及 其 在 密码 学 中 的 应 用 S 

假设 V 是 一 个 nn TERA., H> 是 一 个 整数 ， 一 个 正 交 阵列 (orthogonal array)OACk，n) 
是 一 个 n Xk WERA, CHWE V 的 元 素 ， 并 使 得 在 A 的 任意 两 列 内 ,满足 a, bEV 的 每 一 
AIFI Ca, b), HE A HRTF TERE RK. R geo is 一 个 OA(4, 3) 及 一 个 OA(S, 4) 
9.15 给 出 一 个 OA(4，3), 其 中 V={1, 2, 3), 和 na 


444 

一 个 OA(5，4), 其 中 V={1, 2, 3, 4}. 24321 
正 交 阵 列 与 拉丁 方 的 正 交 族 之 间 存 在 一 个 很 简 23412 

单 的 关系 i 33124 
定理 9.7 EOAR, n, SERS AERA Snow | ee ee 
ny k—2 个 拉丁 方 的 正 交 族 . | 333 1 ae a 
证 明 “不 失 一 般 性 ， 假 设 正 交 阵列 和 拉丁 方 的 项 都 hears hiza 
来 自 于 集合 V 一 t1，2，…, nh WAV, AD, w CURU T Fg cian 
ANDRRA DRH n WERTH. HERE 1321 ss 
AERA n? 个 序列 : 人 
ija a, afk, a ed sis 

其 中 心 FECL, 2, ey nh Hap, RAOG, DÆ di id 
SRE AO HY i, j 项， 为 了 看 清 A 是 一 个 OA Ck, 四， er 
考虑 入 的 列 w 和 wv， 如果 u=1 和 v=2， 显然 VXV K : : : | 


的 每 一 个 序 对 (i, 门 出 现在 这 两 列 中 及 对 应 于 (i, j) 
的 行 上 ， 如 果 w=1 或 2 H v=3， 每 一 个 序 对 (i, PMR. 因为 AM 的 每 列 是 11，2，…， 对 的 一 
个 排列 ， 最 后 ， 如 果 wx， 之 3， 每 一 个 序 对 (i， 力 出 现 ， 因 为 A 和 A 是正 交 的 . 

相反 , BR ABV = (1，2，…, n) LA OA (k, nd). 我 们 如 下 定义 AM, 
uE{1, 2, =, k—2). Bae i Mj. 存在 唯一 使 得 一 A(r，1)，j 一 A(r，2) 的 ~>， 于 是 设 


ay? = Alr,u+ 2). 


日、 本 小 节 大 部 分 来 自 于 Stinson[2003]. 


第 9 章 组 合 设 计 341 


不 难 证 明 如 上 定义 的 AD ,A ，…，A4 2 是 秩 为 ”的 正 交 拉丁 方 ， 其 证 明 留 作 练习 (练习 21)， W 


【 例 9.8 密码 学 中 的 识别 码 】 在 密码 学 中 ， 涉 及 验证 信息 的 真实 性 ， 我 们 使 用 代码 帮助 我 们 
加 密 这 些 信息 ， 使 它们 很 难 被 修改 、 偷 窃 或 假冒 .关于 代码 的 更 多 内 容 ， 参 见 第 10 章 . 假设 A 
向 B 发 送 一 条 信息 .在 密码 学 理论 中 ,我们 通常 把 A 称 作 Alice. ME BAW Bob. Alice 通过 电 
子 邮件 或 传真 或 从 她 的 移动 电话 把 信息 发 出 ， 这 些 都 是 不 安全 通道 、 Bob 想 要 确认 这 一 信息 是 否 
真是 由 Alice 发 送 的 ， 而 且 还 要 确认 没有 人 改动 了 Alice 发 送 的 信息 ， 例 如 ,这 一 信息 可 能 是 购 
买 某 样 东 西 的 一 份 订单 ， 所 以 这 个 问题 是 电子 商务 的 一 个 核心 问题 . 

我 们 考虑 一 位 名 叫 Oscar 的 外 来 者 O 干扰 从 Alice 发 送 到 Bob 的 信息 的 可 能 性 ， 假 设 Oscar 
能 够 简单 地 假冒 Alice 给 Bob 发 送信 息 ， 或 者 Oscar 能 够 更 改 由 Alice 发 送 的 信息 ，Bob 和 Alice 
通过 和 信息 一 起 发 送 一 个 识别 码 来 防止 Oscar 的 “攻击 ”"， 设 M 是 可 能 信息 的 集合 ，C 是 识别 符 集 
Ao 而 KEHE HRA. Alice 和 Bob 在 会 面 时 或 通过 一 个 安全 的 通道 ， 事 先 选 定 一 把 钥匙 . 
我 们 假设 他 们 从 K 中 随机 选取 钥 是 .与 每 一 把 钥匙 4AE K 相关 联 的 是 一 个 识别 规则 
(authentication rule)rs ， 它 把 一 个 识别 符 rem) EC 指定 给 每 一 条 信息 mE M， 如 果 Alice 想 要 把 
信息 m 发送 给 Bob， 那 么 她 要 发 出 信息 (m，c)， 其 中 c 二 re (1m)， 当 Bob 接收 到 这 条 信息 (m，c) 
时 ,事实 上 ， 他 要 检查 c 是 否 是 rs(m)。 如 果 不 是 ,那么 Bob 有 理由 相信 Oscar 做 了 什么 , 而且 
他 怀疑 这 条 信息 ， 当 然 ， 也 有 这 样 的 可 能 ，Oscar 正确 地 猜 到 了 ri (m)， 因 此 这 个 过 程 不 能 察觉 
Oscar 的 所 有 进攻 ， 然 而 ， 如 果 发 生 这 种 情况 的 可 能 性 很 小 而 且 与 发 送 的 实际 信息 无 关 ， 那 么 
Alice 和 Bob 将 感到 满意 . 

我 们 可 以 使 用 正 交 阵列 构建 识别 规则 ， 假 设 M 一 (1，2， pis C={1, 2, 5 n}, K= 
11，2，…， nè). BERE A IEP OAC, n), HIH K 的 元 素 索引 ， 而 列 由 M AY TCHR RAI. 
定义 ren) =a. 

如 果 Oscar 把 一 条 信息 (m，<) 发 送 给 Bob， 那 么 一 mx(zD) 的 概率 是 多 少 呢 ? 我 们 称 这 一 概率 
是 假冒 概率 (impersonation probability)， 我 们 可 以 假设 Oscar 知道 矩阵 A， 但 是 Oscar 不 知道 正 
在 使 用 哪 一 个 kE K， 给 定 m 和 c， 那么 A 的 mn? 行 中 有 n 行 i 可 能 使 得 am 一， 因此， 如 果 一 
ra (m) ,那么 Oscar 选中 某 行 i 使 得 ri(m) 等 于 c 的 概率 是 n/m 二 1/n， 因 此 ， 这 一 代码 使 得 Oscar 
每 n 次 只 有 1 次 机 会 假冒 Alice. 

如 果 Oscar 简单 地 用 另 一 条 信息 (m ，c 替换 掉 Alice 发 送 的 信息 (m，c)， 情 况 又 如 何 呢 ? 
AKIRE (deception probability) 是 使 crs(m) 的 概率 ， 换 句 话说 ， 欺骗 概率 是 这 样 的 概率 ， 
Bob 将 认为 他 接收 到 的 信息 是 可 信 的 ， 因 此 落 和 人 到 Oscar 的 欺骗 之 中 ，Oscar 看 到 了 Alice 发 送 的 
信息 (mm，c)， 所 以 他 知道 mm) 一 c， 但 是 他 不 知道 上 的 值 . 他 不 得 不 希望 m=. REF A 
的 任意 两 列 m 和 m ， 序 对 (c，c ) 正 好 出 现在 A 的 某 一 行 中 的 这 两 列 上 ， 在 A 中 存在 n 个 行 ， 这 
些 行 中 < 出 现在 列 m 上 因此， 如果 Oscar 随机 从 这 些 行 中 选 出 一 行 ， 那么 在 他 选取 的 行 中 出 
现在 列 m 上 的 几率 是 1/n， 因 此 ， 欺 骗 概率 是 1/n. 

Alice 和 Bob 所 选择 的 识别 码 依赖 于 他 们 希望 假冒 概率 和 欺骗 概率 小 到 什么 程度 ， 对 于 识别 
码 的 更 多 内 容 请 参见 Colbourn 和 Dinitz[1996]. a 


【 例 9. 9 门限 方案 和 秘密 分 享 】 存在 这 样 的 情形 ， 某 一 项 决策 或 行动 非常 敏感 ， 需 要 一 个 小 
组 里 的 若干 成 员 的 同意 例如， 发 动 核 攻击 的 保密 码 ， 或 银行 里 需要 若干 人 共同 打开 的 保险 库 等 
都 属于 这 一 情况 . 


507] 


508) 
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509] 


BID TARRE. 4 是 启动 某 项 行动 (例如 打开 保险 库 或 发 动 进攻 ) 的 密 钥 ，4 之 2 是 一 
个 固定 的 整数 ， 而 且 我 们 希望 确认 小 组 中 的 任意 9 个 人 可 以 一 起 决定 上 &， 而 小 于 q 的 任意 子 集 都 
做 不 到 这 一 点 .在 较 高 的 概率 下 实现 这 一 功能 的 方法 称 为 一 个 (9， 人 门限 方案 ((9， 户 ) -threshold 
scheme)， 固 定 一 个 钥匙 集合 K 并 确定 一 个 不 在 工 中 的 领导 ， 这 位 领导 给 每 一 个 人 关于 “的 部 分 
信息 ， 这 些 信息 来 自 于 部 分 信息 的 集合 P， 这 位 领导 必须 做 到 : 任意 9 个 人 的 部 分 信息 足以 计算 
出 &， 而 对 于 更 小 的 子 集 的 部 分 信息 则 不 能 做 到 这 一 点 .我 们 考虑 g=2 的 情况 . 

假设 K=P={1, 2, +, n), Ait A 是 一 个 正 交 阵列 OA(p 十 1， n). $ AWN p 列 与 参与 
者 联系 起 来 ， 而 把 最 后 一 列 与 钥匙 联系 起 来 .在 这 个 小 组 里 的 所 有 人 已 知 集合 A， 给 定 k€E K。 
设 Re 二 {i ai.p+1 一 } 是 由 最 后 一 项 为 的 那些 行 组 成 的 集合 。 这 位 领导 者 随机 选 出 某 行 i€ Res 
并 把 部 分 信息 ax 给 第 x 个 人 . 

A u 和 人 能 决定 钥匙 人 吗 ? 假设 “得 到 部 分 信息 pu 而 v 得 到 部 分 信息 po。， 因 为 存在 唯一 
一 行 i, (EIG an= pus an= pv, HV u 和 vw 能 决定 r， 因 此 能 够 寻找 到 ar,p+1， 这 就 是 他 们 所 需 
要 的 钥匙 

任何 一 个 人 w 只 基于 他 的 部 分 信息 pu 可 以 决定 k 吗 ? 对 于 钥匙 的 任意 可 能 值 ， 存 在 唯一 
的 行 i， 对 于 这 一 行 有 aw = pus aip Sk. A u( 如 果 不 与 其 他 人 分 享 信 息 ) 没 有 办 法 知道 n 个 
可 能 行 i 中 的 哪 行 是 正确 的 ( 即 被 领导 者 选中 的 那 行 )， 因 此 ， 只 基于 自己 的 部 分 信息 ，u 正确 地 
猜测 出 钥匙 的 概率 是 1/n， 因 此 ， 我 们 找到 了 能 以 较 高 的 概率 完成 工作 的 (2，p) 门 限 方案 

关于 门限 方案 和 秘密 分 享 的 更 多 内 容 可 以 参见 Colbourn 和 Dinitz[1996]. a 
本 节 练 习 
1. 对 于 表 9, 16 中 的 每 一 对 拉丁 方 ， 确 定 它们 是 否 是 正 交 的 . 

表 9.16 9.2 节 练习 的 拉丁 方 对 


3 4 

12 3] [123] 12 

231] |3 12 41 

321} [231] 2 3 
a) 

123456] [123456 
12345|[s1234 612345/|234561 
23451) |45 123 234561) |/561234 
34512) /3 4512 $6123 4//3 45612 
4512 3) 1/23 451 34561 2//45612 3 
si 25 4) [12345 456123] [612345 


o) d) 


2. 验证 表 9. 11 的 三 个 拉丁 方形 成 一 个 正 交 族 . 

3. 对 于 表 9. 17 中 的 每 一 个 拉丁 方 族 ， 确 定 它 是 否 是 正 交 的 . 

4. 假设 A 是 一 个 nxXn 拉 丁 方 ,对 于 下 面 的 各 操作 ， 确 定 其 结果 是 否 产 生 一 个 新 的 拉丁 方 . 
(a) 在 2 和 4 出现 的 任何 地 方 互 换 2 和 4. 
《b) 用 每 一 行 的 逆 置 替换 该 行 . 
(OM A fe BBR A. 
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g 


RINT 9.2 节 练习 的 拉丁 方 族 


1 3 2 4 3142 24 1 3 
3 1 4 2 241 3 1 3 4 2 
241 3 1324 314 2 

liz 3 1 4 2 3 1 itsi 
a) 

| 3 s ASEF S a s| E Ss 

234 5 2|j34 5 1 2]/5 1 2 3 4 

{3 4 5 12 js 12a a{[as 125 

43 1 2 sff2 34 5 1]/3 4 5 1 2 

ls 1234 les 1 2 3}]2 3 4 521 

b 


， 对 于 下 列 各 数 "， 你 能 够 确定 存在 秩 为 ”的 3 个 拉丁 方 的 正 交 族 吗 ? 为 什么 ? 


(a)n=12 (b)n=17 (n= 21 (dn=24 
(Dn=36 (g)n=55 (n= 
(n= 161 (Dn=220 (k)n=369 (Dn=539 


, 如 果 mw 一 539， 证 明 存 在 秩 为 ”的 10 个 两 两 正 交 的 拉丁 方 集合 . 

+ 如果 n= 130， 存 在 秩 为 ”的 止 交 拉丁 方 对 吗 ? 为 什么 ? 

,是否 存在 秩 为 12 的 正 交 拉丁 方 对 ? 为 什么 ? 

如果 n 能 被 4 整除， 你 能 否 (利用 我 们 给 出 的 定理 ) 肯 定 是 否 存在 三 个 秩 为 n 的 两 两 正 交 的 拉丁 方 集合 ? 


给 出 你 的 理由 . 


.对 于 表 9. 18 所 示 的 秩 为 5 的 拉丁 方正 交 族 ， 利 用 定理 9. 1 的 证 明 过 程 重新 排列 元 案 使 得 每 一 个 拉丁 方 


的 第 一 行 是 12345. 


表 9.18 拉丁 方 的 正 交 
5123 4) (45123) [3 451 2) [23451 
45123 多 人 各 下 | 下 二 EEE 
34512||512314 23451] 45123 
23451] |3 4512! |4512 3! |s1234 
1234s) [12345) [12345] [12345 


. 假设 两 个 正 交 的 8X8 拉丁 方 都 以 87654321 作为 第 一 行 . 


《a) 它 们 是 否 有 可 能 有 相同 的 2，4 项 ? 
(b) 关 于 每 一 个 拉丁 方 都 以 87654321 作为 第 一 行 的 8X8 两 两 正 交 拉 丁 方 的 可 能 数量 ， 你 的 答案 告诉 你 
什么 信息 ? 


.假设 两 个 正 交 的 7X7 拉丁 方 都 以 1234567 作为 最 后 一 行 . 


(a) 这 两 个 拉丁 方 能 有 相同 的 1，3 项 吗 ? 
(b) 关 于 每 一 个 拉丁 方 都 以 1234567 作为 最 后 一 行 的 7X7 两 两 正 交 拉丁 方 的 可 能 数 基 ， 你 的 答案 告诉 
你 什么 信息 ? 


.假设 两 个 正 交 的 4X4 拉丁 方 都 以 1234 作为 它们 的 主 对 角 线 . 


(a) 它 们 能 有 相同 的 2，3 项 吗 ? 
(b) 关 于 每 一 个 拉丁 方 都 以 1234 作为 主 对 角 线 的 4X4 两 购 正 交 拉 上方 的 可 能 数量 ， 你 的 答案 告诉 你 什 
么 信息 ? 


利用 表 9. 14 的 拉丁 方 寻 找 秩 为 12 的 正 交 拉 丁 方 对 . 
寻找 秩 为 9 的 正 交 拉丁 方 对 . 
,如果 存 在 秩 为 n 的 正 交 拉 丁 方 对 ， 且 A 是 秩 为 ”的 拉丁 方 ，A 不 一 定 是 某 个 正 交 拉丁 方 对 中 的 成 员 . 


给 出 一 个 对 此 加 以 解释 的 例子 . 
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17. 给 定 表 9. 15 的 OA(4，3)， 根 据 该 数组 寻找 两 个 正 交 拉 丁 方 . 

18. 给 定 表格 9. 15 的 OA(5，4)， 根 据 这 个 阵列 寻找 三 个 两 两 正 交 的 拉丁 方 

19. 给 出 表 9. 10 的 两 个 正 交 的 拉丁 方 ， 寻 找 对 应 的 正 交 阵列 OAO. 4), 

20. 给 定 表 9. 13 的 三 个 拉丁 方 的 正 交 族 ， 寻 找 对 应 的 正 交 阵 列 DA(5，4). 

21. 完成 定理 9. 7 的 证 明 . 

22, 对 于 下 列 的 哪 一 组 p 和 WA. FE OA. n)? 

(a)p=3, n=81 (b)p=4, n=6 (Op=4, n=63 

23. (Stinson[2003]) 

(a) ME Alice 与 Bob 传送 200 条 可 能 的 信息 ， 而 且 要 确保 把 Oscar 所 做 的 假冒 概率 限制 到 小 于 1/1000, 
解释 一 个 正 交 阵 列 OA(200，1009) 是 如 何 帮助 他 们 的 

《b) 证 明 存在 这 样 的 正 交 阵 列 . 

《c) 解 释 为 什么 在 OA(200，1009) 中 不 使 用 小 于 1009 的 数 ? 

24. 在 例 9. 8 中 ,假设 Oscar 有 把 可 能 的 钥匙 限制 到 一 个 大 小 为 的 固定 子 集 上 的 信息 ， 这 一 信息 是 如 何 改 

变 假冒 概率 的 ? 

(Stinson[2003]) 

(a) 如 果 一 个 10 入 小 组 想 要 建立 一 个 (2，10) 门 限 方案 ,并 保证 任何 人 能 够 猜测 到 这 个 密 钥 的 概率 小 于 
1/100, 解释 一 个 正 交 阵列 OA(11，100) 是 如 何 实现 这 一 点 的 

《b) 证 明 存在 这 样 的 正 交 阵列 . 

«(Stinson 1990，2003]) 在 例 9. 8 中 ， 假 设 使 用 识别 规则 的 方法 ， 但 是 不 假设 这 一 规则 是 由 正 交 阵列 决定 
的 ， 证 明 假 骨 概率 至 少 总 是 1/ | C | ， 而 且 这 个 概率 等 于 1/ | C | 当 且 仅 当 对 于 所 有 mE M, cEC 有 
| {ke nm ee) | =| KI/ICI. 

. (Stinson[1990，2003]) 对 于 练习 26 的 情况 ,假设 假 明 概率 是 1/ | C | ， 证 明 欺 骗 概率 至 少 是 1/ | C | ， 

而 且 它 等 于 1/ | C | 当 且 仅 当 对 于 所 有 m m EM, C, cE CH | (ks nGm=c} Maks nm )=c'} | 
IKI/ICI. 

《Stinson[1990，2003]) 对 于 练习 26 的 情况 ， 证 明 如 果 | M| =p. | C| =n， 且 如 果 假 骨 概 率 和 欺骗 

概率 都 等 于 1/n， 那么 | K | >r, HIK | =n? 当 且 仅 当 识别 规则 定义 一 个 正 交 阵 列 OA(p，n) 的 行 

《这 就 是 证 明正 交 阵 列 给 出 最 小 化 所 需 钥 是 数量 的 识别 规则 ). 


9.3 ”有 限 域 与 拉丁 方 族 S 


本 节 的 目标 是 给 出 定理 9.2 的 一 个 构造 性 证 明 ， 也 就 是 说 ， 如 果 mn 二 1， 且 对 于 某 个 素数 
be 7 二 从， 那么 存在 秩 为 n 的 完全 正 交 拉丁 方 族 . 我们 先 从 数学 预备 知识 开始 
9.3.1 模 算术 

只 有 有 限 多 个 数 的 算术 是 组 合 设计 构造 的 基础 。 它 们 在 计算 中 也 很 重要 ， 其中， 所 考虑 的 整 
数 集合 的 大 小 存在 实际 界限 。 本 小 节 介绍 只 有 有 限 多 个 元 素 的 算术 的 简单 例子 ， 即 模 算 术 ， 在 
9. 3. 3 节 中 ， 我 们 介绍 只 有 有 限 多 个 元 素 的 算术 的 一 般 概念 ， 即 有 限 域 的 概念 ， 然 后 我 们 使 用 有 
限 域 构造 完全 正 交 拉丁 方 族 . 模 算术 和 有 限 域 构成 计算 机 上 取 一 个 位 串 且 生 成 男 一 个 位 串 的 位 
移 寄 存 器 操作 的 基础 ， 关 于 此 应 用 的 讨论 ， 可 以 参见 Fisher[1977]. 

我 们 考虑 一 个 整数 除 以 3 时 的 余数 ， 我 们 发 现 


25. 


2 


2 


2 


Gd 


0=0X3+0, 1=0X3+1, 2=0X3+2, 
3=1X3+0, =1X3+1, 5=1xX3+2, 
6=2xX3+0, 7 一 2X3 十 1， 8 一 2X3 十 2， 


9=3X3+0, 10=3xX3+1, 11=3X3+2. 


合 ” 跳 过 本 节 不 会 失去 连续 性 ， 作 为 一 种 选择 ， 访 者 可 以 阅读 9. 3. 5 节 之 外 的 所 有 内 容 . 
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余数 总 是 0，1，2 中 的 一 个 . 我们 说 两 个 整数 Alb 模 3 同 余 (congruent modulo 3), 写作 a 三 
bmod 3) ,如 果 它们 整除 3 时 余数 相同 ， 例 如 ，2 三 5Cmod 3), 1=7(mod 3)， 一 般 地 ， 如 果 a. b 
Hn 都 是 整数 ,我 们 说 a 与 5 Rn AR, 写作 a 三 b(mod n)， 如 果 a Mb 整除 n 时 余数 相同 ， 例 
An, 29=17(mod 4), PA 29=7 +441 而 17 二 4*4 十 1。 我 们 每 天 看 钟 时 使 用 的 就 是 模 12 同 余 . 
钟 的 指针 表示 时 间 模 12， 类 似 地 ,汽车 的 里 程 计 给 出 汽车 跑 过 的 里 程 数 模 1 000 000( 这 个 数 的 选 
取 依赖 于 汽车 的 品牌 和 型 号 ). 

尽管 模 算术 很 完美 且 很 有 效 ， 但 是 软件 系统 的 一 个 主要 的 麻烦 就 是 由 它 所 引起 的 ， 千 年 贝 
问题 (Y2K) 的 发 生 就 归 因 于 计算 机 软件 的 内 在 工作 方式 ， 很 多 软件 开发 者 在 记录 年 代 时 使 用 两 位 
数字 指示 器 ;前 提 假 设 是 20 世纪 . 例如， 使 用 2/17/59 中 的 59 表示 1959 年 ， 因 此， 这 两 个 数 
字 是 模 100， 在 2000 年 当 Y2K 问题 被 认 清 时 ， 它 才 为 众人 所 知 ， 当 使 用 00 时， 软件 无 法 区 分 它 
表示 的 是 1900 年 还 是 2000 年 . 

现在 我 们 固定 一 个 数 n， 并 考虑 整数 的 集合 Z, 二 10，1，2…，n 一 1)， 每 一 个 整数 都 与 集合 
Zn 中 的 一 个 整数 模 m 同 余 ， 如 果 我 们 把 集合 Z 中 的 两 个 整数 相 加 ， 那 么 它们 的 和 不 一 定 还 在 
Zu 中 ， 然 而 它们 的 和 与 Z 中 的 一 个 元 素 同 余 ， 在 进行 模 加 法 (modular addition) 时 ， 如 果 a Alb 
在 Z, 中 , 我们 定义 a+65 是 Z 中 的 一 个 数 ， 它 与 ac Md 的 一 般 和 模 ” 同 余 ， 例 如 ， 假 设 x 一 3， 
那么 2 十 2 一 4 是 一 般 算术 的 和 ， 而 这 个 和 与 1 同 余 模 3， 关 此 在 模 3 加 法 中 ，2 十 2 是 1， 类 似 地 ， 
1+2 是 0，! 十 1 是 2， 在 模 4 加 法 中 ，3 十 3 是 2，2 十 2 是 0， 模 乘法 的 运算 方式 类 似 ， 如 果 a b 
HE Zn 中 ， 我 们 定义 aXb 是 Zs 中 的 一 个 整数 ， 这 个 整数 与 a 和 6。 的 一 般 积 模 ” 同 余 ， 例 如 ， 在 
模 3 乘法 中 ，2X2 等 于 1， 因 为 2 与 2 的 一 般 积 是 4， 而 4 与 1 模 3 同 余 ， 类 似 地 ， 在 模 4 乘法 
中 ，3X3 等 于 1，2X2 等 于 0. 

我 们 可 以 通过 给 出 加 法 表 和 乘法 表 概括 Z 上 的 运算 (operation) 十 和 X， 表 9. 19 和 表 9. 20 
分 别 给 出 了 n=2 和 "一 3 时 的 加 法 表 和 乘法 表 ， 在 这 些 表 中 ，2Z, 的 元 素 以 相同 的 顺序 列 在 行 和 
列 上 ， 而 且 对 应 于 a 的 行 、5 列 处 的 项 是 a 十 b 或 aXb， 取 决 于 表 . 


表 9.19 Z 上 模 2 NMRA EER 表 9.20 Z 上 模 3 的 加 法 和 乘法 运算 
Fjo 1} [xlIo 7 +[0 1 2|[x[o 7 2 
olo 1|fofo o [ofo 1 2}fofo o0 o 
1 1 0 1|0 1 1 1 2 0 1), tg 
ra 2|2 o 1}]|2]o 21 


9.3.2 WARA RSA BB RO 

在 因特网 上 发 送 敏感 信息 (例如 ， 信 用 卡号 码 ) 使 密码 受到 了 很 大 的 关注 ， 所 谓 的 密码 是 以 隐 
藏 信息 为 目的 的 代码 (一 旦 信息 被 隐藏 ， 它 就 可 以 被 编码 以 保证 正确 传输 并 解码 ， 编 码 理论 ， 特 
别 是 错误 校正 和 错误 检测 代码 是 第 10 章 的 课题 )， 我 们 将 描述 * 公 钥 密码 系统 ”"， 这 一 系统 是 基于 
Diffie 和 Hellman[1976] 的 工作 ， 由 Rivest, Shamir 和 Adleman[1978] 所 创建 的 ， 现 在 被 称 为 
RSA，RSA 已 在 7. 1. 3 节 中 讨论 过 . 

假设 你 需要 把 你 的 信用 卡号 码 通过 因特网 传送 给 一 家 零售 店 .那么 你 将 如 何 改变 这 一 号 码 
(加密 )， 使 得 当 这 一 传输 被 其 他 人 读 取 时 ， 无 法 获取 这 一 号 码 呢 ? 这 一 问题 的 答案 要 以 素数 和 模 
算术 为 基础 . 

首先 ， 我 们 需要 一 个 关于 素数 的 定理 . 

定理 9.8( 费 马 小 定理 ) 如 果 户 是 一 个 素数 ， 工 是 一 个 正 整数 ， 而 且 zx 三 0( 模 记 )， 那 么 


© ”本 小 节 取 自 Hill[1991]， 可 以 跳 过 . 
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Pt = 1(mod p). 

TERS ”考虑 集合 A 一 {lz，2z，3z，…，(p 一 1)z}、A 的 元 素 模 p 互 不 相同 (为 了 弄 清 这 
一 点 ,假设 下 面 的 内 容 不 成 立 ， 即 对 于 I<iAj<p—1, 有 iz=jx(mod p)， 因 为 zx 天 0(mod p), 
所 以 x FE, FEW ! 乘 以 等 式 的 两 边 得 到 =j(mod p)， 这 意味 着 i 二 j， 因 为 1<&i, j<p; 
这 是 矛盾 的 )。 同 样 ， 因 为 < 天 0(mod p)， 所 以 A 的 每 一 个 元 素 这 天 0(mod p), AH 1<i<p—1. 
因此 ，{1z(modp) ，2z(modp)，…，(p 一 1D)z(modp)} 一 人 1，2，…，z 一 1}，、 因 此 有 下 式 : 

(1z)(2z)…(( 力 一 Dz) = (1X2) (p — 1) (mod p), 


或 者 
(p= 12?! = (p— D!(mod p). 

TA, (P-D! ACmod p), MUCCP— DIFE. HERP at RUC p— DI] seme 
WE. a 

为 了 使 用 RSA， 商 店 选择 两 个 不 同 且 非常 大 的 素数 p 和 g， 然 后 计算 r= pg， 并 确定 两 个 正 
整数 s 和 4 使 得 有 

a = L(mod(p— 1)(g—1)), 

即使 得 对 于 某 个 整数 2 了 有 st 二 j(p 一 1)(q 一 1 十 1， 于 是 商店 公开 x 和 s( 因 此 就 有 了 术语 公 钢 
(publickey))， 作 为 一 个 例子 ， 假 设 商店 选择 了 素数 p=37 和 g 二 23， 这 时 , r=37 + 23=851, 
而 这 家 商店 可 以 选择 s=5 和 :一 317， 因 为 有 ， 
317= 1585 = 2(36)(22) 十 1 = 2(37 一 1)(23 一 1) 十 1 

三 1[mod(37 一 1)(23 一 1)]. 
(选择 其 他 s 和 + 也 是 可 以 的 ， 然 而 ， 应 该 避免 选择 1. ) 重 要 的 是 要 注意 到 商店 不 公开 pe gq 或 1， 
而 只 公开 ~ 和:. 

在 因特网 上 传输 你 的 信用 卡号 码 之 前 ， 为 了 加 密 你 的 信用 卡号 码 »， 你 要 计算 并 传输 ; 

m= n (mod r). (9.2) 

此 时 出 现 两 个 问题 ，(1) 如 果 某 和 人 偷窃 了 这 个 数 m, WAT ERER n? (2) 当 
商店 接受 到 这 个 数 m， 那 么 他 们 如 果 何 计算 (解密 ) 你 的 信用 卡号 码 n? 这 两 个 问题 都 很 重要 . 

商店 计算 m 《mod r) 并 利用 费 马 小 定理 (定理 9. 8) 确 定 你 的 信用 卡号 公允 注意， 为 了 解密 ， 
实质 上 ， 商 店 只 需要 ct 因为 根据 等 式 (9. DA mw 三 mx (mod 1) Fl nt =DD, EFR, 如 
果 nFOCmod p)， 那 么 根据 费 马 小 定理 (定理 9.8)， 有 WP 7D(9-D+1 一 (op-1)79 n= mod p). 
WH n 三 0(mod p), 那么 一 定 有 WO PG DH =n(mod p). 无 论 哪 种 情况 ，p 一 定 是 
Wi DOD n 的 因子 ， 类 似 地 ,4g 也 一 定 是 w2-D9-D+1 一 n 的 因子 ， 因 为 p Ag 是 不 同 的 
素数 ， 且 有 r=pq. FLL 


5。 


WD D+ = n(mod r) = n, 

这 就 是 你 的 信用 卡号 码 ， 只 要 你 的 信用 卡号 码 不 大 于 ~ 因为 这 个 系统 的 安全 是 基于 非常 大 的 
的 使 用 的 ， 所 以 >r 的 情况 不 会 出 现 . 

事实 上 ， 整 个 系统 的 安全 性 依赖 于 1 的 无 效 性 .因为 + 和 s 是 公开 的 ， 为 什么 想 偷 你 信用 卡 
号 码 的 人 不 能 从 它们 推断 出 上 呢 ? 答案 在 于 事实 上 这 需要 原始 素数 p Ag 的 信息 ， 即 分 解 成 
一 加 的 能 力 ， 然 而 ， 素 数 因子 分 解 是 一 个 难题 .事实 上 ， 根 据 2. 18 节 中 的 表 记 法 ， 它 是 典型 
的 NP 完全 问题 .对 于 我 们 的 例子 ，r 一 851 的 因子 分 解 不 需要 太 长 的 时 间 ， 但 是 如 果 素 数 户 和 9 
的 每 一 个 都 是 100 位 数 ， 那 么 即便 是 使 用 当今 (2003 年 ) 最 好 的 算法 和 最 快 的 计算 机 分 解 大 约 有 
200 位 数 的 ~ 也 是 不 可 行 的 (Stinson[2003])、 所 以 ， 只 要 没有 发 现 复杂 度 是 多 项 式 的 素数 因子 分 


日 ”这 一 证 明 可 以 跳 过 ， 这 一 证 明 利用 了 在 此 没有 详细 并 述 的 著名 的 模 算术 的 性 质 ， 另 一 种 证 明 见 练习 9. 
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解 的 确定 性 算法 ( 且 信 用 卡号 码 不 得 超过 200 位 )， 那 么 RSA 密码 系统 就 是 安全 的 8S、 更 多 关于 
密码 和 RSA 的 内 容 ， 可 以 参见 Garrett[2001]、Joye 和 Quisquater[ 1998], Kaliski[ 1997]、 
Koblitz[1994], Menezes, van Oorschot 和 Vanstone[1997]、Salomaa[1996] 和 Sloane[1981]. 
9.3.3 有限 域 GF( p*) 

接 下 来 ,我 们 考虑 9. 3. 1 节 所 介绍 的 模 算术 的 扩展 . 假设 X 是 一 个 集合 ，X 上 的 一 个 二 元 
运算 (binary operation)o 是 一 个 函数 ， 它 给 X 上 的 每 一 个 元 素 序 对 指定 X 的 另 一 个 元 素 ， 通 常 记 
为 ao， WWM, WMR X 是 整数 集合 ， 那 么 十 和 X 定 义 X 上 的 二 元 运算 .如 果 和 是 一 个 有 限 集合 ， 
我 们 能 够 通过 给 定 一 个 诸如 表 9. 19 和 表 9. 20 那样 的 表 定义 X 上 的 二 元 运算 o. 

域 (field) 丰 是 一 个 三 元 组 (CF， 十 ，X)， 其 中 下 是 一 个 集合 ， 而 十 和 X 是 下 上 的 二 元 运算 (不 

- 定 是 通常 的 十 和 X 运 算 )， 且 有 某 些 特定 的 条 件 成 立 ， 这 些 条 件 如 下 : 
条 件 FUG AS. 对 于 下 中 的 所 有 a，b，a 二 b 和 a Xb 都 在 F 中 . 
条 件 F2( 结 合 性 ). 对 于 下 中 的 所 有 a，6，c， 有 

a 十 (6 十 c) =(at+b)+e, 
aX(bX)= (aXb)xe. 

条 件 F3( 交 换 性 ). 对 于 下 中 的 所 有 a，b， 有 


atb=b+a, 
aXxb=bXa. 

条 件 F4( 单 位 元 ). 

WDF 中 存在 一 个 元 素 ， 记 为 0 并 称 为 加 法 单位 元 ， 使 得 对 于 下 中 所 有 a， 有 
a+0=a. 

(b) 下 中 存在 一 个 不 同 于 0 的 元 案 ， 记 为 ! 并 称 为 乘法 单位 元 ， 使 得 对 于 下 中 的 所 有 a， 有 
axl=a. 

条 件 F5( 逆 ). 

(a) 对 于 下 中 的 所 有 a， 下 中 存在 一 个 元 素 ， 称 为 a 的 加 法 逆 ， 使 得 有 
a+b=0, 

《b) 对 于 下 中 的 所 有 a， 且 a 了 0， 下 中 存在 一 个 元 素 5， 称 为 a 的 乘法 道 ， 使 得 有 
axb=1. 


条 件 F6( 分 配 性 ). 对 于 下 中 的 所 有 a, b, c 有 
aX (+0) = (axb) +(axo. 
[条 件 Fl、F2、F4 和 FS 说 明 (F， 十 ) 在 第 8 章 的 意义 下 是 一 个 群 ， 同 时 ， 如 果 F’=F—{0}, OB 
么 上 面 这 些 条 件 也 说 明 (F 已 ，X ) 是 一 个 群 ， 因 为 我 们 能 够 证 明 如 果 AO 或 5 天 0， 那 么 aXb 不 等 
于 0， 而 且 我 们 还 能 证 明 a 的 乘法 逆 不 等 于 0]， 注意， 从 条 件 FI 一 F6 可 以 证 明 一 个 元 素 a 的 加 
法 逆 和 乘法 逆 分 别 是 唯一 的 ;它们 分 别 记 作 一 a Mal. 
下 面 是 一 些 域 的 例子 . 


O 在 7.1.3 节 ,我们 注意 到 近来 的 工作 已 经 证 明 验证 一 个 整数 是 否 是 素数 的 问题 可 以 高 效 地 完成 ( 即 在 多 项 式 时 
间 内 完成 )， 尽 管 这 结果 不 能 说 明 把 一 个 数 有 效 地 因子 分 解 成 素数 的 可 能 ,但 是 它 的 确 引起 关于 这 样 的 因子 
分 解 是 否 可 能 的 争论 。 这 是 一 个 关键 问题 ， 因 为 因子 分 解 的 困难 程度 是 密码 学 的 核心 问题 . 

O 我 们 尽量 简单 地 讨论 域 ， 没 有 这 方面 知识 背景 的 读者 可 以 参见 Dornhoff 和 Hohn[1978]、Durbin[1999]、Fisher 
[1977], Gilbert 和 Gilbert[1999] 上 的 初步 讨论 . 

© 实际 上 ， 条 件 Fl 在 运算 的 定义 下 是 显然 的 . 


加 
la) 
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1. (Re, +, X), 其 中 Re 是 实数 集合 ， 而 十 和 XX 就 是 通常 的 加 法 和 乘法 运算 . 

2.(Q,， +, X), HP Q 是 有 理 数 的 集合 ， 而 十 和 XX 就 是 通常 的 加 法 和 乘法 运算 . 

3.(C, 十 ，X)， 其 中 C 是 复数 的 集合 ， 而 十 和 X 是 通常 的 加 法 和 乘法 运算 . 
然而 ，(Z,， 十 ，X)， 其 中 Z 是 整数 的 集合 ， 而 十 和 X 是 通常 的 加 法 和 乘法 运算 ， 不 是 一 个 域 . 
条 件 FI 一 F4 和 条 件 F6 成 立 ， 但 是 条 件 FS 的 (b) 不 成 立 ，Z 中 不 存在 5 使 得 2X6b==1. 

现在 ， 我 们 考虑 一 些 有 限 域 (finite field) HAF. 即 下 是 一 个 有 限 集合 的 域 . 考虑 
(Zo, +. X), 其 中 十 和 XX 是 模 2 的 运算 .那么 容易 验证 ， 它 是 一 个 域 . 注意 ，0 和 1 分 别 是 加 
法 和 乘法 的 单位 元 ，1 的 加 法 逆 是 1， 因 为 1 十 1 一 0，! 的 乘法 逆 是 1， 因 为 1X1=1. 

类 似 地 ，(Z3， 十，X ) 是 域 ,其 十 和 XX 是 模 3 的 ， 加 法 和 乘法 的 单位 元 分 别 还 是 0 和 1， 注 
意 2 的 加 法 递 是 1， 因为 2 十 1 二 0，2 的 乘法 逆 是 2， 因 为 2X2=1. 

在 模 加 法 和 模 乘 法 下 ，Z 总 是 域 吗 ? 这 一 问题 的 答案 是 否定 的 考虑 Z5， 我 们 有 3X20, 
如 果 Zs 在 模 6 的 加 法 和 乘法 下 是 域 , 设 27! 表示 2 的 乘法 逆 ， 我 们 有 

(3Xx2)X2 一 0X2-1 一 0. 


然而 ， 
(3X2)X21=3x(2K21)=3x1=3, 

我 们 得 出 0 一 3 的 结论 ， 这 是 矛盾 的 . 

定理 9.9 sf n>2, SARS n RAMA Z, 在 模 nn 的 加 法 和 来 法 运算 下 是 域 . 

定理 9.9 的 证 明 留 作 练习 (练习 16). 

我 们 通过 下 面 的 问题 来 结束 本 小 节 : 对 于 什么 样 的 wx， 存在 nn 个 元 素 的 有 限 域 ? 我 们 将 给 出 
一 个 明确 的 回答 ， 注 意 ， 根 据 定理 9.9，Z4 在 模 加 法 和 乘法 下 不 定义 一 个 域 ， 然 而 ， 可 以 在 
40，1，2，3} 上 定义 加 法 和 乘法 ， 使 其 形成 一 个 ” 表 9.21 MERNE GF ) 的 加 法 和 笠 法 表 
域 ， 例 如 ， 表 9. 21 给 出 了 这 样 的 运算 ， 这 些 运 +]0 12 3 E 
算 定义 域 的 验证 留 作 练习 (练习 17)( 熟 悉 代 数 的 
读者 可 以 通过 设 2=w A 3 一 1 十 zw， 并 在 下 面 定 
义 的 2 元 素 有 限 域 GF[2] 上 做 模 不 可 约 多 项 式 
1 十 w 十 ww 的 加 法 和 乘法 ， 就 可 以 推导 出 这 些 
表 )， 实 际 上 用 于 很 多 大 型 计算 机 上 的 二 进 制 数 的 算术 ， 都 是 基于 某 个 的 Zz 的 (这 里 ，n= 2). 
关于 这 一 特殊 算术 的 讨论 可 以 参见 Dornhoff 和 Hohn[1978], Hennessy 和 Patterson[ 1998, 
Ch. 4], Patterson 和 Hennessy[1998，Appendix A]. 

WR "一 6， 不 可 能 在 ”个 元 素 的 集合 如 (0，1，2，3，4，5} 上 定义 加 法 和 乘法 ， 使 其 成 为 
一 个 有 限 域 ， 这 一 情况 概括 为 定理 9. 10. 

定理 9.10 RF, 十 ，X) 是 一 个 有 限 域 ， 那 么 存在 素数 p FO ERME RAP A pt 个 元 
素 . 反之 ,对 于 所 有 素数 户 和 正 整 数 k， 存 在 有 pH 个 元 素 的 有 限 域 . 

我 们 可 以 在 大 多 数 现代 代数 学 的 书 中 找到 这 一 定理 证 明 : 例如 ， 上 一 页 第 二 个 脚注 中 的 任 
意 参 考 资料 中 都 有 此 定理 的 证 明 . 可 以 证 明 对 于 素数 p 和 正 整 数 k， 在 同 构 的 意义 下 9， 存 在 唯 
一 一 个 有 pt 个 元 素 的 域 ， 这 唯一 的 大 PIER MIC GEC pt) (FE GF Ra TR, BUH 
名 数学 家 Evariste Galois 的 名 字 命 名 的 ， 他 为 现代 代数 学 的 发 展 竟 定 了 基础 ). 


we wo 
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名 ”两 个 域 FF 和 5 同 构 ， 如 果 存 在 从 三 到 9 上 保持 加 法 和 乘法 的 一 一 映射 
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9.3.4 X n ERAR, nxn 拉丁 方 的 完全 正 交 族 的 构造 

现在 ,我 们 给 出 nXn 拉 丁 方 的 完全 正 交 族 的 构造 方法 ， 对 于 素数 p MERK, K n>. 
这 一 方法 适用 于 n= pt 时 的 情况 .这 将 证 明定 理 9.2. BRO. bzs ory bn n= p 个 元 素 的 有 限 
域 GF(n) 的 元 素 ， 设 bh 是 这 个 域 的 乘法 单位 元 ， 而 如 是 加 法 单位 元 ， 对 于 e 二 1,，2,…,n 一 1， 
通过 下 式 定义 wnXn 数 组 A 中 二 (a ): 

aff? = (be X bi) +b). (9.3) 
其 中 十 和 X 是 域 GF(m) 的 运算 .在 9. 3. 5 节 ， 我 们 将 证 明 AO -PATH HAM, AP, eu 
At- 是 正 交 族 ， 因 此 ， 如 果 >l, 我们 就 得 到 nXn 拉丁 方 的 一 个 完全 正 交 族 . 例如 ， 如 果 
n==3, 我 们 利用 GF(3)， 其 加 法 和 乘法 运算 是 如 
表 9. 20 定义 的 模 3 加 法 和 乘法 .我 们 设 b =1, 
bn =2, bs =OGCHE. bı 被 选 作 乘 法 单位 元 ，b。 
被 选 作 加 法 单位 元 )， 于 是 , 我 们 发 现 AVD 和 An - | ol | ao = 
A hK 9.22 给 出 。 例 如， 为 了 弄 明白 A” 的 BA l 
项 1，2 是 如 何 计算 的 ， 注 意 
(如 Xb) 十 名 一 (2X1D 十 2 一 2 十 2 一 1 

很 容易 直接 验证 表 9. 22 的 AV MAS 是 拉丁 方 ， 且 它们 是 正 交 的 . 

作为 另 一 个 例子 ， 假 设 "一 4 于是， 我 们 利用 GF(4) 一 GF(22)， 其 运算 是 表 9. 21 给 出 的 加 
HARA. HO =1, be =2. bs =3, bi 二 0， 并 利用 (9. 3) 式 我 们 得 到 表 9. 23 所 示 的 三 个 两 两 正 
交 的 拉丁 方 ， 为 了 看 清 这些 项 是 如 何 得 到 的 ， 注 意 

aS? = (bs Xb) +b = (3X 2)4+3=143=2, 

在 上 面 的 计算 中 ， 我 们 使 用 了 表 9. 21 的 加 法 和 乘法 规则 . 


表 9.22 根据 (9.3) 式 由 有 限 域 GF(3) 定 义 的 
ERHTA AMA” 
207 


12 
0 1 
2 0 
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9.3.5 当 n=p* 时 ， 完 全 正 交 族 的 构造 的 证 明 S 
为 了 证 明 9. 3. 4 节 的 构造 方法 ， 我 们 首先 一 般 地 证 明 如 果 AO 是 由 (9. 3) 式 定义 的 ， 那 么 它 
是 拉丁 方 ， 假 设 ai 一 ex， 于 是 
(be X bi) +b; = (be X bi) + be. (9.4) 
在 (9.4) 的 等 式 两 边 加 上 (5 Xb; RIMER co FEET AEA AE ACE. RATT 
(o+[ (be Xb)+b)= (C+ X bi) + Ds 
(Let (be X b+ by) = (Let Cbe X bid] + bi), 
O+b;=O+b, 


因此 ， 同 一 行 的 所 有 元 素 都 是 不 相同 的 - 
ETK, Bal aP. FE 


名 ”本 小 节 可 以 跳 过 - 


BE] 


J 


同 
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(be X bj) +b: = (be X bi) +63. (9.5) 
在 等 式 (9. 5) 的 两 边 加 上 b: 的 加 法 效 ， 并 利用 加 法 的 结合 性 ， 我 们 得 到 
be X bj = be X br. 9.6) 


现在 ,我 们 用 be WRB a 乘 以 等 式 (9.6) 的 两 边 ， 因 为 b 隆 0， 所 以 它 的 乘法 逆 存 在 ， 并 利用 X 
运算 的 交换 性 和 结合 性 ， 我 们 得 到 . 


aX (be X bj)= aX (be X be) 
Ca X be) X bj = (aX be) X brs 
1Xbj=1X bes 
bj= bee 
j=k. 
因此 ， 同 一 列 的 所 有 元 素 都 是 不 相同 的 ， 于 是 我 们 得 出 ACO 是 拉丁 方 的 结论 , 


最 后 ,我 们 证 明 对 于 ef，A‘" 和 A 人 是 正 交 的 .假设 
Ca? a) = (aff af?). 


那么 

ap =a? 和 aP =a, 
所 以 

(be X bi) +bj = (be X bi) +r (9.7) 
A 

(by X bi) +b; = (by X be) +b (9.8) 


使 用 域 的 性 质 ， 我 们 可 以 从 (9. 7) 式 减 去 (9. 8) 式 ， 即 我 们 把 (9. 8) 式 两 边 的 加 法 逆 分 别 加 到 (9.7) 
式 的 两 边 ， 于 是 得 到 
(be X bi) — (bf X bi) = Cbe X be) — (bf X beds 
ERB- RR Ate. FR ER. REE 
(be — br) X bi = (be — by) X bi, (9.9) 

Ra, AeA, BUA (be bA, BELA — bp) PREM. MARAR. DH 
两 边 ， 我 们 得 到 等 式 

bi = bee 
因此 

isk. 
此 时 ，(9. 7) 式 给 出 下 面 的 等 式 : 

(be X bi) + by = (be X bi) + br 

从 这 一 等 式 ， 我 们 得 到 

b= bi 

j=l. 
因此 有 i=k j=l, RNAI AS MAY 是 正 交 的 . RRWMT AY. AD, ov, 
ACH) EÈ nXn HLT Py HIE SEH AY TEA. 
ADEA 
1. 对 于 下 列 每 一 组 a Mn 的 值 ， 确 定 {10，1，2，…，zn 一 1} 中 的 一 个 数 5， 使 得 a 三 b(mod n). 

(a)a=37, n=5 (b)a=42, n=3 (da=8, n=10 
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(d)a=11, n=9 (ea=625, n=71 (Da=1652, n=7 
2. 对 于 下 列 每 一 组 a. b 和" 的 值 ， 利 用 模 "的 加 法 和 乘法 计算 < 十 和 a Xb 
(a)a=2, b=4, n=4 (b)a=4. b=5, n=12 (c)a=5, b=6, n=9 
(da=4, b=4, n=15 (e)a=3, b=11, n=2 (Da=10, b=11, n=12 
3. 证 明 下 面 关 于 同 余 的 事实 . 


(a) AUR a= mod n), IBA b=amod n). 
(b) 如 果 =c(mod n), 那么 a 三 c(mod n). 
(mod n), IBA a+b=a'+b' (mod n). 


4. 假设 cic…cs 是 0，1，2，…，n 一 1 RHERHA. W FHARER A AWP—ITERI cc AWE 
-个 后 继 行 都 是 通过 把 前 一 行 的 各 元 素 加 上 1 并 做 模 ”的 加 法 得 到 的 . 
(a) 从 排列 32401 开始 构造 A. 
(b) 证 明 A 总 是 拉丁 方 . 
《Williams[1949]) 设 "一 2m， 且 设 
0 1 2m—1 2 2m—2 3 2m 一 3 = m+l m 
FEO. 1, 2, © 一 1 的 一 个 排列 ， 设 A 是 通过 练习 4 的 方法 由 这 个 排列 构造 的 拉丁 方 . 
(a) 对 于 m=2, Hitt A. 
《b) 证 明 对 于 每 一 个 m>1 的 值 ，A 在 下 面 的 意义 下 是 水 平 完全 的 (horizontally complete); 只 要 1<a<n, 
1<p<n， 匡 a 了 8， 则 存在 A 的 一 行 ， 在 这 行 中 8 紧 随 a 之 后 (这 样 的 拉 】 方 在 农业 实验 中 很 重要 ， 
在 这 样 的 实验 中 ， 我 们 希望 最 小 化 邻近 土地 的 处 理 所 带 来 的 相互 影响 ). 
(c) 对 于 任意 的 mm 二 1，( 在 显而易见 的 意义 下 )A 是 垂直 完全 的 (vertically complete) 吗 ? 

,与 使 用 四 位 数字 表示 年 代 的 做 法 不 同 ， 有 些 计算 机 软件 使 用 从 1970 年 1 月 1 日 开始 已 经 过 去 的 秒 数 表 
示 日 期 ， 而 这 个 秒 数 用 32 位 存储 单 进 制 存储 ， 最 终 ， 从 1970 年 1 月 开始 的 秒 数 会 超过 32 位 存储 
单元 ， 造 成 一 个 不 正确 的 日 期 表 -问题 称 为 Unix 时 间 问 题 . 

(a) 对 于 什么 样 的 n， 这 一 表示 法 使 用 模 n 同 余 ? 
《b)Unix 时 间 问 题 首次 出 现在 什么 时 候 ? 
7. 回想 一 下 9. 3. 2 节 中 的 值 ， p=37, g=23, r=851, s=5 # 1=317. 
(a) 如 果 这 家 商店 接收 到 数 m 二 852， 确 定 顾客 的 信用 卡号 码 . 
(b) 对 于 信用 卡号 码 123-45-6789， 确 定 m. (523) 
Co) MAE HH — PRAT AAS se 对 ， 即 确定 正 整 数 * 和 +。 使 得 对 于 革 个 正 整数 j， 有 sw 一 /37 一 1)(23 一 1) 十 1 
(请 避免 或 + 是 1 的 平凡 情况 ). 
8. 根据 9. 3. 2 节 ， 假 设 这 家 商店 选中 了 素数 p— 37 及 9q 一 41， 那么 r= 1517. 
(a) 确 定 正 整 数 和 +， 使 得 对 于 某 个 正 整数 j， 有 一 /37 一 1D)(41 一 1) 十 1. (请 避免 或 1 等 于 1 的 平凡 
情况 . ) 
(b) 确 定 信 用 卡号 是 123-45-6789 的 m. 
(c) 如 果 这 家 商店 接收 了 数 1163， 确 定 信用 卡号 码 . 
9. 本 练习 给 出 费 马 小 定理 (定理 9.8) 的 另 一 个 证 明 . 


ONEM: MR p RRM. WARF 1<i<p 一 1 整除 二 项 式 系数 (). 


《b) 通 过 对 正 整数 = 作 数学 归纳 ， 使 用 二 项 式 定理 展开 (z 十 1)* 证 明 z? 二 xz(mod p). 
10. 写 出 下 列 域 的 加 法 和 乘法 表 . 

(a)GF(5) (b)GF(7) (c)GF(9) 
11. (a) 写 出 Z 上 模 4 的 加 法 和 乘法 的 二 元 运算 表 . 
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(b) 确 定 Z 中 一 个 没有 乘法 逆 的 元 素 . 
12. FRA Zio LE 10 的 加 法 和 乘法 ， 重 复 练习 11. 
13. 对 于 下 列 每 个 域 ， 确 定 8 的 加 法 送 和 乘法 送 . 
WGFAD (WGFA3) GFA?) 
14. 用 6 取代 8 重复 练习 13. 
15. 下 面 的 三 元 组 (F， 十 ，X ) 中 ， 哪 些 定义 域 ? 
(a)F 是 正 实数 ， 十 和 就 是 普通 的 加 法 和 乘法 . 
(b)F 是 实数 且 带 有 一 个 额外 的 元 素 ==。 运 算 十 和 X 是 通常 实数 上 的 加 法 和 乘法 ， 除 此 之 外 对 于 所 有 的 
实数 a， 我 们 还 有 


a+% = aX o = o0 +a = 00 X a = 00-400 = 00 X 90 = o0 


(OF ÆRe, a+b 是 通常 的 加 法 ， 而 对 于 下 中 的 所 有 a，b， 有 axb=1. 
(AF Re, FF PMA A, bia +b—aXb=0, 
16. 考虑 模 的 加 法 和 乘法 下 的 Z,.， 并 考虑 域 的 条 件 . 
(a) 证 明 条 件 FL 成 立 . 
(b) 证 明 条 件 F2 成 立 . 
CODED HAF F3 WY. 
(d) 通 过 证 明 0 和 1 分 别 是 加 法 和 乘法 的 单位 元 来 证 明 条 件 F4 成 立 - 
(e) 通 过 证 明 n 一 a 是 a 的 加 法 逆 来 证 明 条 件 FS 成 立 . 
(人 D 证 明 条 件 F6 成 立 . 
Cg) WR n 不 是 率 数 ,证明 条 件 FS(b) 不 成 立 . 
(hb) 如果 n 是 素数 ， 证 明 条 件 FS(b) 成 立 [提示 :利用 费 马 小 定理 (定理 9. 8) 得 出 结论 7! =a"? 
17. 验证 表 9. 21 定义 一 个 域 . 
18. 使 用 9. 3. 4 节 的 方法 确定 下 列 各 秩 的 一 个 拉丁 方 完全 正 交 族 [(c) 和 (d) 是 为 那些 有 现代 代数 学 知识 的 读 
者 所 准备 的 ] 
(a)5 (b)7 (8 (a9 
19. 对 于 给 定 的 素数 n 和 整数 &，3<<k<<n， 如 下 构建 Xk REA: 对 应 于 每 一 个 满足 Si, jnt 
对 (六 构建 一 行 ， 如 果 ISk, HEFG. DAMA c 的 项 是 i 十 jc(mod n)， 证 明 A 是 一 个 正 交 
阵列 。 
9.4 平衡 不 完全 区 组 设计 
9.4.1 (b, v, r, k, 4) 设计 
在 9.1 节 , 我 们 指出 在 区 组 设计 中 ， 不 是 总 有 可 能 测试 到 每 一 个 区 组 中 的 每 一 个 处 方 ， 例 
如 ， 在 测试 轮胎 磨损 中 ， 如 果 存 在 五 个 轮胎 品牌 ， 那 么 正如 我 们 所 观察 的 那样 ， 在 任意 一 个 区 组 
中 只 有 四 种 品牌 的 轮胎 得 以 测试 . 因此 ， 有 必要 使 用 一 个 不 完全 的 区 组 设计 ， 我 们 将 要 研究 的 基 
本 的 不 完全 区 组 设计 称 为 平衡 不 完全 区 组 设计 .平衡 区 组 设计 (balanced block design) 是 由 v>2 
个 元 素 的 集合 V 和 V 的 0 二 0 个 子 集 的 集合 组 成 的 ， 我 们 称 V 的 元 素 为 变 元 (variety) 或 处 方 
(treatment) ， 而 称 V 的 子 集 为 区 组 (block) ， 且 满足 下 列 的 条 件 : 


每 一 个 区 组 正好 由 相同 数量 人 个 变 元 组 成 ，A 盖 0; (9. 10) 
每 一 个 变 元 止 好 在 相同 数量 个 区 组 中 出 现 ，r 一 0; (9.11) 
每 一 对 变 元 正好 同时 在 相同 数量 4 个 区 组 中 出 现 , 4 二 0. (9. 12) 


满足 k<<v 的 平衡 区 组 设计 称 为 平衡 不 完全 区 组 设计 (balanced incomplete block design). PI 
为 每 个 区 组 中 的 变 元 数量 小 于 变 元 的 总 数 。 这 样 的 设计 也 称 为 BIBBD、(5，v。r，k，4) 设 计 ((6， 
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v, r, k, A)-design) aR(b, v, r, ky AIEC(S, v. r, k, A)-configuration). BIBD 其 内 在 的 基 
本 思想 是 由 Yates[1936] 引 和 的、 注意 ,如果 k 一 zw， 且 没 有 区 组 有 重复 变 元， 那么 条 件 (9. 10), 
条 件 (9. 11) 和 条 件 (9. DERRE. Hk=v, r=bMA=6. 这 就 是 为 什么 除 特 别 声明 外 ， 我 们 
都 假设 k<v 的 理由 . 


【 例 9.10 (7, 7, 3, 3, 18H] WME b=7, v=7, r=3, k=3, HA=1, 那么 存在 (6b， 
v，r，k，4) 设 计 ， 通 过 取 变 元 V 为 集合 (1， 2，3，4，5，6，7}， 且 使 用 下 面 各 区 组 就 给 出 这 个 
Bit: 

By = {1,2,4}, Bz = {2,3,5}, Bs = {3,4,6}, 

By = {4,5,7}, Bs = {5,6,1}, Be = {6,7,2}, By = {7,1,3}. 
容易 看 到 ， 每 一 个 区 组 正好 由 3 个 变 元 组 成 ， 每 一 个 变 元 正好 在 3 个 区 组 中 出 现 ， 每 一 对 变 元 正 
好 同时 在 一 个 区 组 中 出 现 . 〈 例 如 ，3 和 6 正好 同时 在 Bs 中 出 现 ， 而 在 其 他 区 组 中 不 出 现 . ) W 


【 例 9.11(4，4，3，3，2) 设 计 】 如 果 0 一 4，z=4，r 一 3，A=3，) 一 2， 那 么 下 列 集合 和 区 
HAMO, v re ky BL: 
V = {1,2,3,4}, 
且 区 组 
{1,253}, {2,3,4}， {3,4,1)， {4,1,2}. a 
在 9.1 节 的 轮胎 磨损 例子 中 ， 变 元 是 轮胎 的 品牌 ， 而 区 组 则 对 应 于 用 于 给 定 测试 汽车 的 轮胎 
的 品牌 集合 ， 条件 (9. 10)、 条 件 (9. 11) 、 条 件 (9. 12) 对 应 于 下 面 的 合理 要 求 
每 一 辆 汽车 使 用 相同 数量 上 个 轮胎 品牌 ; 
每 一 种 品牌 出 现在 相同 数量 辆 汽车 上 ; 
每 一 对 品牌 在 相同 汽车 上 一 起 测试 相同 的 次 数 4. 
根据 我 们 对 拉丁 方正 交 族 的 经 验 可 知 ， 不 一 定 对 参数 0，vw，~, 上 和 4 的 所 有 组 合 都 存在 
(b, v rs k VEH. MRE 平衡 不 完全 区 组 设计 的 基本 组 合 问题 是 存在 问题 : 对 于 什么 样 
Hb, v, r, RAIA 的 组 合 存在 (5，v，r,， k DBT? 下 面 我 们 病 述 这 个 问题 ， 一 般 地 ， 描 述 使 
得 (56，v，r，k，4) 设 计 存在 的 参数 5，v，r,k，A 的 充分 必要 的 完全 条 件 是 一 个 不 可 解 问题 ， 关 
于 实际 实验 设计 的 典型 参考 书 列 出 了 这 些 参数 的 一 些 合理 值 ， 即 (5，v，r,，k，) 设 计 存 在 的 那 
些 参 数值 ， 现 在 ， 让 我 们 给 出 使 用 (5，v，r，k，X) 设 计 的 一 些 例子 。 然 后 ,我们 将 较 详细 地 研 
究 这 一 基本 的 存在 问题 . 


【 例 9. 12 布料 磨损 测试 (再 探 例 9.6)】 假设 有 如 例 9.6 所 描述 的 Martindale 磨损 试验 机 ， 
而 且 我 们 希望 使 用 这 一 台 机 器 比较 7 种 不 同类 型 的 布料 ， 因 为 在 这 一 台 机 器 的 一 次 运行 只 能 测试 
4 种 布料 ， 所 以 必须 使 用 不 完全 区 组 设计 ， 变 元 的 数量 是 7， 而 所 有 区 组 的 大 小 是 4. Box, 
Hunter 和 HunterL1978] 对 下 面 的 情形 描述 了 一 个 (5，v，r，A,，)) 设 计 : 在 这 一 设计 中 有 7 个 区 
组 (0 一 7)， 每 一 类 型 的 布料 运行 一 4 次， 每 一 对 类 型 的 布料 在 一 次 运行 中 一 起 测试 一 2 次 ， 如 
果 布料 的 类 型 被 标 上 标签 1，2，3，4，5，6，7， 所 使 用 的 区 组 可 以 描述 如 下 : 
Bı = {2,4,6,7}, Bz = {1,3,6.7}, Bs = {3,4,5,7}, 


By = {1,2,5,7}, Bs = {2,3,5,6}, Be = {1,4,5,6}, Br = {1,2,3.4}. 
因为 有 4 个 位 置 放置 布料 ， 且 因为 可 以 这 样 选择 设计 ， 使 得 每 一 种 布料 在 4 次 运行 中 被 使 用 ， 所 
以 也 有 可 能 安排 在 每 一 个 位 置 每 一 种 类 型 的 布料 正好 被 放置 一 次 . 因此， 可 以 控制 机 器 的 位 置 
所 带 来 的 差异 .对 两 种 不 同 的 区 组 偏差 源 是 平衡 的 这 样 的 不 完全 设计 称 为 尤 登 方 (Youden 
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I) 
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square) ， 这 一 名 字 是 以 这 一 设计 的 发 明 者 W. Youden 的 名 字 命 名 的 (参见 Youden[1937])， 对 
此 例 ， 尤 登 方 可 以 如 表 9. 24 所 示 的 那样 进行 概括 ， 其 中 p，q，r，s 代表 4 个 位 置 ， 而 i,j 项 给 


出 区 组 Bi 中 变 元 i 的 位 置 . n RIU MERREN 

(6) 9.13 牛 肺结核 》 Wadley[1948] 把 平衡 不 区 组 (运行 ) 
完全 区 组 设计 用 于 牛 肺结核 的 诊断 工作 中 .这 种 pete i BB 
疾病 可 以 通过 在 牛 的 皮肤 上 注射 适当 的 过 敏 源 并 2 
观察 所 产生 的 皮肤 变 厚 现象 来 加 以 诊断 .在 一 个 3 aje 5 "| 
比较 各 种 过 敏 源 的 实验 中 ， 对 每 一 种 过 敏 源 观察 SOBA OTT aw 
产生 3 毫米 厚度 时 所 需 的 浓度 对 数 (曲线 )， 可 以 通 5 s{rfalo 
过 观察 四 种 不 同 浓度 时 的 厚度 并 使 用 插值 法 来 评 1 ts 


估 这 一 浓度 对 数 ， 因 此 ， 一 种 过 敏 源 的 每 一 次 测 RPR 
试 都 需要 以 不 同 浓度 多 次 注射 这 种 过 敏 源 . Bed ARORA O TER 

在 Wadley 的 实验 中 ,要 对 16 种 过 敏 源 做 比较 ， 因 此 ，v 一 16. 在 每 一 头 牛 身 上 ， 有 4 个 主 
要 区 域 ， 在 每 一 个 区 域 可 以 进行 大 约 16 次 注射 ， 这 表明 使 用 每 一 个 区 域 作为 一 个 区 组 ， 每 个 区 
组 有 4 种 过 敏 源 制剂 ， 每 一 种 过 敏 源 在 不 同 的 浓度 下 使 用 4 次 ， 总 共 进行 16 次 注射 ， 因 此 ，A 一 
4， 存 在 一 种 人 =-4，v 一 16，0 一 20，r 一 5 的 设计 ， 任 何 典型 参考 书 都 有 这 些 信息 ， 因 为 有 20 个 
区 组 ， 且 每 一 头目 有 4 个 区 组 ; 这 就 需要 5 头 牛 (或 者 ， 通 过 重复 实验 ， 需 要 5 的 整数 倍 头 牛 ， 
Wadley 的 实验 使 用 了 10 头 牛 )， 如 果 对 于 k=4, v=16 没有 适当 的 设计 ， 那 么 很 自然 地 要 考虑 
是 否 在 每 一 个 区 域内 要 包括 5 种 过 敏 源 ( 每 一 个 区 域 进 行 20 次 注射 ). a 


【 例 9. 14 洗涤 剂 的 比较 】 在 诸如 Pugh[1953] 所 做 的 比较 家 庭 所 用 的 洗 碗 洗涤 剂 的 实验 中 ， 
要 使 用 下 面 的 过 程 。 为 了 得 到 一 系列 相似 的 实验 单元 ， 把 餐厅 某 道 菜 的 盘子 分 成 几 组 ， 每 一 组 盘 
子 用 标准 温度 的 水 加 上 一 定量 的 一 种 洗涤 剂 来 清洗 ， 实 验 员 记录 泡沫 在 减少 到 薄 层 之 前 洗 过 的 
盘子 数量 (的 对 数 )， 洗 涤 剂 构成 变 元 来自 餐 厅 某 道 菜 的 每 组 盘子 形成 一 个 实验 单元 ， 来 自 同一 
道 菜 但 不 同 组 的 盘子 形成 一 个 区 组 ， 一 个 人 洗涤 一 个 区 组 .一 道 菜 的 每 一 组 盘子 被 指定 给 一 个 
变 元 ,实验 条 件 在 一 个 区 组 内 尽量 不 变 ， 不 同 的 区 组 由 不 同方 式 弄 脐 的 盘子 及 不 同人 洗涤 的 盘 
子 组 成 . 

现在 ,一 个 区 组 内 的 可 用 盘子 数量 是 有 限 的 .通常 只 允许 四 个 测试 ， 即 限制 为 4 个 实验 单 
位 ， 因 此 也 限制 每 一 个 区 组 的 变 元 ， 如 果 要 比较 8 个 变 元 ， 不 能 在 每 一 个 区 组 内 测试 每 一 个 变 
元 .这 就 需要 一 个 "一 8，A 一 4 的 不 完全 区 组 设计 ， 对 于 一 7，% 一 14 存在 这 样 的 设计 . 

总 之 ,实验 员 取 一 组 给 定 菜 的 盘子 ， 把 它们 分 成 4 组 ， 对 每 一 组 使 用 不 同 的 洗涤 剂 。 这 一 实验 被 
重复 14 次， 每 一 次 实验 都 使 用 由 4 种 洗涤 剂 ， 而 这 4 种 洗涤 剂 形成 对 应 区 组 中 的 4 个 变 元 ，。 国 
9.4.2 (b, v, r, 上 ,入 ) 设 计 存在 的 必要 条 件 

我 们 的 第 一 个 定理 给 出 平衡 不 完全 区 组 设计 的 参数 必须 满足 的 必要 条 件 . 

定理 9.11 在 一 个 (5，u，r， ke 4) 设 计 中 ， 有 

kaw (9. 13) 


r(k—1) 一 Au 一 1). (9. 14) 

为 了 说 明 这 一 定理 ,注意 不 存在 (12，9，4，3，2) 设计， 因为 bk=36, vr = 36, 
rk-1)=8, Xw- D=16. 因此， 尽管 (9. 13) 式 成 立 ， 但 是 (9. 14) 式 不 成 立 ， 如 果 0 一 12，v 一 
9, r=4, R=3, A=1, IBAA bk=vr=36 及 r(A 一 1) 一 M(z 一 1) 一 8， 所 以 (9. 13) 式 和 (9. 14) 式 都 
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成 立 ， 这 说 明 可 能 存在 (12，9，4，3，1) 设 计 ; 但 是 不 能 保证 这 样 的 设计 一 定 存在 [条 件 (9. 13) 
和 条 件 (9. 14) 是 必要 的 但 不 是 充分 的 ]. 

定理 9. 11 的 证 明 ”乘积 次 是 区 组 数 (0 与 每 一 个 区 组 中 的 变 元 数 (的 乘积 ， 因 此 ， 如 果 如 
下 写 出 各 区 组 ， 这 一 乘积 给 出 所 列 元 素 的 总 数 : 

Blt e Bot ve e Byt 

乘积 vr 是 变 元 的 数量 (v) 与 每 一 个 变 元 重复 的 次 数 (7) 的 乘积 ， 因 此 ， 这 一 乘积 也 给 出 上 面 所 列 
元 素 的 总 数 ， 因 此 bk=vr, B9. 13) 式 成 立 . 

乘积 rk- DEAETE i 出 现 的 那些 区 组 的 数量 (7) 与 变 元 i 出现 的 每 一 个 区 组 中 其 他 变 元 的 
数量 的 乘积 ， 因 此 ， 这 一 乘积 给 出 出 现 于 公共 区 组 中 的 对 {i，j} 的 数量 (对 该 对 的 每 一 次 出 现 计 
数 一 次 )， 乘 积 X(v 一 1) 是 每 个 对 (i, 刘 在 一 个 区 组 中 出 现 的 次 数 (4) 与 j 的 可 能 数量 v 一 1 的 乘 
BL, 因此， 这 一 -乘积 给 出 对 {i， 池 在 一 个 公共 区 组 中 出 现 的 数量 ( 它 每 出 现 一 次 计数 一 次 )、 因 
此 ，r(k 一 1D) 一 Mu 一 D) ， 因 此 ，(9. 14) 式 成 立 . a 

推论 9.11.1 ”假设 在 一 个 有 22 个 变 元 和 日 个 区 组 的 不 完全 区 组 设计 中 ， 

1. 每 一 个 区 组 是 由 相同 的 变 元 数量 & 组 成 的 ， 且 

2. 每 一 对 变 元 同时 正好 在 相同 数量 和 个 区 组 中 出 现 ， 且 A>0、 
ML, 每 一 个 变 元 在 相同 数量 r 个 区 组 中 出 现 ,r 由 A(v 一 1)/(k 一 1) 给 出 ， 且 这 一 区 组 设计 是 平 
衡 的 . 

证 明 ”上面 (9.14) 式 的 证 明 实际 上 已 给 出 这 一 推论 的 证 明 ， 因 为 假设 给 定 变 元 i 在 ri 个 区 组 
中 出 现 ， 上 面 的 证 明 已 给 出 

ri(k—1) = A(v— 1). 

注意 ， 因 为 之 2 且 >>0， 所 以 k 不 能 等 于 1， 因此 ， 


(w=) 
k=—1 


n= 


对 于 每 个 i， 其 结果 ri 都 是 相同 的 . 

推论 9. 11. 1 表明 ,平衡 不 完全 区 组 设计 的 定义 是 元 余 的 ,其 定义 中 的 条 件 之 一 ， 即 每 一 
变 元 在 相同 数量 的 区 组 中 出 现 的 条 件 (9. 11) 可 以 从 条 件 (9. 10) 和 条 件 (9. 12) 得 到 . 

定理 9. 12( 费 希 尔 不 等 式 S) Ab, v r, k, DRIP, bv 

我 们 将 在 9. 4. 3 节 证 明 这 一 结果 .为 了 证 明 这 一 结果 ， 需 要 引入 一 个 很 有 帮助 的 概念 ， 这 个 
概念 对 第 10 章 中 错误 校正 的 研究 也 很 有 用 .这 就 是 区 组 设计 的 关联 乱 阵 (incidence matrix)， 如 
果 一 个 设计 有 变 元 zt，z2，…，z。， 区 组 Bis Bz, +, Bos IBAA 是 一 个 由 0 和 1 组 成 的 vXb 
和 矩阵， 其 中 ， 如 果 zi 在 B; 中 则 A bi, 项 是 1， 否 则 它 是 0( 这 就 是 3.7 THY AIRE). 
例如 ， 对 于 例 9. 10 HAIG. v re ke Vitit, 我们 有 下 面 的 关联 矩阵 : 

Bi B: Bs Be Bs Be Br 


oo-o~--o 
oo~-oo 
ro-rreoo 
orroooco- 
rroeoor-o 


© 本 定理 归功 于 Fisher[1940]- 
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可 以 通过 给 定 0 和 1 的 UXO EMER MRI. MF vS2, (EM Xb HO 和 1 PERE CO, v r 
k, DBITW RBI. Heb, v r, k, 20, SHWE AER: 


每 一 列 中 1 的 数目 相同 ,都 是 k 个 , 且 R>O; 
每 一 行 中 1 的 数目 相同 ， 都 是 -~ 个 ， 且 一 0; 
每 对 行 中 同时 为 1 的 列 数 相同 ， 都 是 4 个 ,2 二 0. 


(9. 15) 
(9. 16) 
(9.17) 


我 们 已 经 (在 推论 9. 11. 1 中 ) 看 到 (9. 15) 式 和 (9. 17) CACY. 16) 式 . (9.17) 式 的 类 似 结果 

如 下 : 
每 对 列 中 同时 为 1 的 行 数 相同 . 

练习 48 探讨 条 件 (9. 15) 一 条 件 (9. 18) 之 间 的 关系 . 
9.4.3 ” 费 希 尔 不 等 式 的 证 明 S 

为 了 证 明 费 希 尔 不 等 式 ， 我 们 首先 证 明 关于 (5，v，r, kk， 匀 设计 的 关联 矩阵 的 一 个 结果 . 

定理 9.13 RAR, v re k, DIRHAM, MA 

AAT = (r—NI+NY, 

其 中 AT RAMEE, I RvXv sh Pash, J 是 所 有 项 为 1 th vXv se. 

证 明 t by HE AAT 的 i,j 项 ABA by FEA 的 第 i 行 与 4 的 第 j 行 的 内 积 (inner 
product), Bp 


(9. 18) 


(9.19) 


bj = Basag. 

如 果 i=j, 我 们 看 到 axax 是 1， 当 且 仅 当 第 i METATA k AKA. Wie, bitti i RKHS 
Bait. Wr 如 果 Aj. IA araa JE 1 当 且 仅 当 第 i AAR j MRETCRIMT k AKH. AI, bit 
数 第 i 个 和 第 j 个 变 元 二 者 所 属 的 区 组 的 数量 ， 即 ERC RPA TAO. 19st. 国 

费 希 尔 不 等 式 (定理 9. 12) 的 证 明 我们 假设 4 一 v。 并 推导 出 一 个 矛盾 . 设 4 是 关联 矩阵 . 
因为 4<v， 所 以 我 们 可 以 把 v 一 上 个 0 列 加 到 4 上， 结果 给 出 一 个 vXv 方 阵 及 现在 44T 一 BBT， 
因为 4 的 两 行 的 内 积 等 于 B 的 两 行 的 内 积 。 取 行列 式 ， 我 们 得 出 下 面 的 结论 ; 

det(AAT) = det(BBT) 一 (detB)(detBT). 

但 是 ，detB=0， 因为 B 有 0 列 ， 因 此 ，det(44T) 二 0， 现 在 ,根据 定理 9.13， 有 


A AOR a 
At gare ea a a 
det(aat) = det] 2 7 A aE (9, 20) 
Ae ay ae a 
LA A A Aw or 
从 等 式 (9. 20) 的 右边 的 矩阵 的 每 一 个 其 他 列 中 减 去 第 一 列 不 改变 行列 式 ， 因 此 
fr Amr asracr 人 | 
A r-a 0 0 0 
A 0 r-A 0 + 0 
det(AAT) = det} A 0 O rma 0 (9.21) 
a o 0 0 0 
A 0 0 0 


O ”本 小 节 可 以 跳 过 
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在 (9. 21) 式 的 右边 的 矩阵 的 第 一 行 加 上 所 有 其 他 行 不 改变 这 个 行列 式 . 因此 ， 有 


7 十 (一 J)A o 0 o s. 0 
a rsg 0 0 0 
a 0 r—àÀ 0 0 
det(AAT) = det a 0 0 PMR Mave 0 (9. 22) 
a 0 0 0 0 
À 0 0 0 w, deed 


因为 (9. 22) 式 的 右边 矩阵 的 对 角 线 的 上 方 都 是 0， 所 以 它 的 行列 式 等 于 对 角 线 上 元 素 的 积 ， 所 以 
有 下 面 的 等 式 : 
det(AAT) = [r+ (v— Dalr—aye. 
因为 我 们 已 得 出 结论 det(44T) 一 0， 所 以 我 们 有 
[r+ w Daran 一 0. (9. 23) 
但 是 因为 ~， v AA 都 假设 是 正 的 ， 所 以 有 
[r+(o 一 Di 二 0. 
同样 ， 根 据 定理 9. 11 的 等 式 (9. 14) ， 因 为 k<u， 所 以 有 r>a AT 
t=" 

我 们 得 出 结论 :(9. 23) 式 的 左边 是 正 的 ， 而 这 是 一 个 矛盾 . a 
9.4.4 可 分 解 设计 

我 们 说 一 个 (5，uw，r，A，》) 设 计 是 可 分 解 的 ， 如 果 可 以 把 其 中 的 区 组 划分 成 称 为 平行 类 
(parallel class) 的 若干 组 ， 使 得 每 一 个 平行 类 中 的 区 。 各 9.25 带 有 平行 类 Cl, G, G, C 的 
组 依次 划分 变 元 的 集合 ， 例 如 ， 表 9. 25 给 出 由 4 个 4，3， 了 设计 
平行 类 组 成 的 (12，9，4，3，1) 设 计 ， 注 意 ， 在 每 一 1455,6},17,8,9} 
个 平行 类 中 ，3 个 区 组 是 不 相交 的 ， 且 它们 的 并 集 是 2 
V={1, 2, 3, 45 5, 6, 7, 8, 9}. Cs:11,5,9),{2,6, 

【 例 9. 15 匿名 门限 方案 和 秘密 分 享 】 TE 9.9 Ctl 6.8) (2.4.9) 13,55 
中 ,我 们 介绍 了 秘密 分 享 的 (g，p) 门 限 方案 ,在 一 个 匿名 (gq， 记 ) 门 限 方案 (anonymous(q，p)- 
threshold scheme) 中 ，p 个 人 接收 到 信息 的 p 个 不 同 部 分 片段 ， 且 密 钥 可 以 从 任意 9 个 部 分 片段 
计算 可 得 ， 而 不 必 知道 谁 持 有 哪 一 片 ， 在 例 9. 9 中 ， 我们 由 正 交 阵列 构建 的 门限 方案 不 是 匿名 的 
(参见 练习 13)， 我 们 将 看 到 可 分 解 (C，wv，r，A，?) 设 计 是 如 何 帮 助 我 们 寻找 匿名 (9，z) 门 限 方 
R, 特别 是 匿名 (2，p) 门 限 方案 的 . 

假设 我 们 有 一 个 可 分 解 (6，v，r,k，) 设 计 ， 且 4 二 1， 每 个 区 组 里 有 = 个 变 元 设 Cl， 
Coy ry C EFIR. 因此， 每 个 平行 类 有 v/p 个 区 组 .每 一 个 变 元 在 每 一 个 平行 类 中 出 现 一 
次 ， 所 以 平行 类 的 数量 可 由 等 式 (9. 14) 计 算 , 为 

p=A@=) _ (wD 
p= pml" 

假设 这 个 组 的 所 有 p 个 人 都 知道 这 些 平行 类 . 让 我 们 取 可 能 钥匙 的 集合 K 为 11，2，…， 
九 ， 且 部 分 信息 片段 的 集合 尸 为 ， 即 变 元 的 集合 ， 假 设 领导 人 想 要 分 享 密 钥 AE K， 那 么 他 从 
平行 类 Ce 中 随机 选取 一 个 区 组 ， 并 把 这 个 区 组 中 的 p 个 片段 的 部 分 信息 给 这 个 人 ， 每 一 个 参 


© 本 例 来 自 于 Stinson[2003]. 
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与 者 一 条 信息 ， 注 意 ,现在 任意 两 个 人 能 够 确定 这 个 密 钥 k， 因 为， 如果 pu 是 给 人 > 的 部 分 信 
S, WA p 是 给 人 wv 的 部 分 信息 ,那么 ， 因 为 4 二 1， 所 以 这 一 设计 中 存在 唯一 一 个 包含 变 元 ps 
和 pv WKH. A u MA v 能 够 找到 这 个 区 组 ， 并 知道 如 果 包 含 p 和 ,的 区 组 是 在 平行 类 Cr 
中 ， 则 这 个 密 钥 是 & 注意 ， 这 是 匿名 的 ， 因 为 哪个 人 持 有 哪个 钥匙 无 关 紧 要 ， 重 要 的 是 这 两 个 
人 持 有 哪些 钥匙 . 

任何 持 有 部 分 信息 pu WA u 能 确定 出 这 一 密 钥 的 概率 是 多 少 吗 ? 每 一 个 平行 类 正好 有 一 个 
包含 pu 的 区 组 . 因此 ， 正 确 地 猜测 出 这 位 领导 人 心中 的 密 钥 /平行 类 的 概率 是 1/r， 其 中 是 平 
行 类 的 数量 ， 这 个 概率 也 正好 等 于 没有 给 出 部 分 信息 时 正确 猜测 的 概率 ， 如 果 r 非常 大 ， 那 么 我 
们 就 有 一 个 非常 安全 的 匿名 (2，p) 门 限 方案 . 

例如 ， 表 9. 25 的 可 分 解 (12，9，4，3，1) 设 计 可 以 用 于 构建 匿名 (2，3) 门 限 方案 ， 如 果 领 
导 者 想 要 分 享 密 钥 3， 那 么 他 在 Cs 中 随机 选 出 一 个 区 组 ， 比 如 说 是 13，4，8}， 这 个 部 分 信息 分 
配给 这 个 组 中 的 3 个 人 例如， 得 到 3 和 8 的 两 个 人 知道 领导 人 想 要 的 唯一 区 组 是 {3，4，8)， 
它 在 Cs 中 ， 所 以 知道 密 钥 是 3. 
9.4.5 施 泰 纳 三 元 系统 

迄今 为 止 ， 我 们 的 结果 给 出 (46，zv，r，A，)) 设 计 存在 的 必要 条 件 ， 但 是 这 些 结果 并 没有 给 
出 其 存在 的 充分 条 件 ， 或 者 给 出 确定 它们 的 构造 过 程 ， 我 们 将 描述 若干 这 样 的 过 程 ， 我 们 从 考虑 
几 个 特殊 的 (56，uw，r，A，》) 设 计 开 始 . 

特别 地 ,假设 k=2 及 4 一 1， 在 这 种 情况 下 ， 每 个 区 组 由 两 个 变 元 组 成 ， 且 每 一 对 变 元 正好 
在 一 个 区 组 中 出 现 ， 等 式 (9. 14) 表 明 =v 一 1， 所 以 (9. 13) 式 表明 


26 = wv—1), 
或 者 

b= 02D, 

val) _ [v 
at “ord. (0), 


这 是 v 集 合 的 2 子 集 的 数量 .因此 ， 区 组 的 数量 是 变 元 集合 的 2 子 集 的 数量 ， 例 如 ， 如 果 v= 3, 
那么 V=={1，2，3} 的 设计 中 的 区 组 是 下 面 的 子 集 : 
{1,2},{1,3},{2,3}. 


本 小 节 主 要 研究 (5，v，r，k，4) 设 计 的 另 一 种 特殊 情况 ， 其 中 &=3 且 一 1、 这 样 的 设计 是 
一 个 三 元 组 的 集合 ， 其 中 每 一 对 变 元 正好 在 一 个 三 元 组 中 出 现 . 这 些 设计 称 为 施 泰 纳 三 元 系统 
(Steiner triple system)， 有 些 作 者 定义 施 泰 系统 为 这 样 的 区 组 设计 ， 在 该 设计 中 ， 区 组 是 
集合 Y 的 三 元 组 ， 且 每 一 对 变 元 正好 在 一 个 三 元 组 中 出 现 ， 这 一 定义 包含 人 4 一 "的 完全 区 组 设 
it. 这 是 一 个 平凡 设计 ， 其 中 V 一 {1，2，3}， 且 只 有 一 个 区 组 {1，2，3}， 对 本 小 节 来 说 ， 我 们 
的 施 泰 纳 三 元 系统 包含 这 样 的 设计 ，v=7 是 施 泰 纳 三 元 系统 的 一 个 更 有 趣 的 例子 ， 例 9. 10 中 的 
(7，7，3，3，1) 设 计 就 是 这 样 的 例子 . 
我 们 将 讨论 施 泰 纳 三 元 系统 的 存在 问题 注意， 在 施 泰 纳 三 元 系统 中 ，(9. 14) 式 表明 
r(2) = 0-1, (9. 24) 


所 以 


e 


= (9.25) 


可 


等 式 (9. 13) 表 明 
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所 以 
(9. 26) 


等 式 (9. 25) 表 明 v 一 1 是 偶数 ， 所 以 v 是 奇数 .而 且 ，v 宇 2 表明 v 至 少 等 于 3， 等 式 (9. 26) 表 明 
vv 一 1) 二 66, 所 以 vv 一 1) 是 6 的 倍数 .这 是 必要 条 件 ， 我 们 从 列 出 满足 这 两 个 必要 条 件 的 v 值 
开始 : v 是 奇数 且 至 少 为 3，w(z 一 1) 是 6 的 倍数 .如 果 一 3 那么 v(v 一 1) 二 6， 所 以 有 可 能 存在 
一 3 的 施 泰 纳 三 元 系统 ， 即 必要 条 件 成 立 ， 然 而 * 一 5 时 wz 一 1) 一 20， 这 不 能 被 6 整除 ， 所 以 不 
存在 v=5 的 施 奈 纳 三 元 系统 ， 更 一 般 地 ， 对 于 v=3，7，9，13，15，19，21，…， 即 对 v 一 6n 十 1 
或 6n 二 3, n>) 和 v=3 的 情况 有 可 能 存在 施 泰 纳 三 元 系统 ， 事 实 上 ， 对 于 所 有 这 些 v 的 值 ， 确 
实 存在 这 样 的 系统 . 

定理 9. 14(Kirkman[1847]) 存在 v 个 变 元 的 施 泰 纳 三 元 系统 ， 当 且 仅 当 v=3， 或 者 v=6n 十 1 
或 vu 二 6n 十 3， 且 n>1。 

我 们 已 经 证 明了 定理 9. 14 的 必要 条 件 ， 下 面 我 们 不 给 出 充分 条 件 的 证 明 ， 而 是 证 明 一 个 更 
简单 的 定理 ， 这 个 定理 给 出 了 其 中 若干 个 施 泰 纳 三 元 系统 的 存在 性 : 例如 ， 有 3+ 3 一 9 个 变 元 ， 
3 "7=21 个 变 元 , 7，7 二 49 个 变 元 ，9。7=63 个 变 元 等 的 施 泰 纳 三 元 组 ， 对 于 充分 性 的 若干 证 
明 ， 参 见 Lindner 和 Rodger[1997]. 

定理 9.15 如果 存在 zi 个 变 元 和 zz 个 变 元 的 施 泰 纳 三 元 系统 Sl 和 Sz ， 那 么 存在 wuz 个 变 
元 的 施 泰 纳 三 元 系统 S. 

证 明 9 ”这 一 定理 的 证 明 给 出 了 已 知 两 个 施 泰 纳 二 元 系统 S 和 S: ， 构 造 一 个 新 的 施 泰 纳 三 
元 系统 S 的 方法 ， 假 设 Si 的 变 元 是 au az, e, an M Se 的 变 元 是 加 ， boy ve be. 设 S 是 由 
vin 个 元 案 Cy MMA, IEP I=L, 2, vee vy GH Le 2s ory we. STAM cine Cjo cw ES 中 
当 且 仅 当下 面 的 条 件 之 一 成 立 ; 
=1 有 (ai, ajs ar}ESi, 
=k H {brs bss be} E S2, 


(Jais ajs a} ESi {br, bss bi} E Se. 

于 是 ， 容 易 证 明 S 形成 一 个 施 泰 纳 三 元 系统 . a 
让 我 们 说 明 一 下 定理 9. 15 的 证 明 中 给 出 的 构造 法 .假设 w= 二 w 二 3，S! 有 一 个 三 元 组 

{a1，az，a3} 而 S2 A—-TPSICA (hi. bo. bs). FRS 有 如 表 9. 26 所 示 的 三 元 组 ， 而 且 形成 9 

个 变 元 和 12 个 区 组 的 施 泰 纳 三 元 系统 . 


RI HS, 只 有 三 元 组 fa ，q ，o } 且 S 只 有 三 元 组 (bh， b, bhit, 


WES, 和 S; ，mm 一 9 变 元 的 施 泰 纳 三 元 系统 S 的 构造 法 
定理 9.15 的 证 明 中 的 条 件 (1) ema Pee 
lars ons cae) feiss ens on} 


一 2 i=j=k=3 
定理 9. 15 的 证 明 中 的 条 件 (2) Eg d 
{ens Cize cia) deas + a} {cas caz, ca) 
定理 9. 15 的 证 明 中 的 条 件 (3) denis cze csa} fetes czs ca} feiss czs cse} 
fens cn, caz} fers cars cas) feiss c2, cn} 


合 ” 本 定理 的 证 明和 说 明 可 以 跳 过 . 
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当 一 个 实验 设计 是 "个 变 元 的 一 个 施 泰 纳 三 元 系统 时 ， 如 果 v 二 3，7，9， 那 么 特定 的 设计 
选择 是 简单 的 ， 因 为 在 这 些 情况 下 (在 重 标签 变 元 的 意义 下 ) 只 存在 一 个 v 个 变 元 的 施 泰 纳 三 元 系 
统 ， 然 而 ， 对 于 v= 13, 实质 上 存在 两 个 不 同 的 施 泰 纳 三 元 系统 ， 对 于 v 一 15， 存 在 80 个 不 同 的 


系统 ， 而 对 于 v 一 19， 存 在 11 084 874 829 个 不 同 的 系统 (Kaski 和 Ostergard[2004])， 如 果 需 要 
13, 15 或 者 19 变 元 的 施 泰 纳 三 元 系统 ， 大 概 可 以 随机 地 从 中 选择 一 个 ， 一 般 地 ， 对 于 19, 
当 存 在 施 泰 纳 三 元 系统 时 ， 这 样 的 不 同 施 泰 纳 三 元 系统 的 数量 是 未 知 的 . 

9.4.6 对称 平衡 不 完全 区 组 设计 

一 个 平衡 不 完全 区 组 设计 或 (5，，v，r，k，X) 设 计 称 为 是 对 称 的 (symmetric)， 如 果 b= v( K 
组 的 数量 等 于 变 元 的 数量 ) 而 且 r=k( 一 个 变 元 出 现 的 次 数 等 于 一 个 区 组 中 变 元 的 数量 )， 对 称 
BIBD 有 时 称 为 (uv,，k，4) 设 计 (design) 或 (vu, k, A) #7 (configuration). ALP HE 9.11 的 等 
式 (9.13), 有 

b=v 当 且 仅 当 kar 
因此 ， 定 义 中 的 这 两 个 条 件 是 宛 余 的 ， 例 9. 11 是 对 称 BIBD 的 例子 : 我 人 有 65=v=4 Mr=k=3, 
例 9. 10 也 是 对 称 BIBD 的 例子 : 我 们 有 b=v=7 M r=k=3. K 9. 26 的 施 泰 纳 三 元 系统 是 BIBD 
的 例子 ， 但 它 不 是 对 称 的 . 

定理 9. 16(Bruck-Ryser-Chowla EHS) 下 面 的 条 件 是 (vu,，k，A) 设 计 存 在 的 必要 条 件 : 

1. 如 果 包 是 偶数 ， 那 么 人 一 A 是 一 个 整数 的 平方 

2. 如 果 吕 是 奇数 ， 那 么 下 面 的 方程 有 不 都 为 0 的 整数 解 工 y，x: 

x = (k— A) + (— 1/2 2?, (9.27) 

我 们 省 略 定理 9. 16 的 证 明 ， 对 于 这 一 证 明 ， 请 参见 Ryser[1963] 和 Hall[1967]， 为 了 说 明 这 
一 定理 , 假设 v=16, k= 6 及 4 二 2， 那么 v 是 偶数 ， 且 k 一 A 二 4 是 一 个 平方 数 ， 所 以 条 件 1 表明 
(16，6，2) 设 计 可 能 存在 ， 然 而 条 件 1 还 表明 (22，7，2) 设 计 不 可 能 存在 ， 因 为 k 一 A 二 5 REF 
方 数 ， 假 设 v==111, k=11， 和 4=1.， 那么 是 奇数 ， 且 (9. 27) 式 变 成 

x? = 10y —22. 
这 一 方程 有 解 + 二 y 二 1，z 三 3， 因 此 (111，11，1) 设 计 可 能 存在 . 

定理 9. 16 中 给 出 的 对 称 BIBD 存在 的 条 件 不 是 充分 的 ， 既 使 我 们 已 证 明 (111，11，1) 设 计 
可 能 存在 ， 但 Lam, Thiel 和 Swiercz[1989] 证 明 这 一 设计 不 存在 ， 下 面 的 定理 给 出 若干 特殊 的 充 
分 条 件 ， 其 证 明 将 在 10.5.2 节 给 出 .号 

定理 9.17 对 于 任意 大 的 值 m， 特别 地 对 于 m 二 2k，k 之 1， 存 在 (4m 一 1，2m 一 1，m 一 1) 
设计 ， 

(4m 一 1，2m 一 1，m 一 1) 设 计 称 为 维 数 m 的 阿达 马 设计 (Hadamard design of dimension m). 
m=2 的 情况 给 出 (7，3，1) 设 计 ， 这 就 是 例 9.10 中 给 出 的 例子 .根据 定理 9. 16， 对 于 所 有 的 
mm 之 2, 维 数 加 的 阿达 马 设计 可 能 存在 ， 因 为 v=4m 一 1 是 奇数 ， 而 且 (9. 27) 式 变 成 

x? = my?—(m—D2?, 
这 个 方程 有 一 组 解 zx 一 ?一 z 一 1， 阿 达 马 设计 在 10. 5 节 所 述 的 错误 校正 码 理论 中 非常 重要 . 

下 面 是 给 出 对 称 BIBD 存在 的 另 一 个 充分 条 件 的 定理 ， 它 的 证 明 将 在 9. 5. 2 节 我 们 研究 射影 
平面 时 给 出 . 


© Bruck 和 Ryser[1949] 证 明了 一 1 时 的 定理 ，Chowla 和 Ryser[1950] 证 明了 其 一 般 形式 . 
© 读者 也 可 以 现在 阅读 10. 5. 2 节 的 内 容 . 
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定理 9.18 ”如 果 m> 是 一 个 素 教 的 暴 ， 那 么 存在 (m2 十 mm 十 1，mm 十 1，1) 设 计 . 

为 了 说 明 这 一 定理 ,注意 取 m 二 1 给 出 一 个 (3，2，1) 设 计 ， 在 9. 4. 5 节 的 开始 我 们 已 看 到 
这 样 的 设计 ， 取 m 二 2 给 出 一 个 (7，3，1) 设 计 ， 我们 在 例 9. 10 已 经 看 到 这 样 的 设计 ， 取 m=3 
给 出 一 个 (13，4，1) 设 计 ， 这 是 一 个 新 设计 - 

构造 对 称 BIBD 的 第 三 种 方法 是 使 用 差 集 ， 这 一 方法 将 在 练习 31 和 练习 32 中 叙述 . 

9.4.7 ”从 已 有 的 设计 构建 新 的 (b，v，r， Kk， 入) 设计 

定理 9. 15 给 出 从 已 知 的 设计 构建 新 (56，v，r,k，X) 设 计 的 方法 ， 这 里 我 们 将 给 出 其 他 的 方 
法 .从 一 个 设计 得 到 另外 一 个 设计 的 最 平凡 的 方法 是 简单 地 重复 区 组 ， 如 果 我 们 在 (56，v，r,，k， 
设计 中 ， 每 个 区 组 取 次 拷贝 ， 那么 我 们 得 到 一 个 (pb5，v，pr，k， 六 ) 设 计 ， 例 如 ,根据 例 
9.11 的 (4，4，3，3，2) 设 计 ， 通 过 重复 其 中 每 一 个 区 组 两 次 ， 我 们 得 到 一 个 (8，4，6，3，4) 
设计 ， 为 了 描述 从 一 个 旧 设 计 得 到 新 设计 的 更 多 有 趣 的 方法 ， 我 们 需要 一 个 预备 结果 . 

定理 9.19 在 (wu。A，)) 设 计 中 ， 任 意 两 个 区 组 都 正好 有 A 个 公共 元 素 . 

证 明 见 练习 48. a 

对 于 集合 U 和 V， 我 们 用 U 一 V 表示 集合 U N V. 

定理 9.20 MitB, Bz, =. By 是 一 个 (v,k，4) 设 计 的 区 组 ， 且 V=={z1，z2，…，zw} 
是 变 元 的 集合 ， 那 么 对 于 任意 i， 

Bi — Bi Bo — Bis" Bi — B; Bisa — Big 
REARS V—B; 上 的 (v 一 1，v 一 k，k，k 一 4， 和) 设计 的 区 组 . 

证 明 显然 存在 v 一 1 个 区 组 和 wk 个 变 元 ,根据 定理 9.19， 每 一 个 区 组 Bj 一 B; 有 k 一 4 个 
FER. V-B 中 的 每 一 个 变 元 在 原来 设计 的 k 个 区 组 中 出 现 ， 因 此 ， 也 在 新 设计 的 k 个 区 组 中 出 
现 ， 类 似 地 ，V 一 Bi 中 的 每 一 对 变 元 同时 在 原来 设计 的 2 个 区 组 中 出 现 ， 因 此 也 同时 在 新 设计 的 
4 个 区 组 中 出 现 . a 

为 了 说 明 这 一 构造 法 ， 假 设 我 们 开始 十 例 9.10 A9C7, 3, Dit, AR B=(3. 4, 6), 这 
时 ， 下 面 的 区 组 形成 变 元 集合 (1，2，5，7} 上 的 (6，4，3，2，1) 设 计 : 

{1,2} 44255} 5(557) 5 (195) {2,7}, (157). 

定理 9.21 MKB, Bz, =, BRC, ky DRItHBRM, BV=(x, a2, DIRK 
元 集合 ， 于 是 对 于 任意 的 i， 

By N Bi,Bz N BiBi N Bi,Bin N Bi Be N Bi 
是 变 元 集合 B 上 的 (v 一 1，k，k 一 1，X，4 一 1) 设 计 的 区 组 . 
证 明 ”显然 存在 v 一 1 个 区 组 和 k 个 变 元 ,根据 定理 9.19， 每 个 区 组 BNB 有》 个 元 素 ， 另 
Sb, Bi 中 的 给 定 变 元 在 原来 设计 的 如 下 区 组 中 出 现 : 
B;, »B;, Bi »Bi. 
于 是 ， 这 个 元 素 也 在 新 设计 的 如 下 一 1 个 区 组 中 出 现 : 
B;, N Bi.B;, N Bi,,B;,, N Bie 
另外 ，B; 中 任意 一 对 变 元 同时 在 原来 设计 的 如 下 X 个 区 组 中 出 现 : 
Bi ,Bi ,Bi Bi» 
因此 任意 一 对 变 元 也 同时 在 新 设计 的 如 下 一 1 个 区 组 中 出 现 : 
By, N Bi,B;, N BiB; N Bie i | 

为 了 说 明 此 定理 ， 我 们 注意 到 ， 根 据 定理 9. 17， 存 在 (15，7，3) 设 计 ， 因此， 定理 9. 21 表 

HA, 存在 (14，7. 6，3，2) 设 计 ， 为 了 给 出 这 样 的 设计 ， 我 们 注意 到 ， 表 9. 27 中 的 区 组 定义 {1， 


v — B; 
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2，…,15} 上 的 一 个 (15，7，3) 设 计 ， 我 们 将 在 10. 5. 2 节 中 给 出 如 何 构建 这 一 设计 ， 取 B=, 2, 
3, 8, 9, 10, 11), 我 们 得 到 表 9. 28 中 变 元 集合 B: 上 的 一 个 (14，7，6，3，2) 设 计 ， 注 意 这 一 设 
计 有 重复 的 区 组 ， 如 果 我 们 对 这 些 区 组 的 每 一 个 只 取 一 次 拷贝 ， 那 么 我 们 得 到 (7，3，1) 设 计 . 

表 9.27 变 元 集合 V={1, 2, 15} 上 的 (15，7，3) 设 计 的 区 组 
8 ，8，11， 12, 157. 


{2, 4, 6. 8, 10, 12, 14}, 8, 9, 12, 13}, (3, 4. 7, 

{1, 2, 3, 8 9, 10, 11), 7, 8. 10, 13, 15}, (1, 6, 7, 8 9, 14, 15), 
{3, 5, 6, 8, 11, 13, 14), By 4, Sy 6, 7, {2, 4, 6, 9, 11, 13, 15}, 
{1, 4, 5, 10, 11, 14, 15}, {3, 4, 7. 9, 10, 13, 14}, (1, 2, 3, 12, 13, 14, 15} 
{2, 5, 7, 9, 11, 12, 14}, 1, 6, 7, 10, 11, 12, 13), {3, 5, 6, 9, 10, 12, 15) 


表 9.28 通过 在 表 9. 27 中 插入 区 组 B={1, 2, 3, 8, 9, 10, 11} 
而 得 到 的 (14，7，6，3，2) 设 计 的 各 区 组 
{2, 8, 10}, {1, 8, 9), {3, 8. 11),{2. 8, 10}. (1, 8, 9), {3, 8, 11), {1, 2, 3} 
{2, 9, 11),{1, 10, 11}43, 9, 10}, (1, 2, 3), {2, 9, 11} 1, 10, 11}, (3, 9, A 


9.4.8 组 群 测试 及 其 应 用 

假设 把 一 个 大 族 U 的 项 划分 成 两 类 ， 正 的 和 负 的 .我 们 希望 确定 正 项 目 ， 但 是 检查 U 中 的 
每 一 个 项 却 又 过 分 昂贵 ， 然 而 ,我 们 可 以 把 这 些 项 分 组 成 U 的 子 集 ， 并 检测 一 个 子 集 是 否 至 少 
含有 一 个 正 项 ， 我 们 想 通过 几 组 测试 确定 所 有 正 项 ， 如 果 我 们 需要 确定 所 有 要 进行 测试 的 组 群 ， 
然后 ， 进 行 组 群 测试 且 不 能 利用 这 些 测 试 结 果 选 取 要 测试 的 新 组 群 ， 那 么 我 们 讨论 的 是 不 适应 
组 群 测试 (nonadaptive group testing)， 否 则 我 们 讨论 的 是 适应 组 群 测试 (adative group testing). 
组 群 测试 理论 深 受 组 合 数学 方法 的 影响 ， 特 别 地 ， 深 受 组 合 设计 方法 的 影响 . 

这 里 是 一 些 使 用 组 群 测试 的 例子 . 

《1) 次 品 鉴别 . 在 给 定 产品 的 销售 之 前 我 们 希望 挑 出 次 品 ( 这 里 ， 次 品 是 “ 正 "项 ). 

(DRAE. 我 们 希望 确定 一 组 人 中 哪些 人 有 特定 疾病 .这 是 由 Dorfma[1943] 在 研究 组 群 
测试 的 研究 中 提出 的 问题 (这 一 问题 与 上 百 万 应 征 入 伍 者 的 梅毒 疹 检 查 相关 )， 这 一 课题 对 于 大 
规模 的 HIV 筛 查 非常 重要 (这 里 ， 有 这 种 疾病 的 人 是 “ 正 项 ). 

(3) 基 因 组 图 谱 测 绘 . 我 们 有 一 个 很 长 的 分 子 序列 S， 例 如 ，DNA. 我 们 要 建立 称 为 克隆 
(clone) 的 子 串 库 ， 我 们 测试 一 个 特殊 的 序列 ， 即 试 样 (probe) 是 否 出 现在 S 中 ， 其 方法 是 检 看 这 
个 试 样 出 现在 哪些 克隆 中 ， 我 们 通过 把 这 些 克 降 合并 成 若干 组 群 来 进行 这 一 工作 ， 因 为 一 个 克 
隆 库 有 成 千 上 万 个 克隆 . 

(4) 卫 星 通信 . 很 多 地 面 站 都 是 卫星 通信 线路 的 潜在 用 户 ， 在 调度 卫星 线路 中 对 时 隙 的 需求 
时 ， 我 们 不 与 所 有 地 面 站 逐个 联系 ， 而 是 与 多 组 地 面 站 联系 来 检查 是 否 有 一 组 中 的 某 个 站 希望 
预定 卫星 时 间 . 

(5) 科学 或 工业 实验 . 我 们 希望 确定 大 量 的 可 能 变 元 中 哪些 是 重要 的 .如 果 我 们 能 够 假设 一 
个 重要 变 元 的 影响 足够 强 以 至 于 不 能 被 其 他 变 元 掩盖 ， 我 们 可 以 首先 研究 组 群 里 的 重要 变 元 以 
确定 重要 变 元 . 

关于 组 群 测试 的 诸多 应 用 、 组 群 测试 的 相关 理论 以 及 参考 文献 ， 可 以 在 Du 和 Hwang[2000] 
所 写 的 书 中 找到 ， 也 可 参见 Colbourn，Dinitz 和 Stinson[1999]. 

本 节 病 述 不 适应 组 群 测试 与 (5，zm，r* &，hM) 设 计 之 间 的 关系 ,不 适应 组 群 测试 算法 
(nonadaptive group testing algorithm), a} NAGTA MA u 个 元 素 的 一 组 U 开始 .这 一 算法 试图 


HIF 组 合 设计 363 


确定 U 中 属于 正 项 的 某 个 子 集 的 那些 项 ， 该 算法 使 用 由 U 的 g 个 子 集 组 成 的 集合 G， 这 个 集合 
称 为 组 群 (group)， 我 们 排序 G 中 的 子 集 ， 组 群 测试 的 数据 可 以 用 0 和 1 的 向 量 形式 记录 ， 这 个 
向 量 的 第 i 项 是 1 当 且 仅 当 第 i 个 组 群 测试 为 正 ， 对 于 G 中 的 每 一 个 组 群 X CU 和 每 一 个 子 集 
PSU, 4 XNP AOA fx(P) 给 出 结果 1， 否则 给 出 结果 0 对 应 于 G 中 所 有 组 群 X 的 位 串 
(fx,(P)，fx,(P)，…，fx,(P)) 记 作 fc(P)， 假 设 我 们 可 以 确定 组 群 G6， 使 得 对 于 大 小 至 多 是 
1 的 U 的 所 有 子 集 Q 关 P， 有 fc6(Q) 取 fc(P)， 如 果 是 这 种 情况 ， 那 么 ， 只 要 正 项 的 数目 至 多 是 
zt， 通 过 验证 哪个 子 集 P 的 向 量 fc(P) 与 观察 向 量 v 匹 配 ， 并 根据 G 组 群 测试 ,我 们 可 以 知道 在 
U 中 哪些 项 正好 是 正 的 作为 例子 , BBLU=(1, 2. 3, 4). AG 是 由 下 面 的 有 序 序列 给 出 的 : 


G= ({1,2}, {1,3}, {1,4}.{2,3},{2,4},{3,4)) (9. 28) 
那么 表 9.29 对 于 U=({1, 2, 3, 4) 和 (9.28) 中 的 G6， 
feC{2}) = (1,0,0,1,1,0), 满足 | P| 之 2 的 所 有 P 的 fc(P) 
且 P | folP) 
fol({1,2)) = (1,1,1,1,1,0). ay Gy 1, 1s 0, 0, 09 
在 表 9.29 中 ,向 量 fc(P) 是 由 所 有 满足 | 已 | <2 x H 
的 尸 给 出 的 ， 所 以 feC2)4 fol, 2), H (4) ©, 0.1.01. D 
然 ， 对 于 所 有 的 QAP | P| <2, |Q] <2, 有 (1. 2) Gide 0) 
fo Q# foCP). 因此，G 中 的 6 个 组 群 测试 的 结 ma e Aek xis) 
WEARER P. KBIRU= (1 2 34h 全 让 | diarii 


下 面 集合 {2, 4) « 
G = ({1,2},11,3},{1,4)) dl 

有 fc((1))=f6((1, 2))=(1,1，1)，, EMF IAI. 有 FEC FEC J) RAT G BX— 
个 有 门限 值 1 的 成 功 NAGTA (successful NAGTA with threshold) ， 如 果 对 于 所 有 至 多 有 个 元 素 
H P MQR PQH fo(Q# fc(P)， 因 此 ，G 是 有 门限 值 1 的 成 功 NAGTA， 但 不 是 有 极限 
值 2 的 成 功 NAGTA， 换 句 话说， 如 果 正 好 存在 一 个 正 项 ， 那 么 组 群 G 的 集合 可 以 用 于 确定 正 
项 ,但 存在 两 个 或 更 多 正 项 时 则 不 能 确定 正 项 . 

现在 ,我 们 给 出 当 有 一 个 大 小 为 u 的 族 US 时 ， 如 何 构建 有 给 定 门限 值 :的 成 功 ANGTA. 
开始 于 一 个 (6，uv，r, ky DBI. Ke b=u, k=t+1, 4 二 1。 设 5 个 区 组 对 应 于 族 U 的 元 素 . 
设 V={1，2,…，v) 是 变 元 集合 ， 并 把 G 中 的 第 i MARX, 定义 为 包含 有 变 元 i 的 区 组 的 集合 
于 是 : 

“U 中 的 每 一 个 元 素 (设计 的 区 组 ) 正 好 在 个 组 群 中 . 

+ 每 一 个 组 群 中 正好 有 -~ 个 项 来 自 于 U. 

“U 中 的 每 一 对 不 同 项 至 多 包含 于 一 个 组 群 中 (因为 一 1). 
读者 也 许 发 现 ， 把 对 (U，G) 看 成 由 (6，uw，r，A，j) 设 计 的 关联 算 阵 的 转 置 所 定义 是 有 益 的 号 . 

我 们 将 证 明 G 有 门限 值 : 二 k 一 1。 首先， 为 了 说 明 这 一 构造 法 ,假设 我 们 开始 于 例 9. 10 的 
(7，7，3，3，1) 设 计 . 这 时 ， 族 局 是 {Bi ，B。，B3，Bs ，Bs ，Bs ，Br}， 而 各 组 群 由 下 面 集合 
给 出 : 


D 
LLD 


Xı ={Bi.Bs.Br}.X2 = {Bı +Be+Bs}+X3 = {B2, B3, B1}, X4 = {B1 B3 B4)» 


© RHAH Á Stinson{ 2003). 
O KREMLE M BIBD 的 关联 矩阵 的 转 置 的 设计 称 为 该 设计 的 对 偶 (dual). 
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364 第 三 部 分 存在 问题 


Xs 一 {Bz ,Bi ,B5),Xs = {B3 +Bs Be} .X7 = {Ba + Bs + Br). 

现在 ， 假 设 我 们 知道 f=, 1, 1, 1, 0, 1, 0. 读者 可 以 验证 fo Bi, Bs})= 
A, 1,1, 1, 0, 1, 0). 因为 我 们 有 门限 值 4 一 1 一 2， 所 以 我 们 知道 已 一定 是 { Bi Bs). 

我 们 通过 证 明 G 的 门限 值 是 上 一 1 就 可 得 出 结论 ， 假设 P), |Q) <k 一 1, BPA 
Q 我 们 证 明 对 于 某 个 7 有 fx, PASx,(Q. 不 失 一 般 性 ， 在 Q@ 中 存在 一 个 不 在 P 中 的 区 组 B. 
现在 ， 了 正好 在 个 组 群 Xi ，Xi ，…，Xi 中 ， 如 果 对 于 所 有 的 二 1，2，…, kH X; NPA 
名， 那么 对 于 每 一 个 i， 存 在 区 组 B(DE Xi NP. RE, WME iA WA BOABG), 因为 B 和 
B() 至 多 在 一 个 组 群 中 ， (AR, PBA R PIR, MBA), BO), =, BCR), 这 与 
| P| < 一 1 矛盾， 因此， 对 于 某 个 i。 且 1<i<k， H X, NP=D. Bilt, fx, (P)=0. Mit, 
8 在 Q 和 Xi 中 ,所 以 fx, (Q=1. 
9.4.9” 施 泰 纳 系 统 和 国家 彩票 S 

英国 的 国家 彩票 包括 购买 从 整数 1 到 49 形成 的 6 位 数 彩 票 。 一 周 两 次 随机 抽取 6 个 “获胜 ” 
数字 ， 带 有 三 个 或 更 多 获胜 数字 的 彩票 至 少 可 以 赢得 10 英镑 .我 们 的 问题 是 为 了 保证 有 一 张 获 
奖 彩票 ， 必 须 购买 的 最 少 彩 票数 是 多 少 ? 为 了 论述 这 一 问题 ， 我 们 考虑 称 为 施 泰 纳 系 统 的 区 组 设 
计 的 变形 . 

施 泰 纳 系统 (Steiner system)S(1，k，v) 是 由 个 元 素 的 集合 V 和 大 小 为 称 为 区 组 的 V 的 子 
集 的 集合 组 成 的 ， 使 得 V 的 任意 : 个 元 素 都 正好 在 一 个 区 组 中 出 现 ， 施 泰 纳 三 元 系统 (9. 4. 5 节 ) 
是 S(2，3，v) 施 泰 纳 系统 . 

对 于 很 多 (, 有 和 wv， 不 存在 施 泰 纳 系 统 ， 事 实 上 ， 对 于 ! 宇 6， 我 们 不 知道 是 否 存在 这 样 的 
系统 . 


定理 9.22 HASH. k DRAM ARAL, ma(") seoe(") 且 区 组 的 数量 由 (?) | (<) 给 出. 
证 明 考虑 集合 了 上 的 S(4，A， 了 施 秦 纳 系统 ，Y 中 存在 (? 个: 元 素 的 子 集 ， 每 一 个 元 素 
正好 在 V 的 一 个 区 组 中 出 现 ， 而且， 作为 子 集 ,每 个 区 组 包含 V 的 (<) 个 + 子 集 ， 因 此 ， 


0/6- Sko) 的 区 组 的 数量 . 


如 果 上 面 的 数 不 是 一 个 整数 ， 那 么 SC, k, VREE. a 
SC3，6，49) 施 泰 纳 系统 可 以 带 来 一 种 方法 ， 它 保证 每 一 个 可 能 的 三 元 组 正好 在 我 们 的 一 张 
彩票 上 出 现 . (为 什么 ?) 可 是 ， 不 存在 SC3，6，49) 施 泰 纳 系统 ， 因 为 
49 6 
(3 )/G)- 18 424/20 = 921. 2. 
修改 这 一 想法 (可 能 一 些 三 元 组 在 一 个 以 上 的 区 组 中 出 现 ) 的 方法 至 少 需要 922 个 区 组 或 922 张 票 
(921.2 向 上 四 使 五 人 )， 我 们 给 出 一 个 更 有 效 的 方法 . 
如 果 彩 票 只 使 用 1 一 26 之 间 的 数 ， 且 从 中 抽取 6 个 获胜 数字 ,获奖 票 必须 至 少 有 其 中 的 三 个 
数字 时 情况 如 何 呢 ? 存在 S(3，6，26) 施 泰 纳 系统 (Chen[1972])， 根据 定理 9.22, CA 


GJE) 个 区 组， 所 以 存在 一 种 每 购买 130 张 彩票 就 可 以 保证 有 一 张 获奖 彩票 的 方法 . 


日 本 小 节 基 于 Brinkman, Hodgkinson 和 Humphreys[2001]. 
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现在 ， 我 们 要 说 明 如 何 修改 这 一 想法 ， 使 得 在 使 用 1 一 49 数字 的 英国 国家 彩票 中 ， 如 果 一 
个 人 购买 260 张 彩票 ， 就 保证 其 中 有 一 张 获奖 彩票 ， 注 意 ， 任 意 6 个 获奖 数字 必须 或 者 包含 
个 偶数 ， 或 者 必须 包含 三 个 奇数 .因此 ， 这 一 想法 是 购买 足够 多 的 彩票 以 保证 每 一 个 偶数 的 三 
元 组 和 每 一 个 奇数 的 三 元 组 出 现 . 如 果 V={2，4，…，48}U{1，3}， 那 么 |V | =26. 使 用 
V 上 的 一 个 SC3，6，26) 施 泰 纳 系统 ， 我 们 找到 130 张 彩票 ， 这 130 张 彩票 保证 每 一 个 从 2 到 
48 的 偶数 三 元 组 在 其 中 的 一 张 彩票 上 出 现 ， 类 似 地 ， 使 用 集合 V= 11，3，…，49}U!12} 上 的 
一 个 SC3，6，26) 施 泰 纳 系统 ， 我 们 找到 另外 130 张 彩票 ， 这 130 张 彩票 保证 从 1 一 49 的 每 一 
个 奇数 三 元 组 出 现在 其 中 的 一 张 彩票 上 ， 因 此 ，260 张 彩票 就 足以 保证 其 中 有 一 张 彩票 ， 有 三 
个 数字 在 从 1 一 49 所 选 出 的 6 位 数字 中 .关于 概括 为 所 谓 的 “Lotto 设计 "的 最 新 论文 ， 参 见 Li 
和 van Rees[2002]. 

本 节 练 习 
1. 对 于 下 列 每 一 个 区 组 设计 ， 确 定 该 设计 是 否 是 BIBD 设计 ， 如 果 是 ， 确 定 它 的 参数 6，v，~,， 上 MA, 
(a) 变 量 ; {1s 2. 36 4} 
区 组 : (1, 2}, {1, 3} {2, 4h {1, 2, 3}, {2, 3, 4} 
(b) 变 量 : (1, 2, 3, 4, 5) 
区 组 , (1. 2, 3}, (2. 3. 4}, {3, 4, 5}. (1. 4, 5 
《ec) 变 量 ，{1， + 4, 5) 
区 组 : (1, 2, 3, 4}, {1, 3, 4, She {1, 2, 4, 5), {1, 2, 3, 5}, {2, 3, 4, 5) 
(d) 变 量 ; (1, 2, 3, 45 5, 6, 7} 
区 组 : (1, 2, 3}, {1, 2, 4}, (1, 3, 5}, {ls 4, 6}, {1, 5, The {1, 6, 7}, {3, 5, 6} 
{2, 3, 7}, {2, 4, Shy {2, 5, 6}, {2, 6, Thy {3, 4, 6}, {3, 4, 7}, {4, 5, 7) 
(OF: {as by cy ds es fs g» hy is js hy ly m, n, os ps 
区 组 : {a, by cy dy es fle {ay by gs hy is jhe (as c» By ks L m}, {as ds hy ky n, obs 
las es is Ly me phy las fo js ms os phs {bs Cy ge my os pha (by ds hy ly me phe 
{by es iy Ry ms obs (be fo js be Uy ms (cs de is jx m, mba {cs es hs js he Phy 
{es fs hy is Uy obs (de es g» js bs obs (ds fo gs is ky phs ies fs gs hy m, n} 
2. (a) 一 个 BIBD 有 参数 v=6, k=3, A=10, WE bMr. 
(b) 一 个 BIBD 41 88 v=13, b=78, r=24, W k MA. 
(0) 一 个 BIBD 有 参数 b=85, k=21, A=5, WE vAr. 
3. 证 明 不 存在 有 下 面 参 数 的 (6，v，r，k，) 设 计 : 
(a)b=6, v=9, r=2, k=3, 
4, 证 明 不 存在 有 参数 0 一 4，v 一 9， 
5. 可 能 有 (12，6，8，7，1) 设 计 吗 ? 
6. 可 能 有 (13，3，26，6，1) 设 计 吗 ? 
7. 可 能 有 (6，8，6，8，6) 设 计 吗 ? 
8. 
9. 


{1, 2. 5} 


(b)b=22, v=22, r=7, k=7, A=2 
4, k=9, A=4 Cb, ve rs ke DENH. 


. 在 Wadley 实验 ( 例 9. 13) 中 ， 对 于 有 5 头 牛 的 情况 ， 确 定 4. 
.对 于 练习 1 中 的 每 一 个 区 组 设计 ， 确 定 它 的 关联 矩阵 . 
10. 对 于 下 面 每 一 个 区 组 设计 及 该 设计 的 关联 矩阵 &， 计 算 AAT. 
(a) 例 9. 11 的 设计 
(b) 例 9. 12 的 设计 
(e015，15,7,7，3) 设 计 
11. 确定 * 一 9 的 施 泰 纳 三 元 系统 中 的 5 和. 
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a2. 


21. 
22. 
23. 
24. 


25. 
26. 


27. 
28. 
29. 


30. 
31. 


下 面 9 个 区 组 构成 有 9 个 变 元 的 施 泰 纳 三 元 系统 设计 的 一 部 分 : 

abscjstdsey fh sl goheits(asdeg) Acresh} {Bs foi) s(asesi} ser fsg} {Ord h}. 
(a) 缺少 多 少 个 区 组 ? 
《b) 额 外 增加 区 组 使 得 产生 一 个 施 秦 纳 三 元 系统 


. 说明 为 什么 由 例 9. 9 中 的 正 交 阵列 构造 的 门限 方案 不 是 匿名 的 . 

e 存在 一 个 可 分 解 (35，15，7，3，1) 设 计 ， 确 定 平行 类 的 数量 及 每 个 平行 类 中 的 区 组 的 数量 . 

.确定 一 个 不 同 于 表 9. 25 中 设计 的 可 分 解 (12，9，4，3，1) 设 计 . 

i. X 和 X' 上 的 两 个 设计 是 同 构 的 (isomorphic) ， 如 果 存在 从 六 到 六 上 的 一 一 映射 函数 /-， 使 得 只 要 B 是 


X 的 一 个 区 组 则 /(B) 二 {f(z) | rE B} 是 XX 的 一 个 区 组 . 
(a) 证 明 任意 两 个 可 分 解 (12，9，4，3，1) 设 计 是 同 构 的 . 
(b) 证 明 7 个 变 元 集合 的 任意 两 个 施 泰 纳 三 元 系统 是 同 构 的 . 


. 在 基于 表 9. 25 的 设计 的 一 个 匿名 门限 方案 中 ， 领 导 者 给 人 “部 分 信息 8 而 给 人 部 分 信息 6， 这 一 计 


划 的 密 钥 是 什么 ? 


如果 一 个 施 泰 纳 三 元 系统 有 67 个 变 元 ， 那 么 它 有 多 少 个 区 组 ? 
, 对 于 有 13 个 变 元 的 施 泰 纳 三 元 系统 的 关联 矩阵 4， 计 算 AAT. 
, 给 定 一 个 设计 ， 补 设计 (complementary design) 的 关联 矩阵 可 以 通过 交换 原来 设计 的 关联 矩阵 中 的 0 和 


1 而 得 到 ， 一 般 地 ， 假 设 原来 设计 是 (6，v，r,k， Ditt. IHE., v, rs k's Diit. 
(a) 确定 关于 O, ve 和 的 公式 . 
Cb) HEH a! =b+a+2r, 
《〈c) 确 定 一 个 (16，16，6，6，2) 设 计 . 
(d) 确 定 一 个 (12，9，8，6，5) 设 计 . 
假设 一 个 有 13 个 变 元 的 施 泰 纳 三 元 系统 的 补 设计 (练习 20) 是 (b，v，r，k， DBI. MES, v ry hy à. 
构造 一 个 有 21 个 变 元 的 施 泰 纳 三 元 系统 . 
通过 证 明 集合 S 实际 上 是 一 个 施 泰 纳 三 元 系统 来 完成 定理 9. 15 的 证 明 . 
《7，3，1) 设 计 的 4 个 区 组 是 

{1,253}, {1,5,6}, {2.5.7}, 和 {14447}. 


确定 余下 的 区 组 . 

通过 构造 法 证 明 存在 (v，v 一 1，v 一 2) 设 计 . 

证 明 下 面 的 每 一 个 设计 存在 . 

(a)A(C31，15，7) 设 计 (bA(63，31，15) 设 计 

(eA(21，5，1) 设 计 (DAGI, 6. DIET 

对 于 (31，15，7) 设 计 的 关联 矩阵 4， 计 算 AAT. 

WAE, k，) 设 计 中 ,任意 两 个 区 组 都 正好 有 4 个 公共 变 元 . 

Ca) MUR A REC, v re ky ABET AIP. WER AT 不 一 定 是 (v, k, ABET EYEE. 

(b) 证 明 : 如 果 A 是 (v, ,和 ) 设 计 的 关联 矩阵 ， 那 么 AT 是 (v, ky ALITA IRIE. 

证 明 不 存在 (43，43，7，7，1) 设 计 . 

考虑 整数 (0，]，2，…，v 一 1) 的 集合 Z。.， 以 及 模 的 加 法 。Z. 中 个 整数 的 子 集 DD 称 为 (vu, ky DH 
集 ((v, ky A)-difference set) ,或 简称 差 集 ， 当 我 们 列 出 D PRATE. y 的 差 (同时 使 用 z 一 y 和 
YTD vt, Z 中 的 每 一 个 非 0 整数 正好 都 出 现 同样 的 4 次 . 

(2) 证明 D 一 {10，1，3} 是 Z HER. 

(b) 证 明 D=({0, 1, HRE Z 的 差 集 . 

(OEM D= 40，1，6，8，18} 是 2 的 差 集 . 

《d) 确 定 一 个 (11，5，2) 差 集 . 

(OMR DE, &，) 差 集 ， 那 么 它 有 和 多少 个 元 素 ? 
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32. 


33. 
34. 
35. 


36. 
37. 
38. 


39. 
40. 


41, 
42. 


43. 


44, 


45. 


(DMR 也 是 一 个 (v, k, DBR, MEY v Mk 为 参数 的 函数 》 的 表达 式 . 
假设 DD 是 一 个 (v, k, VÆRA. 如果 rEZ. 设 
D+zr= {y+z:y€ D}, 

其 中 的 加 法 是 模 v 加 法 . 545] 
(a) 证 明 下 面 的 定理 : 

定理 如 果品 是 一 个 (v。k， DER, MADHI: ZEZ.} 是 一 个 (v，k，) 设 计 。 
(b) 对 应 于 Z 中 的 差 集 D 一 10，1，3}， 通 过 构造 一 个 (7，3，1) 设 计 来 说 明 这 一 定理 
(0) 对 应 于 Zu 中 的 差 集 D= {0，1，6，8，18)}， 通 过 构造 一 个 (21，5，1) 设 计 来 说 明 这 一 定理 . 
(d) 对 应 于 练习 31(d) 中 所 确定 的 差 集 ， 通 过 构造 一 个 (11，5，2) 设 计 来 说 明 这 一 定理 . 
证 明 如 果 mm 之 1 是 一 个 素数 的 寒 ， 那 么 存在 (2m2 +2m+2, mi 十 m 十 1，2m 十 2，m 十 1，2) 设 计 . 
使 用 Bruck-Ryser-Chowla 定理 证 明 (20，5，1) 设 计 可 能 存在 . 
FAM. ky ULE PBC AT ETE? 
(a)(16, 9, D (b)(34, 12, 4) (43, 7, D 
证 明 (46，46，10，10，2) 设 计 不 存在 . 
通过 构造 法 证 明 存在 (14，8，7，4，3) 设 计 . [提示 : 使 用 定理 9. 17 和 另 一 个 定理 . ] 
通过 构造 法 证 明 存 在 (30，16，15，8，7) 设 计 . [提示 : 使 用 定理 9.17 和 另 一 个 定理 . ] 
证 明 存在 (30，15，14，7，6) 设 计 . 
BME, k DEH. 
(a) 证 明 存在 (2v，v，2k，k，2) 设 计 . 
(b) 证 明 对 于 任意 正 整数 p. FETEC pu. v pk, ky poit. 
证 明 存 在 (62，31，30，15，14) 设 计 . 
我 们 希望 测试 由 6 个 人 组 成 的 组 群 中 HIV 的 携带 者 ， 这 6 个 人 的 名 字 记 作 A，B，C，D，E, F. it 
PSU= (A, B. C, D. E, F). 我 们 使 用 4 个 组 群 X = (A, B, C), X = (A, D, E}. 
X={B, D, F}, X={C, E, F}. 
(a) 对 于 口 的 所 有 子 集 ,计算 向 量 (fx, P Sx, CP), fx, (P fx, (PD. 
《b) 如 果 向 量 (1，1，1，1) 是 某 个 P 的 fc(P)， 而 且 我 们 知道 | P | <2, 我们 能 够 确定 尸 吗 ? 
(c) 证 明 这 一 组 群 的 集合 给 出 有 门限 值 1 的 成 功 NAGTA. 
我 们 希望 确定 8 家 有 线 电视 提供 商 的 新 网 络 的 效益 ， 这 8 家 提供 商 的 名 字 记 为 A，B,，…，H, 设 P 包 
含 于 {A，B，C，D，E，F，G，H}、， 考 虑 由 下 面 6 个 组 群 组 成 的 集合 C，X, 二 {A, B, C, D). X= 
{E, F, G, H}, X={A, C, E, G}, X={B, D, F, H}, X;={A, B, D, G}, X={C, E, F, 
H). 
(a) 如 果 向 量 (1，0，1，0，1) 是 某 个 P 的 SfoCP), WERE P? 546) 
(证 明 集合 G 无 法 给 出 有 门限 值 1 的 成 功 NAGTA. 
(a) 使 用 表 9. 25 的 (12，9，4，3，1) 设 计 构造 一 个 有 门限 值 3 的 成 功 NAGTA. 
(b) 平 行 类 C 中 的 第 j 个 区 组 记 作 B. WR 

fi(P) = (1,1,0,1,1,0,1,0,1.1,1,1) 

且 我 们 知道 | 已 | <3. 确定 P. 
如 果 22, —P eb, vy ry ky 设计 由 v2 个 变 元 的 集合 V 以 及 称 为 区 组 的 V 的 6 二 0 个 子 集 的 集 
合 组 成 ， 使 得 (9. 10) 式 和 (9. 11) 式 成 立 ， 且 有 

VV 的 每 个 + 于 集 止 好 是 4 个 区 组 的 子 集 ，) 二 0， (9. 29) 

WHA k<v. BYR. 2-06, v r, by ABIES, v r, k, ABT. 
(ABR ry rye ty BEKO v re ke DHA t ARAWE. HFIS, RA 是 包含 

Zar Tys ty n RAR. a=b. 证明 对 于 0<j<t, 有 


时 
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a= (=) x (9. 30) 
tE 
且 得 出 结论 : A Sa. no, on 的 选取 无 关 . 因此 得 出 结论 : 对 于 所 有 的 ISS + 
Cy ve re hy DUE FO. v ry ky MBIT. 
(b) 证 明 对 于 22, (9. 10) 式 和 (9. 2D RAMO. 11) 式 . 
(c) 注 意 ， 如 果 +-(56，v，r，k，4) 设 计 存在 ， 那 么 对 干 所 有 的 j， 由 (9. 30) 式 所 定义 的 数 A, 是 整数 ， 且 
有 0<j<i. 
(d)9. 5. 2 节 的 结果 表明 不 存在 (43，7，1) 设 计 . 使 用 这 一 结果 证 明 即 使 2, 是 整数 ， 这 仍然 不 是 
tlb, vy re kX) 设计 存在 的 充分 条 件 . 
46. 假设 方 阵 A 是 一 个 BIBD 的 关联 和 矩阵， 证 明 AT! FF TE. 
47. 如 果 4 是 (5，v，r,k，X) 设 计 的 关联 短 阵 证明 AJS J, Hp J 是 所 有 项 均 为 1 的 矩阵 . 
AB. 假设 A 是 0 和 1 组 成 的 vxv 和 矩阵 ，v=2， 且 存在 k>>0 MA>O. H k>, 使 得 : 
CDA 的 任意 行 正好 包含 人 《个 1. 
(DA 的 任意 一 对 行 正好 在 4 个 列 上 都 为 1. 
这 一 练习 要 求 读者 证 明 : 
《3)4 的 任意 列 正好 包含 个 1. 
CDA 的 任意 一 对 列 正好 在 4 个 行 上 都 为 1. 
[特别 地 ， 这 表明 对 于 (w，Ak，)) 设 计 的 关联 矩阵 (3 和 (4) 成 立 ， 且 定理 9. 19 成 立 . ] 
(DEH AJS, JEP J 是 所 有 项 均 为 1 的 方 阵 . 
(b) 证 明 AAT = (kA) IFAS. 
CEH AHE. 
《d) 证 明 AT'S SR. 
《e) 证 明 474 一 (4 一 DT JA, 
(9D 证 明 如 果 JA 二 如， 那么 (3) 和 (4) 成 立 . 
(PUEN JA=k (kA Av). 
(WHER kà tiv=k. 
OEM JA=A, FAL) AIC) RE. 
49. 在 一 项 实验 中 ， 存 在 两 种 处 方 或 变 元 ， 即 控制 和 非 控制 .存在 3 个 控制 和 120 个 区 组 ， 每 一 个 控制 用 
于 48 个 区 组 中 ， 而 每 一 对 控制 用 于 相同 的 区 组 24 次 .所 有 3 个 控制 一 起 用 于 相同 区 组 中 16 次 .不 使 
用 任何 控制 的 区 组 有 多 少 个 ? 
50.(Stison[2003]) 假 设 有 一 个 枚 名 (2，p) 门 限 方案 ， 它 允许 任意 两 个 人 能 确定 密 钥 ， 但 是 任何 一 个 人 找到 
密 钥 的 概率 都 不 能 大 于 1/ | K |. 
WHEN | P| SDI K 1 11. [提示 ， 对 于 kEK， 当 密 铜 是 时 , RC 是 可 以 分 配 的 P 的 所 有 
可 能 的 思 元 素 子 集 ， 一 个 人 一 个 子 集 合 。 证 明 这 些 子 集 正好 在 一 个 元 素 上 重合 . ] 
《b) 证 明 如 果 | P| =(p—1) | K| 十 1 二 v， 那 么 一 定 存在 一 个 上 二 pp 的 可 分 解 (Bb，v，r， ke ADIT. 
[提示 : 以 (a) 中 定义 的 子 集 为 区 组 . ] 
51. 证 明 不 存在 S(5，7，18) 施 泰 纳 系统 . 
52. 在 一 个 S(5，6，48) 施 泰 纳 系统 中 有 多 少 个 区 组 ? 
53. 假设 仓 在 集合 V 上 的 S(t:，k，v) 施 泰 纳 系统 . 
(a) 证 明 S(t 一 1,，k 一 1，v 一 ]) 施 泰 纳 系统 也 存在 . [提示 : MEV 中 的 一 个 元 素 ， 并 只 考虑 包含 这 个 元 
素 的 那些 上 元素 子 集 . ] 
(b) 对 于 每 一 个 j<<t, 证明 S(1 一 j,k 一 j，v 一 让 施 泰 纳 系统 存在 
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54. (Anderson[1990]) 使 用 练习 53 及 在 集合 V 上 存在 S(5， 8，24) 施 泰 纳 系统 的 事实 ， 证 明 : 
(a)S(5，8，24) 施 泰 纳 系统 的 区 组 数 是 759. 
OV 中 的 每 一 个 元 素 存 在 于 253 个 区 组 中 . 
《OV 中 的 每 一 对 元 素 存在 于 77 个 区 组 中 . 
(OV 的 每 三 个 元 素 存在 于 21 个 区 组 中 . 
CoV 中 的 每 四 个 元 素 存在 于 5 个 区 组 中 . 
COV 中 的 每 五 个 元 素 存在 于 1 个 区 组 中 . 


9.5 ”有限 射 影 平面 
9.5.1 基本 性 质 
有 趣 的 是 实验 设计 有 几何 学 应 用 ， 而 反 过 来 ， ea eee 
用 .我们 考虑 例 9. 10 的 设计 ， 这 是 一 个 施 泰 纳 
=e 3 


三 元 系统 而 且 是 一 个 对 称 的 BIBD， 通 过 把 变 元 Z 

设 成 点 ， 并 使 用 经 过 点 的 " 线 "( 不 一 定 是 直线 ) 表 

示 区 组 ， 我 们 可 以 用 几何 方式 来 表示 这 个 设计 . 一 :一 

图 9.1 给 出 这 一 几何 表示 。 除 一 条 线 外 其 余 线 都 PA oe 


TEER. 这 一 表示 称 为 射影 平面 (projective 


plane) 或 费 诺 平 面 (Fano plane)®, 这 一 表示 有 下 4 
面 的 性 质 图 9.1 费 诺 平 面 

(P1) 两 个 不 同 的 点 位 于 一 条 且 只 位 于 一 条 
ARRE. 


〈P2z ) 两 条 不 同 的 线 经 过 一 个 且 只 经 过 一 个 公共 点 . 

- 般 地 ， 射 影 平 面 由 下 面 几 部 分 组 成 : 称 为 点 的 对 象 集合 ， 称 为 线 的 另 一 个 对 象 集合 ， 以 及 
使 得 条 件 (Pi; ) 和 (Psz ) 成 立 的 点 位 于 线 上 ,或 等 价 地 ， 线 经 过 点 的 概念 ， 射影 平面 是 有 限 的 
《finite)， 如 果 点 的 集合 是 有 限 的 ， 射 影 平 面 不 仅 在 组 合 设计 中 很 重要 ， 而 且 在 艺术 领域 也 很 重 
要 ， 在 艺术 领域 ， 对 投影 进行 研究 时 就 出 现 射影 平面 ， 它 们 在 几何 学 中 也 很 重要 ， 因 为 它们 定义 
了 一 种 欧 几 里 得 平行 公设 不 成 立 的 几何 : 根据 (P;)， 不 存在 经 过 给 定点 且 与 给 定 线 没有 公共 点 
《因此 与 其 “平行 ”) 的 线 .， 射 影 几何 的 发 展 可 追溯 到 4 世纪 Pappas of Alexandria 的 工作 ， 在 19 ttt 
纪 40 年 代 ， 它 导致 了 由 著名 数学 家 Boole, Cayley 和 Sylvester 创建 的 不 变量 代数 理论 的 产生 . 
它 又 导致 了 张 量 演 算 的 产生 ， 最 终 促进 了 物理 学 中 的 基础 思想 的 产生 ， 特 别 是 对 重力 理论 中 爱 
因 斯 坦 的 工作 产生 了 影响 . 

组 合 设计 理论 中 重要 的 基本 存在 问题 也 发 生 于 射影 平面 : 对 于 什么 样 的 值 存在 有 ?个 点 的 
射影 平面 ? 如 果 "一 2， 我 们 可 以 取 两 个 点 a 和 4， 和 一 条 经 过 这 两 个 点 的 线 L， 射 影 平面 的 公设 
(Pi1) 和 (P2) 显 然 满 足 ， 对 于 任意 的 mn， 如 果 存 在 个 点 和 一 条 经 过 所 有 个 点 的 线 ， 显 然 也 满足 
REAR. 最 后 ， 当 有 三 个 点 a, b,c， 和 三 条 线 L1，L2，Ls， 且 a 和 6 位 于 Li 上 , bM 位 于 
Le 上 ,a 和 上 位 于 L3 上 时 ， 这 些 公 设 显然 也 满足 ， 为 了 剔除 这 些 平凡 例子 ， 通 常 我 们 要 加 入 一 
条 额外 的 公设 : 

(Ps) 存 在 4 个 不 同 的 点 ， 其 中 任意 3 个 点 不 在 同一 条 线 上 . 

满足 (Ps ) 的 有 限 射影 平面 称 为 非 退 化 的 (nondegenerate)， 而 且 我 们 假设 (不 再 每 一 次 都 明确 
做 此 假设 ) 所 有 限 射 影 乎 面 都 是 非 退 化 的 .任意 关于 这 些 平面 的 定理 都 将 使 用 这 三 条 公设 (Pi)、 


O 以 19 世纪 数学 家 Gino Fano 的 名 字 命 名 . 


48) 


5 
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(Pz) 和 (Ps) 进 行 证 明 . 

最 小 可 能 的 射影 平面 至 少 有 四 个 点 .存在 正好 有 四 个 点 的 这 样 的 平面 吗 ? 假设 a, b, c,d 
是 四 个 点 ， 且 任意 三 个 点 都 不 在 一 条 线 上 .根据 (Pi )， 一 定 存在 经 过 a Alb 的 线 L1， 和 经 过 c 
Ad HRL ， 因 为 没有 三 个 点 在 一 条 线 上 ,所 以 < 和 dd REL 上 , 上 且 c 和 2 不 在 L: 上 . FR, 
wa, b, 和 d 是 这 个 射影 平面 的 所 有 点 ， 那 么 Ll ML 没有 公共 交点 ,这 与 (Ps ) 不 符 ， 因 
此 ， 不 存在 四 个 点 的 射影 平面 ， 下 面 我 们 将 看 到 也 不 存在 5 个 点 或 6 个 点 的 射影 平面 ， 然 而 ， 图 
9. 1 的 费 诺 平面 是 一 个 7 个 点 的 射影 平面 ， 因 为 (Ps ) 很 容易 证 明 . 

读者 将 注意 到 公设 (Pi ) 和 (Pz) 有 某 种 形式 的 对 偶 性 (duality): 通过 交换 词汇 “点 ”和 "“ 线 ”， 
并 交换 表达 方式 “位 于 线 上 的 点 "和 "经 过 一 个 点 的 线 "， 我 们 可 以 从 (Pi ) 得 到 (Pz)， 通 过 同样 的 
交换 我 们 可 以 从 (Ps? ) 得 到 (Pi )， 如 果 (P) 是 任意 关于 有 限 射影 平面 的 陈述 (statement)， 那 么 ( 忆 ) 
的 对 偶 (dual) 是 通过 做 这 些 交换 从 (P) 而 得 的 陈述 ， 可 以 证 明 公设 (Ps ) 的 对 偶 为 真 ， 我 们 把 这 一 
结果 阑 述 为 一 个 定理 . 

定理 9.23 在 有 限 射 影 平面 内 ， 下 面 的 陈述 成 立 : 

(P4) 存 在 四 条 不 同 的 线 ， 其 中 没有 三 条 线 经 过 相同 的 点 . 

证 明 根据 (Ps)， 存 在 点 a, b,c，d， 其 中 没有 三 个 点 在 一 条 线 上 .根据 (Pl )， 存 在 经 过 
a 和 4b 的 L1， 经 过 5 和 c WRL. 经 过 c Md MRIs. 经 过 d 和 a 的 线 L1， 现 在， 这 四 条 线 是 
不 同 的 , 因为 c 和 d REL k, a 和 d REL: 上 ， 等 等 ， 另外， 没有 三 条 线 经 过 一 个 公共 点 . 
我 们 将 通过 矛盾 法 证 明 这 一 定理 ， 不 失 一 般 性 ， 假 设 Li ，Lz ML 有 公共 点 xz， 那么 x 不 是 5， 
因为 6 不 在 L3 E. ieit, Li ML 有 两 个 不 同 的 公共 点 上 和 xz。 因为 上 天 L2， 公 设 (Psz) 不 成 立 ， 
这 是 一 个 矛盾 . E 

现在 ,条件 (Pi) 和 (P2) 是 对 偶 的 ， 条件 (P3) 和 (P) 是 对 偶 的 。 任 意 关 于 有 限 射影 平面 的 定 
理 (可 证 明 的 陈述 ) 必 须 通过 公设 (P1)，(Ps) 和 (Ps) 进 行 证 明 。 任 意 这 样 的 定理 有 对 偶 定理 (dual 
theorem) ， 这 一 对 偶 定理 是 通过 交换 单词 点" 和“ 线 "以 及 交换 表述 “位 于 线 上 的 点 "和 “经 过 点 的 线 ” 
而 得 到 的 .对 侦 定 理 的 证 明 可 以 通过 原 定理 的 证 明 得 到 ， 其 方法 是 使 用 (P1)，(P2) 和 (P) 的 对 偶 
陈述 取代 (Pi)，(Pz) 和 (Ps)， 我 们 知道 这 样 的 对 偶 陈 述 是 成 立 的 ， 因 此 ， 我 们 有 下 面 的 结果 . 

定理 9. 24( 对 偶 原 理 ) 对 于 每 一 个 是 定理 的 关于 有 限 射影 平面 的 陈述 ， 其 对 偶 陈 述 也 是 定理 ， 

关于 射影 平面 的 下 一 个 基本 定理 如 下 所 述 . 

定理 9.25 在 有 限 射 影 平 面 内 ， 每 一 个 点 位 于 相同 数量 的 线 上 ， 每 一 条 线 经 过 相同 数量 


的 点 . 
为 了 说 明 这 一 定理 ,我 们 注意 到 ， 图 9. 1 的 射影 平面 的 每 一 条 线 上 有 三 个 点 ， 而 每 一 个 点 经 
过 三 条 线 . 

定理 9. 25 的 证 明 首先， 我 们 证 明 每 一 条 线 经 过 相同 数量 的 点 .证 明 的 基本 思想 是 建立 两 
条 不 同 线 工 和 二" 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 ， 这 一 对 应 表明 两 条 线 上 有 相同 数量 的 

我 们 先 证 明 存在 既 不 在 L 上 也 不 在 L' 上 的 点 x+. 根据 公设 (P3)， 存 在 Bias by cy ds 
其 中 没有 三 个 点 在 一 条 线 上 .如 果 其 中 任何 一 个 点 不 在 工 或 上 上 ， 那么 我 们 就 可 以 取 那 个 点 为 
z， 如 果 这 些 点 都 在 或 L' 上 ， 那 么 我 们 一 定 可 以 在 L 上 得 到 两 个 点 (比如 说 是 a 和 5)， 且 在 
上 也 得 到 两 个 点 (比如 说 是 < Ald). 根据 (Pi )， 存 在 经 过 6 和 < 的 线 K 和 经 过 a 和 d WRK. R 
据 (Pz)， 线 K 和 K 有 一 个 公共 点 (参见 图 9.2)， 如 果 工 位 于 L 上 ,那么 x 和 6。 位 于 两 条 不 同 
WARE, RCP). 如 果 z 位 于 L' 上 ,那么 x 和 c 位 于 两 条 不 同 的 线 上 .也 违反 (Pi)， 因 此 ，z 
是 符合 我 们 要 求 的 点 . 

现在 ,给 定 线 上 上 的 点 p， 这 条 经 过 p 和 xz 的 线 [根据 (Pi ) 一 定 存在 这 样 的 线 ] 必 定 与 二 ' 正 
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好 相交 于 一 个 点 p[ 根 据 (P2)]。 我 们 说 是 pp 经 过 z 在 赤 " 上 的 投影 点 (参见 图 9. 3)、 如 果 4 EL 
上 的 其 他 任意 点 , 设 9 是 g 经 过 z 在 L' 上 的 投影 点 现在， 如果 g 关 p， 那 么 4 一定 不 同 于 pp“ 
因为 否则 q Ar 在 两 条 不 同 的 线 上 ， 违 反 (P; )， 我 们 得 出 结论 : HEEL LAL EARE 
一 一 对 应 .我 们 知道 这 是 一 对 一 的 ， 为 了 开明 和 白 它 是 一 个 对 应 ， 注 意 ，L" 上 的 每 个 点 > 都 可 以 通 
过 上 述 过 程 从 1 上 的 某 个 点 得 到 .为 了 弄 明 这 一 点 ， 只 需 从 -经 过 z 投影 回 到 L 上 ， 因 此 ，L 和 
上 有 相同 数量 的 点 ， 这 就 证 明了 每 一 条 线 经 过 相同 数量 的 点 . 


图 9.2 点 工 既 不 在 上 也 不 在 L' 上 图 9.3 点 是 p 经 过 在 L' 上 的 投影 点 


通过 利用 对 偶 原理 (定理 9. 24)， 我 们 得 到 每 一 个 点 位 于 相同 数量 的 线 上 . a 

定理 9.26 在 有 限 射影 平面 内 ， 经 过 每 一 个 点 的 线 的 数量 等 于 每 一 条 线 上 点 的 数量 

证 明 选 出 任意 一 条 线 L. 根据 (P;)， 存 在 一 个 不 在 L 上 的 点 工 WEO), FLEE 
意 点 y， 存 在 且 仅 存在 一 条 经 过 x 和 y 的 线 L(y)， 另 外 ,经 过 工 的 任意 线 工 不 是 L， 因 此 ,根据 
(Pz)， 这 条 线 一 定 经 过 上 上 的 一 个 点 ye ALELO). Rie, LOREX L EI 经 过 x 的 线 之 
间 的 一 一 对 应 ， 因 此 ， 经 过 x 的 线 的 数量 等 于 上 上 点 的 数量 ， 根 据 定理 9. 25， 这 一 定理 成 立 . n 

因此 根据 定理 9. 26， 在 每 条 线 上 有 m 十 1 个 点 的 射影 平面 有 ml 条 线 经 过 每 一 个 点 . 

推论 9.26.1 每 一 条 线 上 有 m+ 个 点 且 经 过 每 一 个 点 有 M+] 条 线 的 射影 平面 有 mi2 十 
m+) 个 点 和 m2 十 mm 十 1 条 线 . 

证 明 设 z 是 任意 点 ， 存 在 mm 十 1 条 经 过 zx 的 线 ， 每 一 条 这 样 的 线 有 m 个 不 同 于 z 的 点 ， 每 
一 个 点 位 于 一 条 且 仅 一 条 经 过 工 的 线 上 ， 因 此 ， 我 们 可 以 通过 计数 经 过 z 的 线 上 又 不 同 于 zx 的 
点 的 数量 再 加 上 z 而 得 到 点 的 数量 ; 我们 得 到 

(m+ DGn) +1 = m2 + m+) 
个 点 ， 推 论 的 其 余部 分 可 以 根据 对 偶 原理 得 到 . a 

在 图 9. 1 的 例子 中 ，m 十 1=3，m 三 2，m? 十 m 十 1 二 7。 我 们 现在 知道 ， 只 对 形 如 m 十 mm 十 1 
的 nn 存在 nn 个 点 的 射影 平面 ,特别 地 ， 对 于 "一 6 不 存在 这 样 的 射影 平面 .公设 (P;) 噜 
BR m= 3 的 情况 ( 既 使 3 一 12 十 1 十 1)， 因此， 一 7 对 应 于 第 一 个 可 能 的 射影 平面 ， 下 一 个 可 能 的 
射影 平面 通过 取 m= 二 3 得 到 ， 此 时 n==3? 十 3 十 1 二 13， 我 们 将 看 到 ， 每 当 m 是 素数 的 军 时 总 是 存 
在 射影 平面 因此， 存在 13 个 点 的 射影 平面 (m 一 3).〈 表 9. 30 给 出 一 个 这 样 的 平面 . ) 数 m 将 被 
称 为 射影 平面 的 秩 (order)， 注 意 这 个 秩 与 点 的 数量 不 同 . 


RIM KAIAUA 13 个 点 和 13 条 线 ) 的 射影 平面 
点 : 1, 2, 3. 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13 
Re. (1, 2, 8, 12}, 9. 10, 12}. {4. 5, 11, 12), {1, 4, 6. 9}. {3. 6. 8. 11}. | 
{2, 5, 6, 10}, {1, 10, 11, 13}, {5, 8. 9, 13}, {2, 3, 4, 13}, {1, 3, 5, 7} 
{4s T. 8, 10}, {2, 7, 9, M1). {6, 7, 12, 13), 


图 


554) 
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9.5.2 射影 平面 、 拉 丁 方 和 (vy, k, ART 

本 节 研究 射影 平面 与 某 种 组 合 设计 之 间 的 关系 . 

定理 9.27(Bose[1938]) 假设 m>2. AERA mm 的 有 限 射 影 平面 ， 当 且 仅 当 存 在 完全 正 交 
mX m4 T F&O 

这 一 定理 的 证 明 是 构造 性 的 ， 即 给 出 如 何在 有 限 射影 平面 与 正 交 拉 丁 方 集合 之 间 转换 ， 我 
们 将 在 练习 22 和 23 概述 此 定理 的 证 明 . 

推论 9.27.1 对 于 素数 p fo LAK, HORA m— ph, MARERA m 的 射影 平面 . 

证 明 根据 定理 9. 2， 这 一 结果 成 立 . a 

根据 定 埋 9. 27 和 推论 9.27. 1， 可 得 出 第 一 个 不 存在 射影 平面 的 可 能 秩 m( 即 zw 十 m 十 1 个 点 
的 射影 平面 ) 的 值 是 6。 事实 上 ， 对 于 m= 二 6, 我 们 已 在 9. 2 节 中 看 到 ， 不 存在 5 个 6X6 正 交 拉丁 
方 集合 (实际 上 不 存在 这 样 的 拉丁 方 对 )， 因 此 ， 不 存在 秩 为 6 的 有 限 射影 平面 ( 即 有 62 十 
6 十 1 一 43 个 点 的 射影 平面 )， 存 在 秩 为 ?7，8 和 9 的 射影 平面 ， 因 为 7 一 ?71 ，8 一 23，9 一 32.， 然 
而 ，m= 10 不 是 素数 的 寡 ，Lan，Thiel 和 Swiercz[1989] 使 用 计算 机 证 明了 不 存在 秩 为 10 的 有 限 
射影 平面 ( 即 102 十 10 十 1 一 111 个 点 的 射影 平面 . ) 我 们 知道 存在 秩 为 11 的 有 限 射影 平面 ， 但 是 对 
于 12 至 今 仍 是 一 个 未 解 问题 . 

下 面 的 定理 处 理 推论 9. 27. 1 没有 涵盖 的 某 些 情况 ， 我 们 略 去 其 证 明 . 

定理 9.28(Bruck 和 Ryser[1949]) it m=] 或 2(mod 4)， 假 设 能 整除 m 的 最 大 平方 是 d 且 
m=md. 40% m 能 被 素数 户 整除 ， 且 p=3(mod 4)， 那 么 不 存在 秩 为 m 的 射影 平面 . 

为 了 说 明 这 一 定理 ,假设 m=6. 注意 6=2(mod 4)， 于 是 , d=1 A m' 三 m， 因 为 m /能 被 3 
整除 ， 正 如 我 们 前 面 所 观察 的 那样 ， 不 存在 秩 为 6 的 射影 平面 ， 接 下 来 ， 假 设 m=54， 注 意 54 三 
2(mod 4), d=9, m'=6. HA m' 能 被 3 整除， 所 以 不 存在 秩 为 54 的 射影 平面 ， 根 据 定理 9. 27 
可 得 不 存在 秩 为 54 的 完全 正 交 拉 丁 方 族 . 

通过 取 点 作为 变 元 ， 而 取 线 作为 区 组 ， 一 个 射影 平面 给 出 一 个 (5，v，r,，k，4) 设 计 ， 于 是 
b=v=m?+m+1, 三 r 二 m 十 1，4 一 1， 因 为 每 一 对 点 都 位 于 一 条 且 仅 在 一 条 线 上 ， 所 以 我 们 得 
到 一 个 对 称 平衡 不 完全 区 组 设计 或 (v, k，4) 设 计 ， 相 反 ， 对 于 每 一 个 m>, Gm? +m4+1, m+ 
1，1) 设 计 给 出 一 个 射影 平面 ， 其 中 取 变 元 为 点 ， 区 组 为 线 。 为 了 弄 明 白 为 什么 公理 (Ps ) 成 立 ， 
Ra Alb 是 任意 两 个 点 ， 存 在 唯一 包含 a 和 6 的 区 组 Bl。 因为 这 一 设计 是 不 完全 的 ， 所 以 存在 不 
在 区 组 Bl 内 的 点 +， 现在 ， 存 在 唯一 包含 a 和 xz 的 区 组 Bs， 且 存在 唯一 包含 6 和 x 的 区 组 Bs. 
每 个 区 组 有 m 十 1 个 点 ， 因 此 ,除了 a, bMr ZH, Bi, Be 和 Bs 每 一 个 都 至 多 有 m 一 1 个 其 他 
A. AAZ. Bi. Bo 或 Bs 中 的 点 的 数量 至 多 是 3 十 3(m 一 1) 二 3m， 因 为 m 宇 2. RH m+ 
m+1>3m, At, FERE Bi, Bo 和 Bs 内 的 点 y Ha, Mb 点， 点 y 中 没有 三 个 点 在 一 
个 区 组 内 ， 因 此 我 们 有 下 面 的 结果 . 

定理 9. 29 如 果 mz>2， 存 在 秩 为 办 的 有 限 射影 平面 当 且 仅 当 存 在 (zz2 十 mm 十 1，m 十 1，1) 
iti. 

推论 9.29.1 REmMA-REKHE, MAAR +mtl1, m+1, Dikit. 

推论 9.29.2 假设 mm 三 2， 那么 下 面 各 陈述 等 价 . 

(a) 存 在 秩 为 m 的 有 限 射 影 平面 . 

DERA mH REERET HR. 

(ALG? +m+1, m+, Dit. 


O 回想 一 下 ,根据 我 们 的 习惯 ， 单 一 2X2 拉丁 方 构成 一 个 正 交 族 . 
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本 节 练 习 
L 在 下 列 每 一 种 情况 中 ，P 是 点 的 集合 ，Q 是 线 的 集合 点 工 位 于 线 L 上 ， MRLEL, RLA, 如 
果 rEL， 确 定 公理 (P,)，(P;) 和 (P;) 中 哪 一 个 成 立 . 
(a) P=3 维 空间 中 所 有 的 点 ，Q==3 维 空间 中 的 所 有 线 . 
(DP={1, 2, 3}, Q={{1, 2}, {1, 3}, {2, 3H. 
OPERERE, Q= P 的 元 素 的 所 有 序 对 . 
(d)P=3 维 空间 的 所 有 线 ，Q 一 3 维 空间 的 所 有 平面 . 
(e)P= 经 过 3 维 空间 原点 的 所 有 线 ，Q 一 经 过 3 维 空间 原点 的 所 有 平面 . 
2. 给 出 下 列 每 一 个 (不 一 定 为 真 ) 关 于 有 限 射 影 平面 的 陈述 的 对 偶 陈述 . 
(a) 存 在 9 条 不 同 的 线 ， 其 中 没有 3 条 线 经 过 同一 点 . 
(b) 存 在 位 于 每 一 条 线 上 的 点 . 
(<) 存 在 四 条 不 同 的 线 使 得 每 一 个 点 位 于 其 中 的 一 条 线 上 . 
《d) 存 在 四 个 不 同 点 ， 其 中 没有 三 个 点 位 于 同一 条 线 上 ， 使 得 每 一 条 线 经 过 其 中 的 一 个 点 . 
如果 一 个 射影 平面 中 每 一 条 线 上 有 四 个 点 ， 这 个 射影 平面 总 共有 多 少 个 点 ? 
如 果 一 个 射影 平面 中 每 一 点 有 5 条 线 通 过 ， 这 个 射影 平面 总 共有 多 少 个 点 ? 
， 如 果 一 个 射影 平面 有 31 个 点 ， 那 么 每 一 条 线 上 有 多 少 个 点 ? 
， 如 果 一 个 射影 平面 有 57 个 点 ， 那 么 每 一 个 点 有 多 少 条 线 通 六 
.如 果 一 个 射影 平面 有 73 条 线 ， 那 么 每 一 条 线 上 有 多 少 个 
.存在 下 面 的 射影 平面 吗 ? 
(a)25 个 点 (b)73 个 点 (0)43 条 线 (d)91 条 线 
9. 假设 射影 平面 有 个 点 ， 且 (zw，A，X) 设 计 是 由 点 为 变 元 、 线 为 区 组 的 平面 定义 的 ， 对 于 下 列 每 一 个 ”的 
值 ， 计 算 ue 和 》 的 值 . 


paw anew 


(a)31 (b)91 (0)133 
10. 是 否 存 在 秩 为 下 列 各 值 的 有 限 射影 平面 ? 验证 你 的 答案 
(all (b)49 (©)81 


11. 证 明 不 存在 秩 为 14 的 有 限 射影 平面 . 
12. 证 明 不 可 能 存在 秩 为 245 的 有 限 射影 平面 . 
13. 证 明 不 可 能 存在 秩 为 150 的 有 限 射影 平面 . 
14. 能 否 存在 秩 为 下 列 各 值 的 有 限 射影 平面 ? 验证 你 的 答案 . 
(a)60 (b)81 (c)93 
15. 证 明 不 存在 秩 为 378 的 完全 正 交 拉丁 方 族 . 
16. 回想 定理 9. 25 的 证 明 中 投影 (projection) 的 定义 .在 费 诺 平面 中 (图 9. 1): 
(a) 确 点 线 (3，4，6) 上 的 点 6 经 过 点 5 在 线 {1，3，7} 上 的 投影 . 
(b) 确 定 线 {1，2，4} 上 的 点 4 经 过 点 3 在 线 {2，6，7} 上 的 投影 . 
(0c) 确定 线 {1]，2，4) 上 的 点 2 经 过 点 3 在 线 {4，5，7} 上 的 投影 . 
17. 回想 定理 9. 25 的 证 明 中 投影 的 定义 ， 在 表 9. 30 的 射影 平面 内 : 
(a) 确 定 线 {2，3，4，13} 上 的 点 2 经 过 点 8 在 线 {1，4，6，9} 上 的 投影 . 
《b) 确 定 线 {2，7，9，11} 上 的 点 11 经 过 点 1 在 线 {2，5，6、10} 上 的 投影 . 
18. (Bogart(1983]) RG? +n, n, n+l, ny DIRHAM, MRP RAR. AOP), (P) A 
(Ps) PB ARE? 
19. 证 明 在 练习 18 中 ， 下 面 的 “平行 公设 "满足 : 给 定点 z 和 不 经 过 x 的 线 L， 存 在 且 仅 存在 一 条 经 过 + 且 
与 上 没有 公共 点 的 线 工 … 
20. 仿 射 平面 (affine plane) 与 射影 平面 相仿 ， 它 满足 公理 (P,)、(P;) 和 练习 19 的 “平行 公设 ”， 证 明 下 列 关 
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23. 


于 仿 射 平面 的 陈述 . 

(a) 每 一 条 线 包 含 相同 数量 的 点 . 

(b) 每 一 个 点 在 相同 数量 的 线 上 . 

线 都 包含 相同 数量 的 个 点 ， 那么 每 一 个 点 正好 在 n 十 1 条 线 上 ， 正 好 存在 站 个 点 和 


在 一 个 仿 射 平面 内 (练习 20)， 每 一 条 线 包含 相同 数量 的 ”个 点 .我 们 称 n 为 这 个 仿 射 平面 的 秩 ， 证 明 


如 果 存在 秩 为 n 的 射影 平面 ， 那 么 存在 秩 为 n 的 仿 射 平面 [提示 : 消除 一 条 线 和 其 上 的 所 有 点 ]. 


.以 下 两 个 练习 给 出 定理 9. 27 的 证 明 概况 . 设 P 是 秩 为 m 的 有 限 射影 平面 ， 


《(a) 从 己 中 任意 选 出 一 条 线 荆 ， 并 称 为 无 穷 远 线 (line at infinity). WL Asis 
My Vey va va 
存在 m 十 1 条 线 经 过 的 每 一 个 点 ， 因 此 是 办 条 线 外 加 工 ， 设 这 些 线 为 如 下 所 列 的 线 : 
通过 4 的 线 : Us. U: Uns 
t v HR: Vi. Ve 
通过 w, 的 : ne Wyre te Wine 
不 在 上 的 每 一 个 点 zx 与 L YF EE 线 相连 ， 假 设 内 是 包含 x Alu 的 线 ,V; 是 包 
Bx 和 HR. Wa 是 包含 x Mw 的 线 ， 因 此 ， 我 们 可 以 把 点 与 (m 十 DD) 元 组 (h， i kis ke ee 
km ) 联 系 起 来 ， 证 明 不 在 1 上 的 点 x 与 序 对 (h， 引 间 的 对 应 是 一 一 对 应 
《b) 利 用 表 9. 30 的 射影 平面 说 明 这 一 构造 法 ， 假 设 {1，2，8，12} 是 无 穷 远 线 ， 写 出 所 有 线 和 关系 r 
Ch, DA Ilhs is kis ki). 
COMRIE FIER Ch. DW r BE Gn + DIM Ch, i kis kes es kai), Bal =k, AB 
A= Ca), j=l, 2, e m1, EFR 9. 30 OP. WEA” MA”. 
(DEH A? ERTI. 
COE: 如果 qp. W A” Al A” 是 正 交 的 . 
WRAY, AP, o, AYO ERRA m 的 两 两 正 交 的 拉丁 方 族 . 


(a) 考 虑 m 个 有限 "点 (hh De h51, 2, cee m, i 一 1，2，...，m。， 给 定点 (h，i)， 将 它 与 (m 十 1) 
元 组 


(Ci ske stt skai) 

相 联系 ， 其 中 心 是 aw ， 给 定 表 9. 14 所 示 的 秩 为 3 AER T HA MA”, HEREC + Dd 

元 组 . (这 将 是 我 们 的 示例 . ) 

设 Wh 是 所 有 有 限 点 (h， 引 的 集合 ， 其 中 对 应 于 (h， 站 的 (m 二 1) 元 组 中 的 第 (j 十 2) 项 是 k， 构 成 
mt? m= m (m+) FR Wa, j=—1, 0, 1, 2, =, m—l, = 二 1，2，…，m( 这 些 线 将 通过 后 面 的 
一 个 点 被 延长 )， 确 定 示例 中 的 这 些 线 Wa. 

(0) 注 意 ， 对 于 同 定 的 j， 我们 定义 的 


Wa Wye sets Wm (9.31) 
是 mm 条 线 的 集合 ， 其 中 没有 两 条 线 相交 .在 没有 公共 有 限 点 的 意义 下 ,我们 称 这 两 条 线 平行 
(paralleD. WEW Wy 有 m 个 有 限 点 . 

(d) 证 明 如 果 ij 和 六， 那么 我 们 定义 的 线 Wa 和 Wye 有 唯一 公共 点 . 

(e) 现 在 我 们 有 m 十 1 个 有 m 条 平行 线 的 集合 ， 任 意 两 条 非 平行 线 相交 于 一 点 ， 对 于 (9. 31) 式 的 每 一 个 
平行 线 集合 ， 现 在 我 们 加 上 一 个 不 同 的 “无 穷 远 点 "at ， 这 个 点 位 于 这 个 集合 中 的 每 一 条 线 上 ， 设 
wSukw=u 我 们 总 共 加 上 了 mm 十 1 个 无 穷 远 点 .于 是 我 们 再 加 入 一 条 线 L， 这 是 “无 穷 远 线 ”， 
这 条 线 定义 为 由 w，v，wn ，w:，…，w。; 组 成 的 线 。 完 成 并 修改 我 们 在 (b) 的 例子 中 给 出 的 线 的 列 
R. 并列 出 这 一 例子 中 的 所 有 点 (有 限 点 和 无 穷 点 ). 

《人 确定 一 般 情况 下 构造 的 点 的 数量 和 线 的 数量 . 

(g) 确 定 每 一 条 线 上 的 点 的 数量 和 经 过 每 一 个 点 的 线 的 数量 . 

《h) 对 于 所 有 点 的 集合 (有 限 点 和 无 穷 远 点 ) 以 及 所 有 线 Wa 加 上 无 穷 远 线 的 集合 ， 验 证 公设 (P, )， 
(Py) ALCP SE. GRR: 首先 验证 (P,). ] 
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第 10 章 编码 理论 S 


10. 1 信息 传输 


本 章 给 出 编码 理论 的 简短 概述 ， 我 们 关心 的 是 代码 使 用 中 的 两 方面 问题 保证 传输 信息 的 
隐秘 性 以 及 发 现 并 改正 传输 错误 .我 们 讨论 的 方法 已 经 应 用 于 计算 机 通信 、 远 距离 空间 探测 器 
通信 以 及 与 发 射 台中 导弹 的 通信 ， 并 应 用 于 电子 商务 、 光 学 和 磁 记 录 及 遗传 代码 等 方面 ， 今 天 ， 
编码 理论 的 发 展 与 信息 技术 的 进步 有 着 密切 的 联系 ， 这 些 技术 已 应 用 于 因特网 和 * 网 络 技术 的 新 
时 代 ” 计算 和 电信 所 使 用 的 种 类 繁多 的 网 络 化 设备 的 快速 发 展 对 编码 理论 提出 了 挑战 和 令 人 振 
奋 的 新 问题 ， 有 关 编 码 理论 应 用 的 更 多 内 容 ， 特别 是 对 计算 机 通信 方面 的 应 用 ， 可 以 参见 
MacWilliams 和 Sloane[1983]， 关 于 代码 理论 的 总 体 论述 等 更 详细 的 内 容 ， 还 可 以 参见 
MacWilliams 和 Sloane[ 1983], Berlekamp[ 1968], Blake 和 Mullin[1975], Cameron 和 van Lint 
[1991], Goldie 和 Pinch[ 1991], Hill[ 1986], Peterson[ 1961], Peterson 和 Weldon [1972], 
PLess[ 1998], Van Lint1999] #1 Welsh[1988]， 对 于 简洁 明了 的 论述 则 可 参见 Dornhoff 和 Hohn 
[1978] 或 Fisher[1977]. 

信息 传输 中 的 基本 步骤 的 模型 如 图 10. 1 所 示 . 我们 想象 一 下 ， 从 一 个 单词 ， 一 个 英语 单词 
或 某 种 代码 中 的 字 ， 例 如 一 个 位 串 开始 . 在 步骤 (a)， 我 们 对 它 编码 ,通常 是 把 这 个 字 编 码 成 一 
个 位 串 ， 然 后 在 步骤 (b) ， 我们 通过 一 个 传输 信道 传输 这 一 编码 字 . 最后， 在 步骤 (c)， 接 收 到 的 
字 被 解码 ， 这 一 模型 适用 于 如 电话 线 的 物理 通信 路 径 中 的 传输 ， 或 跨越 空间 经 无 线 电 波 的 传输 . 
然而 ， 正 如 MacWilliams 和 Sloane[1983] 指 出 的 那样 ， 类 似 的 分 析 可 以 应 用 于 计算 机 存储 数据 ， 
而 后 又 重新 获取 这 些 数据 的 情况 ， 以 及 现代 电信 的 其 他 许多 数据 传输 中 ， 正 如 Fisher[1977] 指 出 
的 那样 ， 这 一 分 析 也 可 应 几 于 视觉 到 视网膜 (光子 的 模式 ) 上 的 输入 ， 输 入 被 编码 成 视网膜 中 某 些 
细胞 中 的 电 脉冲 ， 而 这 些 电 脉冲 通过 神经 被 传输 到 大 脑 的 视觉 区 域 ， 在 那里 这 些 电 脉冲 被 解码 
成 一 个 视觉 模式 ， 除 些 之 外 它 还 有 很 多 其 他 应 用 . 

路 的 
we | 一 | fe ia {it 


编码 传输 解码 
a) b) c) 


图 10. 1 ”信息 传输 的 基本 步骤 


我 们 将 假设 唯一 发 上 错误 的 地 方 是 步骤 (b) ， 而 且 错 误 是 由 于 噪声 或 弱 信 号 引起 的 、 在 10. 2 
节 ， 我 们 将 讨论 步骤 (a) 和 步骤 (c)， 即 编码 和 解码 步骤 ， 而 不 考虑 传输 中 的 错误 ，10. 3 节 着 手 
了 解 如 何 处 理 这 些 错误 .在 10. 4 节 ， 我 们 要 说 明 如 何 使 用 编码 和 解码 过 程 去 发 现 和 改正 传输 中 
的 错误 .最 后 ，10. 5 节 讨 论 使 用 区 组 设计 来 获得 错误 检测 和 错误 校正 的 代码 ， 对 于 已 跳 过 第 9 
章 的 读者 应 该 跳 过 该 节 . 

本 章 着 重 强调 的 是 存在 问题 : 存在 特定 类 型 的 代码 吗 ? 然后 ， 我 们 还 讨论 优化 问题 : 某 种 代 
码 中 ， 最 好 、 最 丰富 或 最 大 的 代码 是 什么 ? 


O 10.1 节 一 10. 3 节 是 本 章 的 基础 ， 对 简短 论述 感 兴趣 的 读者 可 以 直接 跳 到 10. 5 节 ( 而 这 主要 依赖 于 第 9 章 的 
We). 
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10.2 编码 与 解码 


有 时 候 ， 图 10. 1 的 步 又 (a) 必 定 从 一 个 包含 “敏感 "信息 的 信息 产生 一 个 编码 信息 ， 在 这 种 情 
况 下 ,我 们 使 用 术语 “加 密 ” 和 “解密 ”来 描述 图 10. 1 YEE Ca) Alc). 然而， 我 们 将 通 篇 使 用 本 
语 “ 编 码 " 和 ”解码 "， 称 为 密码 学 (cryptography) 的 领域 与 这 样 的 编码 和 解码 有 关 ， 而 且 如 果 这 个 
代码 是 未 知 的， 它 还 与 如 何 破译 接收 到 的 代码 有 关 ， 这 里 讨论 密码 学 的 编码 和 解码 问题 ， 但 不 讨 
论 破 译 问 题 . 

要 编码 的 信息 涉及 某 个 信息 字母 表 (message alphabet) A 的 符号 序列 编码 信息 将 是 一 个 代 
码 字母 表 (code alphabet)B 的 符号 序列 ,这 一 字母 表 B 可 能 与 信息 字母 表 A 相同 ， 一 个 简单 的 编 
码 规则 把 A 的 每 一 个 符号 a 编码 成 字母 表 B 的 一 个 符号 ECa). 

【 例 10. 1 凯撒 密码 】 如 果 A 和 B 二 者 都 是 字母 表 中 的 26 个 大 写字 母 ， 一 个 简单 的 编码 规 
则 EC) TUR Ela) 为 a 后 面 的 字母 ,其 中 E(Z) 二 A， 因 此 ,信息 

DEPOSIT SIX MILLION DOLLARS (10.1) 


将 被 编码 成 


EFQPTJU TJY NJMMJPO EPMMBST, 


如 果 A 仍 为 如 上 定义 的 字母 表 ， 而 B 一 !{0，1，2，…，25}， 那 么 我 们 可 以 取 E(a) 为 a 在 这 
个 字母 表 中 的 位 置 十 2， 其 中 我 们 假设 Z 在 位 置 0， 这里，24 十 2 被 解释 为 0， 而 25 十 2 被 解释 为 
1( 使 用 9. 3. 1 节 的 术语 ， 模 26 的 加 法 )， 因 此 ，E(D) 二 6， 大 约 在 2000 年 前 ，Julius Caesar 使 用 
了 类 似 的 编码 ， 这 些 编码 现存 称 为 遍 撤 密 码 (Caesar cypher). a 
任何 从 人 A 到 B 的 函数 E(a) 将 足以 用 于 编码 ， 只 要 我 们 能 够 适当 地 解码 ， 即 从 E(a) 获 取 a. 
为 了 能 够 非 歧义 地 做 这 一 工作 ， 当 a 去 5 时 我 们 不 能 有 E(a) EG); 即 E(a) 必 须 是 一 一 对 应 的 . 
把 长 信息 分 割 成 符号 的 区 组 而 不 是 单一 符号 ， 并 编码 区 组 中 的 信息 通常 很 有 用 ， 例 如， 如 果 
我 们 使 用 长 度 为 2 的 区 组 ， 那 么 信息 (10. 1) 式 变 成 
DE PO SI TS IX MI LL 10 ND OL LA RS (10. 2) 
然后 ， 我 们 编码 每 一 个 2 符号 序列 ， 即 每 一 个 区 组 S， 编 码 区 组 的 一 个 方法 是 使 用 矩阵 ， 如 下 面 例子 
所 示 . 


【 例 10. 2 EERE] 我 们 用 表示 字母 在 字母 表 中 位 置 的 数字 来 代替 字母 表 中 的 每 一 个 字母 (Z 
在 位 置 0)， 于 是 ， 一 个 区 组 对 应 于 一 个 向 量 ， 例如， 上 面 的 区 组 DE 对 应 于 向 量 (4，5)。 假设 所 
有 区 组 的 长 度 都 为 m. i M 是 一 个 mXm 和 矩阵 ， 例 如 : 
Me [? 3] 
“Li 2} 
于 是 ， 我 们 就 可 以 把 一 个 区 组 a 编码 成 一 个 区 组 aM， 对 于 我 们 的 情况 ,我 们 把 区 组 (i，j) 编 码 
成 区 组 E(i, 站 二 (i， 站 MM.， 因 此，DE 或 (4，5) 得 到 如 下 编码 : 


f2 3 
aD le (13,22), 


读者 可 以 核实 ， 当 把 信息 (10. 1) 式 分 割 成 形 如 (10. 2) 式 时 ， 我 们 得 到 编码 
13,22,47,78,47,75,59,98,42,75,35,57,36,60,33,57,32,50,42,69,25,38,55,92. 


日 ”为 了 保证 信息 总 能 被 分 割 成 相同 大 小 的 区 组 ， 我 们 总 可 以 通过 添加 可 识别 作为 相同 字母 的 拷贝 的 "结束" 串 来 加 
长 信息 ， 例 如 ，2Z 或 ZZZ_ 


回 
加 
四 
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一 般 地 ， 我 们 定义 的 这 一 过 程 称 为 短 阵 编码 (matrix encoding)， 它 很 高 效 ， 而 且 也 容易 解码 ， 为 
了 解码 ， 我 们 把 编码 信息 分 解 成 各 区 组 6， 并 寻找 使 得 aM 一 “的 <、 当 MAW, RANK BARRE 
义 地 解码 ， 因 为 此 时 a 一 M1， 在 我 们 的 例子 中 ， 有 

2 —3] 
-1 2f 
例如 ， 如 果 我 们 有 编码 区 组 (6，11)， 那 么 我 们 发 现 它 来 自 于 下 面 的 代码 : 


w- 


f 2 3 
IDM? = (6,11)) ]- (1.4) = AD. 
1 2. 


注意 ， 如 果 我 们 有 编码 区 组 (3，4)， 解 码 给 出 下 面 的 结果 : 
B.M? 一 (2, 一 1). 


因为 (2， 一 1) 不 对 应 于 任何 字母 对 ， 所 以 我 们 可 以 得 出 在 传送 包含 区 组 (3，4) 的 信息 的 过 程 中 产 
生 了 一 个 错误 的 结论 ， 本 章 的 重点 是 如 上 面 我 们 所 做 的 那样 ， 进 行 错误 检测 . a 

一 般 地 ， 假 设 信息 被 分 解 成 长 度 为 上 的 区 组 . BA 是 由 信息 字母 表 A 中 长 度 为 k 的 所 有 区 
组 (序列 ) 组 成 的 ， 而 B 是 代码 字母 表 B 中 长 度 为 n 的 所 有 区 组 (序列 ) 组 成 的 ， 设 A 是 A 的 子 
集 ， 称 为 信息 区 组 (message block) 的 集合 ， 在 大 多 数 实际 应 用 中 ,A 二 At， 除 非特 别 声明 否则 我 
们 将 这 样 假设 ， 区 组 代码 (block code) 或 有 -wn 区 组 代码 (人 -ma block code) 是 一 个 一 一 对 应 函数 E: 
A 一 B"， 对 于 .A 中 的 所 有 a， 所 有 E(a) 的 集合 C 定 义 为 代码 字 (codeword) 的 集合 ， 有 时 ， 称 C 为 代 
码 . 在 例 10.2 中 , k=n=2, H 


B= {0, 
HAA‘, 区 组 (13，22) 和 (6，11) 是 代码 字 ， 然 而 ,区 组 (3，4) 不 是 代码 字 ， 在 大 多 数 实际 例 
Fi, A 和 已 都 是 (0，1)， 信 息 是 位 串 ， 而 编码 则 是 把 长 度 为 上 的 位 串 转换 成 长 度 为 ”的 位 串 . 
我 们 将 在 10.4 节 看 到 取 n> k 有 助 于 错误 检测 和 错误 校正 . 


【 例 10. 3 重复 代码 】 也 许 编码 信息 的 最 简单 方法 是 重复 这 一 信息 .这 种 类 型 的 编码 产生 重 

复 代码 (repetition code)， 假 设 我 们 如 下 定义 E: AKAM, 

(alaz…at) 一 alaz…aktalaz…akt'eala2…ak， 

其 中 , RNA a az …as 的 p 个 拷贝 例如 ,假设 k= 二 4 且 p=3. WA Elaa) = 
aiazasatalazaatala2a3a4， 这 是 三 重复 代码 或 全 ~34 区 组 代码 的 例子 ， 在 这 样 的 代码 中 ， 通 过 比 
较 所 接收 编码 信息 的 At 的 连续 元 素 很 容易 检测 错误 ， 甚 至 可 以 利用 重复 代码 来 校正 错误 ， 我 们 可 
以 简单 地 使 用 多 数 解码 规则 ， 对 于 信息 中 的 第 i 个 数字 ， 我 们 挑选 p 个 拷贝 中 在 这 个 位 置 出 现 最 频 
繁 的 信息 字母 表 中 的 字母 ， 例 如 ， 如 果 二 4，p 二 3， 我 们 接收 到 信息 arybauybarw， 那 么 ， 因 为 
字母 z 在 第 二 个 位 置 上 出 现 的 次 数 最 多 ， 而 y 在 第 三 个 位 置 上 出 现 的 次 数 最 多 ， 我 们 “改正 ”错误 ， 
并 把 原来 的 信息 解释 成 aryb， 在 本 章 后 面 ， 我 们 将 发 现 更 有 效 的 检测 错误 、 校 正 错误 的 方法 。 国 

我 们 通过 再 给 出 一 个 称 为 排列 代码 (permutation code) 的 区 组 代码 例子 来 结束 本 节 . 

【 例 10.4 排列 代码 】 假设 A=B=(0. 1), x 是 {1，2，…,&) 的 排列 ,我 们 可 以 通过 取 
E(aiaz…akt) 一 ax(l)ax2)…ax(b 来 定义 E: At 一 Bk. 例如， 假设 k=3, x(1)=2, x(2)=3， 
r(3) 一 1 那么 E(altazas) 一 azasal ， 所 以 E(011)=110, E(101)=011 等 等 . a 

容易 看 到 (练习 15 和 练习 16)， 每 一 个 这 样 的 排列 代码 和 重复 代码 是 矩阵 编码 . 

本 节 练 习 
1. 假设 
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pJ 


, 对 于 下 面 的 矩阵 M 重复 练习 5: 


1 07 
sli k at 
使 用 由 M 定义 的 矩阵 代码 编码 下 面 的 表达 式 . 
(Ca)AX (WUV (o)BUNNZ HIL 
(d)SELL ALL SHARES OF IBM (e) INVEST TWO MILLION 
(DABORT THE MISSIONZ( 注 意 : Z 已 被 加 入 到 末端 ， 因 为 有 奇数 个 字母 . ) 


. 假设 


101 
ul) 1 1 of 


利用 M， 确 定 对 应 于 下 面 每 一 个 信息 字 aara MIP ern 


(all (b)10 《c)01 (d)00 
假设 
p 0010 9) 
M=|0 1001 0). 
lo 0100 J 
对 于 下 面 每 一 个 信息 字 重 复 练习 2. 
an (b)101 (9000 
= 假设 
floooo01n 
joloo1o0 ,| 
M= 而 
0010110 
boorin 
对 于 下 面 的 每 一 个 信息 字 重复 练习 2. 
(ill (b)1000 (ec)0001 
假设 
1 2 3 
M= p 3 | 
u2u 


使 用 M 定义 的 矩阵 代码 编码 下 面 的 表达 式 . 

(a) ABC (b)XAT (OTTU 

(d)BUY TWENTY SHARES, (e)SEND THE MESSAGE AT EIGHT 
(DOBSERVE THE TRANSFERSZZ( 注 意 : 已 加 入 两 个 Z 使 得 字母 的 数量 可 以 被 3 整除 . ) 


e 对 于 下 面 的 矩阵 M 重复 练习 1: 


(a)(5, 8) (b)(8, 12) (Od, 8) (d)(7, 12) 
(e)16, 48, 44, 60 (D8, 16, 8, 12 (g)6, 10, 51, 69, 20, 20 


,假设 我 们 在 矩阵 代码 中 使 用 练习 1 中 的 M 解码 下 面 的 代码 或 证 明 产生 一 个 错误 ， 即 这 不 是 正确 的 代码 . 


. 假设 我 们 把 练习 5 中 的 矩阵 M 用 于 矩阵 代码 中 .解码 下 面 的 代码 或 证 明 产生 一 个 错误 ， 即 这 不 是 正确 的 
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代码 . 
(DB, 14, 14) (b)(17, 35, 23) Cc)(24, 47, 30) 
(d)(52, 95, 102, 46, 72, 88) (e)(48, 91, 70, 15, 27, 23) 


10. 对 于 练习 6 中 的 矩阵 M 重复 练习 8. 

1L. 对 于 练习 7 中 的 矩阵 M 重复 练习 8. 

12. 对 于 下 面 {1，2,…，k)} 的 每 一 个 排列 ， 确 定 在 下 面 对 应 的 排列 代码 中 表示 的 的 值 . 
(Dk=3, x(1)=3, x(2)=2, x(3)=1. 


i, E110) ii, E010) iii, ECOL) 
(b)k=4, x(1)=3, x(2)=4, (3)=1, x(4)=2. 

i, E(0110) ii, E1100) ii, ECON) 
(Ok=5, x(1)=5, x(2)=1, x(3)=4, x(4)=2, x(5)=3. 

i, E(00001) i, E0101) i, E(11010) 


13. 如 果 4 是 申 区 组 010，111，001 和 110 组 成 的 ， 且 E(abe) 是 ae 十 bg，a 十 c，0 十 c， 其 中 加 法 是 模 2 加 法 ， 
那么 确定 C. 

14. 构建 一 个 1->2 区 组 代码 的 例子 

5. 证 明 每 一 个 排列 代码 是 一 个 矩阵 编码 . 

, 证 明 每 一 个 重复 代码 是 一 个 矩阵 编码 . 


10. 3 ”错误 校正 码 


10. 3. 1 错误 校正 和 汉 明 距离 

本 节 研究 传输 中 检测 错误 和 校正 错误 的 代码 使 用 ， 特 别 地 ,我们 研究 图 10. 1 的 步骤 (b)， 我 
们 假设 从 一 个 已 编码 信息 开始 ， 这 一 编码 信息 是 使 用 区 组 代码 编码 的 ， 代 码 字 母 表 中 的 区 组 的 
长 度 为 n， 举 一个 具体 的 例子 ， 我 们 假设 编码 信息 是 一 个 位 串 ， 所 以 所 有 的 区 组 是 长 度 为 的 位 
串 ， 因 此 ， 我 们 讨论 的 是 二 进 制 代 码 (binary code) ,或 二 进 制 区 组 代码 (binary block code), ait 
H n RA binary n-code)， 在 练习 7 中 , 我们 修改 这 一 假设 ， 且 取 编 码 信息 为 数字 表 {(0，1，…， 
9 一 1 的 位 串 ， 于 是 ， 我 们 讨论 的 是 9 进 制 代码 (qary code)， 通 过 区 组 输送 信息 ， 我 们 假设 在 编 
码 中 不 存在 错误 ， 所 以 被 发 送 的 区 组 仅 是 代码 字 ， 我们 假设 在 传输 过 程 中 唯一 可 能 发 生 的 错误 
是 数字 0 和 1 的 互 换 。 对 其 他 错误 ， 如 漏 掉 一 个 数字 或 多 出 一 个 数字 都 不 加 以 考虑 ， 这 些 错误 很 
容易 检测 ， 因 为 所 有 区 组 都 有 相同 的 长 度 ， 根 据 习 惯 作法 ， 我 们 假设 把 1 交换 成 0 的 概率 与 把 0 
交换 成 1 的 概率 相同 ， 而 且 每 一 个 数字 处 发 生 错 误 的 概率 相同 ， 且 与 前 面 可 能 出 现 的 错误 无 
关 S， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 讨论 二 进 制 对 称 信 道 (binary symmetric channeD)， 关 于 这 些 假设 的 含 
X. 请 参见 10. 3. 3 节 . 

回想 一 下 ， 我 们 只 发 送 代码 字 ， 如 果 我 们 接收 到 一 个 不 是 代码 字 的 区 组 ， 那 么 我 们 检测 到 了 
一 个 传输 错误 ， 例 如， 如 果 发 送 代码 字 10010， 而 接收 到 的 是 区 组 10110， 而 且 如 果 10110 不 是 代 
码 字 ， 那 么 我 们 知道 存在 一 个 错误 ， 存 在 这 样 的 情况 ， 我 们 希望 校正 这 个 错误 ， 即 猜测 所 发 送 的 
代码 字 是 什么 ， 特 别 是 当 我 们 不 能 要 求 重新 发 送 的 时 候 ， 例 如 ， 在 从 空间 探测 器 (例如 水 手 9 号 火 
星 探测 器 ， 下 面 我 们 讨论 其 代码 ) 传 输 照片 ， 或 传输 依赖 于 老式 磁带 时 即使 如 此 ， 错 误 检测 和 错误 
校正 码 有 很 多 应 用 。 例 如， 称 为 奇偶 校 验 代码 的 简单 错误 检测 代码 (参见 例 10.6) 被 用 于 最 早 的 计 
算 机 上 : UNIVAC, 旋风 工 和 IBM650(Wakerly[1978])， 实 际 上 ， 正 是 编码 方法 可 以 校正 贝尔 实验 


O 非 随机 发 生 的 错误 有 时 会 突 发 性 地 发 生 ， 儿 处 错误 在 一 起 连续 出 现 ， 关 于 突 发 错误 校正 码 的 更 多 内 容 ， 参 见 
Bossert 等 [1997]. 
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室 所 使 用 的 早期 计算 机 中 的 错误 的 想法 ， 导 致 Hamming[1950] 开 发 错误 校正 码 ， 如 今 ， 这 样 的 代 
码 广泛 用 于 容错 计算 机 的 设计 中 (关于 错误 检测 和 错误 校正 码 在 计算 机 中 的 应 用 ,可 以 参见 
MacWilliams 和 Sloane[ 1983]、Pless[1998]、Poli 和 Huguet[1992], Sellers, Hsiao 和 Beamson[ 1968]、 
WakerlyL1978]， 以 及 由 Avizenius[ 1976], Carter 和 Bouricius[1971] 所 写 的 研究 文章 )， 这 样 的 代码 也 是 
光盘 设计 的 基础 ， 而 光盘 带 来 了 音乐 产业 革命 (正如 我 们 在 10. 5 节 中 所 注意 到 的 那样 ). 

现在 有 很 多 设计 错误 校正 码 的 好 方法 .假设 我 们 选择 代码 ，、 使 得 在 代码 字 集 合 中 ,没有 两 个 
代码 字 太 接近 或 太 相似 ， 例如， 假设 仅 有 如 下 的 代码 字 : 

000000, 010101, 101010, 111111, (10. 3) 

那么 我 们 几乎 不 可 能 把 其 中 的 两 个 混淆 ， 而 接收 到 的 不 同 于 代码 字 的 信息 可 以 容易 地 解释 成 最 
靠近 它 的 代码 字 . 

让 我 们 使 最 接近 的 概念 更 加 明确 .相同 长 度 的 两 个 位 串 之 间 的 汉 明 距离 (Hamming distance) 
是 它们 的 相应 位 中 数字 不 同 的 位 的 数量 S， 因 此 ， 如 果 使 用 d(。，，) 来 表示 这 一 距离 ， 我 们 有 

d(000000,010101) = 3, 

我 们 的 目标 是 寻找 在 汉 明 距离 的 意义 下 没有 两 个 字 太 接近 的 代码 字 集 合 . 

假设 我 们 已 找到 一 个 代码 字 集 合 (根据 我 们 现在 的 假设 ， 所 有 代码 字 的 长 度 相同 )， 假 设 这 些 
代码 字 之 间 的 最 小 距离 是 d， 那 么 我 们 可 以 检测 所 有 d 一 1 或 更 少 个 数字 的 错误 ， 因 为 ， 如 果 
4 一 1 或 更 少 个 数字 被 交换 ， 那 么 结果 位 串 将 不 是 代码 字 ， 而 且 我 们 能 够 识别 或 检测 出 存在 一 个 


错误 ， 例 如 ， 如 果 可 能 的 代码 字 就 是 (10. 3) 式 中 的 那些 代码 字 ， 那么 4 等 于 3， 而 且 我 们 能 够 检 “ 


测 出 最 多 两 个 数字 的 错误 ， 假 设 我 们 使 用 这 样 的 策略 ， 即 如 果 我 们 接收 到 一 个 非 代码 字 ， 那 么 我 
们 把 它 解释 成 在 汉 明 距离 的 意义 下 最 接近 的 代码 字 ( 在 距离 相同 时 随机 选取 )， 这 一 规则 称 为 最 
近邻 居 规则 (nearestneighbor rule)， 例 如 ， 如 果 代码 字 是 (10. 3) 式 中 的 代码 字 ， 而 且 我 们 接收 到 
了 字 010000， 我 们 将 把 这 个 字 解 释 成 000000， 因 为 
(010000000000) = 1, 
而 对 于 其 他 代码 字 a MA 
d(010000.a) > 1. 

使 用 最 近邻 居 规 则 ， 我 们 可 以 校正 涉及 小 于 d/2 个 数字 的 所 有 错误 ， 因 为 如 果 小 于 d/2 个 数字 被 
交换 ， 那 么 其 结果 位 串 最 接近 于 (被 传输 的 ) 正 确 的 代码 字 ， 根 据 最 近邻 居 规则 ， 它 被 解释 成 这 个 
代码 字 .， 因 此， 我 们 有 错误 校正 码 (errorcorrecting code)， 能 校正 至 多 1 个 错误 的 代码 称 为 : 错 
误 校正 码 (terrorcorrecting code). 

我 们 把 这 些 结果 概括 如 下 . 

定理 10.1 假设 d 是 二 进 制 代 码 C 的 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 ( 汉 明 ) 距 离 。 那 么 代码 C 可 以 
检测 出 至 多 d 一 1 个 错误 ， 使 用 最 近邻 居 规 则 ， 可 以 校正 至 多 [(d/2) 一 1 | 个 错误 . 

下 一 个 定理 说 的 是 没有 哪 一 个 错误 校正 规则 比 最 近邻 居 规 则 做 得 更 好 . 

定理 10.2 Mikd 是 二 进 制 代码 C 的 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 ( 汉 明 ) 距 离 ， 那 么 没有 可 以 检测 
出 多 于 d 一 1 个 错误 的 错误 校正 规则 ,也 没有 可 以 校正 多 于 1 一 [(d/2) 一 1 ] 个 错误 的 错误 校正 规则 . 

证 明 ”因为 4 是 最 小 ( 汉 明 ) 距 离 ， 所 以 存在 两 个 代码 字 a 和 有 d(a，p) 二 d， 如 果 a RIE 
Z. HA d 个 错误 发 生 ， 那 么 可 能 接收 到 & 因此 ， 检 测 不 出 错误 ， 接 下 来 ， 注 意 ， 错 误 校正 规 

© DARREL R. W. Hamming 的 名 字 而 命名 的 ， 他 写 了 关于 错误 检测 和 错误 校正 码 的 最 早 的 文章 (Hamming 

[1950]). 


回 


加 
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则 给 每 一 代码 字 X( 即 每 一 个 长 度 为 n 的 位 串 ) 指 定 一 个 代码 字 RO. By 是 与 c 和 有 不同 的 词 
且 有 4d(a, PtH, dB, N+. 那么 RC7) 一 定 是 某 个 代码 宇 ， 这 个 代码 字 不 能 是 也 不 能 
是 有 不 失 一 般 性 ， 比 如 说 它 不 是 a。 那么 传送 a， 且 至 多 有 :十 1 个 错误 接收 到 y， 这 个 接收 字 被 
校正 为 不 同 于 a 的 RO7). a 

因为 最 近邻 居 规 则 (以 及 任意 其 他 合理 的 规则 ) 不 允许 我 们 校正 所 能 检测 到 的 所 有 错误 ， 所 
以 有 时 候 ， 我 们 不 打算 校正 错误 ， 而 只 是 检测 错误 ， 如 果 检 测 到 错误 就 要 求 重新 传输 ， 在 发 送 发 
射 导弹 或 改变 空间 发 射 路 线 命令 这 样 的 重要 场合 ， 就 是 这 样 的 情形 . 

假设 我 们 知道 什么 样 的 错误 可 能 发 生 。 如 果 经 常 发 生 这 样 的 错误 ， 那 么 我 们 希望 代码 字 具 
有 相当 大 的 最 小 汉 明 距离 。 如 果 错 误 不 常 发 生 ， 那 么 最 小 汉 明 距离 可 以 更 小 ， 例 如 ， 如 果 发 生 的 
错误 数量 不 超过 1， 那 么 这 个 距离 可 以 是 3， 一 般 地 ， 我 们 希望 能 够 构造 出 有 给 定 长 度 和 最 小 给 
定 汉 明 距离 d 的 代码 字 集 合 。 这 样 的 二 进 制 代码 的 代码 字 集 合 将 称 为 (n，d) 代 码 ((n，d)-code)。 

如 果 d<n， 那 么 总 存在 (n，d) 代 码 ， 设 这 个 代码 字 集 合 是 

000-0 和 111;}00.…0. 


ate a ato 
这 一 代码 的 麻烦 是 代码 的 数量 很 少 ， 我 们 只 能 编码 两 个 不 同 信息 区 组 的 集合 4， 我 们 想 要 构建 更 
丰富 代码 的 方法 ， 即 有 更 多 可 能 代码 字 的 代码 . 

在 10.4 节 ,， 我 们 将 看 到 如 何 使 用 更 聪明 的 编码 方法 E: A> Be 来 寻找 更 丰富 的 (n，d) 代 码 . 
在 10.5 W. 我 们 将 看 到 如 何 利 用 区 组 设计 ， 特 别 是 它们 的 关联 短 阵 来 定义 非常 丰富 的 (n，q) 代 
码 ， 在 下 一 小 节 ， 我 们 得 到 (nw，d) 代 码 大 小 的 上 界 . 

在 例 10.3 中 ,我 们 介绍 了 重复 代码 的 概念 . 


【 例 10.5 重复 代码 (再 探 例 10.3)】〗 正如 我 们 在 例 10. 3 中 所 描述 的 那样 ， 重 复 一 个 区 组 ~ 次 
的 重复 代码 人 > 改 代 码 取 尼 (o) 一 aa…a， 其 中 心 被 重复 ~ 次 .使 用 这 样 的 代码 ， 我 们 能 够 容易 地 
检测 错误 及 校正 错误 ， 例 如， 考虑 三 重复 代码 的 情况 ， 代 码 字 集合 C 是 由 长 度 为 3k 的 区 组 组 成 
BY. 这样 的 区 组 是 长 度 为 的 区 组 被 重复 三 次 .为 了 检测 错误 ,我 们 在 区 组 的 三 个 重复 中 比较 
第 i 个 数字 ， 因 此 ， 假设 =4 且 我 们 接收 到 001101110110， 并 把 这 个 接收 字 分 解 成 区 组 0011/ 
0111/0110， 此 时 ， 我 们 知道 存在 一 个 错误 ,例如 ， 前 两 个 k 区 组 的 第 二 个 数字 不 同 ， 我 们 用 这 
样 的 方法 可 以 检测 到 至 多 两 个 传输 错误 ， 然而， 如果 错误 都 出 现在 原来 区 组 中 的 相同 数字 上 ， 
那么 也 许 有 三 个 错误 没有 被 检测 到 .当然 ， 两 个 代码 字 aaa 之 间 的 最 小 距离 是 d 二 3， 所 以 这 一 
观察 与 定理 10. 2 的 结果 一 致 、 我 们 可 以 尝试 如 下 校正 这 一 错误 : 注意 区 组 的 第 二 个 数字 是 1 
两 次 而 0 一次。 如 果 我 们 假设 错误 不 常 发 生 ， 那 么 可 以 使 用 多 数 规则 并 假设 正确 数字 是 1， 使 用 类 
似 的 推理 ， 我 们 可 以 解码 001101110110 为 0111， 这 种 错误 校正 过 程 能 校正 至 多 一 个 错误 ， 然 而 ， 
如 果 两 个 错误 出 现在 相同 的 位 置 上 ， 那么 它们 被 不 正确 地 “校正 "” 这 一 观察 再 一 次 与 定理 10. 2 的 
结果 一 致 ， 因 为 我 们 有 d=3 的 代码 .如 果 我 们 希望 校正 更 多 的 错误 ， 我 们 可 以 简单 地 使 用 更 多 
重复 ， 例 如 ，5 重复 代码 E(a) 二 aaaaa 有 4 一 5， 这 一 代码 可 以 检测 至 多 4 个 错误 ， 校 正 至 多 2 个 
错误 .遗憾 的 是 ,设计 错误 校正 代码 的 重复 方法 在 时 间 和 空间 上 是 昂贵 的 . a 


【 例 10.6 奇偶 校 验 码 】 检测 单一 错误 的 一 个 简单 方法 是 在 一 个 区 组 中 加 入 一 个 数字 ， 这 个 数字 
总 是 把 1 的 数量 变 成 偶数 。 所 加 入 的 这 个 额外 数字 称 为 奇偶 校 验 数字 (parity check digit)、 对 应 的 代码 
是 有 x(k 十] 代码， 它 让 EC0011) 二 00110，E(0010) 二 00101 等 等 ， 我 们 可 以 通过 下 式 表示 E: 


Sy 
ECaiaa…at) = alaz…akr >) ai 
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其 中 Sa 被 解释 成 模 2 求 和 , 这 与 9. 3. 1 节 的 定义 一 致 。 贯 穿 本 章 的 其 余部 分 ， 加 法 都 解释 成 模 


加 法 .因此 ，1 十 1 二 0， 这 就 是 为 什么 E(0011) 王 00110. 在 这 样 的 奇偶 校 验 码 (parity check code) 
巨 中 ， 两 个 代码 字 的 最 小 距离 是 4 一 2， 所 以 可 以 检测 出 一 个 错误 .没有 错误 可 以 得 到 校正 ， 正 
如 我 们 前 面 所 指出 的 那样 ， 这 样 的 奇偶 校 验 码 被 用 于 最 早 的 计算 机 中 : UNIVAC, 旋风 了 和 
IBM650，20 世纪 60 年 代 的 各 种 大 型 和 小 型 计算 机 都 有 内 存 奇 偶 校 验 作为 附加 功能 ， 到 了 20 世 
纪 70 年 代 ， 这 一 校 验 已 成 为 很 多 机 器 的 标准 . a 
10.3.2 NAR 

Eln, DRA C 中 国定 给 定位 串 *， 设 长 度 为 ”的 距 位 趾 * 距离 正好 为 : 的 位 串 的 集合 被 记 
ABO. FRE Bs) 中 的 位 串 数量 等 于 (”)， 因 为 我 们 从 个 位 置 中 选 出 :个 位 置 改变 其 中 的 数 
字 ， 设 Bi(s) 表 示 距 s 的 距离 至 多 为 : 的 长 度 为 n 的 位 审 集合 ， 因 此 ，B!(s) 中 的 位 囊 数 量 为 

ny (n n 
e= p) (e+ (’ ). (10.4) 
如 果 = 「(d/2) 一 11， 那 么 对 于 CHT sHs°, ABON BGO. 因此, 对 于 1= 
『(d/2) 一 11, 长 度 为 的 每 一 个 位 串 至 多 在 一 个 集合 B!(s?) 中 .因为 长 度 为 的 位 串 有 2" 个 ， 所 
以 我 们 有 
1C16= 2 | Busy [=I Bi(s) |< 2r. 
z 


因此 ， 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 10. 3( 汉 明 界 ) PRC, DRAR = (d/2)—1), MA 
an 
z € 
OC) 
这 一 结果 是 Hamming[1950] 提 出 的 。 有 时 我 们 称 其 为 球 封装 边界 (sphere packing bound), 
为 了 说 明 这 一 定理 ， 我 们 取 "一 4 一 3， 那 么 :二 1， 我 们 发 现 ， 任 意 的 (n，qd) 代 码 至 多 有 
23 
3), /3 
(0)+ (0) 
个 码 字 ， 存 在 两 个 代码 字 的 (3，3) 代 码 ， 即 位 串 111 和 000. 我 们 将 在 10. 5. 3 WEBI, ad 
码 大 小 的 另 一 个 上 界 . 
10.3.3 ”错误 的 概率 
回想 一 下 ， 我 们 假设 有 一 个 二 进 制 对 称 信 道 : 从 1 切换 到 0 的 概率 与 从 0 切换 到 1 的 概率 相 
同 ， 而 这 个 共同 概率 p 对 每 一 个 数字 都 相同 与 任意 前 面 可 能 已 发 生 的 错误 无 关 ， 这 时 ,我 人 有 下 面 
的 定理 . 
定理 10.4 在 二 进 制 对 称 信道 中 ， 传 输 长 度 为 n 的 位 囊 正好 产生 个 错误 的 概率 由 下 式 给 出 : 
Cra 一 Pr 
证 明 S 。 熟悉 概率 知识 的 读者 会 认识 到 我 们 现在 所 处 的 情况 与 例 5. 35 中 所 描述 的 伯 努 利 试 
验 的 情况 一 样 。 我 们 寻找 任何 次 试验 的 成 功 概率 为 p 时 个 独立 的 重复 试验 中 成 功 r 次 的 概率 . 


(10. 5) 


IcI< 


日 ”对 概率 不 熟 的 读者 可 以 跳 过 这 一 证 明 . 


571 


572] 
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定理 中 所 给 的 公式 就 是 这 一 概率 的 著名 公式 (参见 例 5. 35). a 
例如 ， 假 设 p=0.01. 那么 在 一 个 4 数字 信息 中 ， 没 有 错误 的 概率 是 
(1 一 0.01)4 = 0, 960 596, 


有 一 个 错误 的 概率 是 

(Je. 01)(1—0,01)3 = 0, 038 812, 
有 两 个 错误 的 概率 是 

(1)eo.ovza —0.01)? = 0, 000 588, 
有 多 于 两 个 错误 的 概率 是 


1 — 0. 960 596 — 0, 038 812 一 0. 000 588 = 0. 000 004. 
比较 例 10. 5 和 例 10. 6 中 的 两 个 代码 是 有 益 的 ， 假 设 我 们 希望 发 送 一 条 有 1000 个 数字 的 信 
息 ， 且 错误 的 概率 为 p 二 0. 01、 如 果 不 进行 编码 ， 那 么 不 出 现 错误 的 概率 等 于 (1 一 0.01)10% ， 这 
个 概率 近似 等 于 0. 000 043， 假 设 作为 对 照 ， 我 们 使 用 例 10. 5 的 人 ~34 三 重复 代码 ， 且 k=1， 假 
设 我 们 想 要 发 送 一 个 数字 a， 我 们 把 它 编码 为 aaa， 正 确 地 发 送 区 组 aaa 的 概率 等 于 (0.99)3, 或 


近似 等 于 0.970 299， 根据 定理 10.4， 一 个 错误 的 概率 是 (1)(0.01) (0.99)*， 或 近似 于 


0. 029 403. 因此 ， 因 为 我 们 能 够 校正 一 个 错误 ， 正 确 地 解释 信息 aaa 的 概率 和 正确 地 解码 单一 数 
Fa 的 概率 为 0. 970 299 十 0. 029 403=0. 999 702. 在 原来 的 信息 中 有 1000 个 数字 ， 所 以 正确 地 解 
码 整 个 信息 的 概率 是 (0. 999 702)10% ,或 近似 于 0. 742 268， 这 个 概率 要 比 0. 000 043 大 的 多 ， 注 意 ， 
大 幅度 增加 无 错误 传输 可 能 性 需要 如 下 的 代价 :为 了 接收 到 1000 个 数字 的 信息 ， 我 们 需要 传送 
3000 个 数字 . 

让 我 们 与 奇偶 校 验 码 做 一 下 比较 ， 假 设 我 们 把 这 1000 数字 信息 分 解 成 长 度 为 10 的 区 组 ; 总 
共有 100 个 区 组 ， 每 一 个 区 组 通过 加 入 一 个 奇偶 校 验 数 字 被 编码 成 11 数字 区 组 ， 发 送 11 数字 区 
组 而 不 产生 任何 错误 的 概率 是 (0. 99)", BRAT ADL AFF 0. 895 338， 同 样 ， 根 据 定理 10. 4， 发 送 这 


个 区 组 只 产生 一 个 错误 的 概率 是 () )(0. 01)(0. 99)m 或 近似 等 于 0.099 482， 现 在 ， 如 果 产 生 


一 个 错误 ， 那 么 我 们 能 够 检测 出 它 并 要 求 重新 发 送 ， 因 此 ， 可 以 合理 地 假设 我 们 可 以 消除 单一 错 
BR. 因此 ， 正 确 地 接收 到 11 数字 区 组 的 概率 为 
0. 895 338 十 0. 099 482 一 0. 994 820. 

现在 ， 原 来 的 1000 数字 信息 有 LOO 个 长 度 为 10 的 区 组 ， 所 以 最 后 正确 地 解码 整个 信息 的 概率 为 
0. 994 820! ,或 近似 等 于 0. 594 909， 正 确 传输 的 概率 小 于 使 用 三 重复 代码 的 概率 ， 但 是 远大 于 不 
编码 的 传输 概率 ， 其 代价 远 小 于 三 重复 代码 : 为 得 到 1000 个 数字 ， 我 们 需要 发 送 1100 个 数字 . 
10.3.4 合意 解码 及 其 与 寻找 分 子 序列 中 的 模式 之 间 的 关系 2 

考虑 在 一 个 很 容易 产生 错误 的 “ 吵 杂 ”的 二 进 制 对 称 信道 内 传输 的 情况 ， 如 重复 代码 的 情况 
那样 ， 在 接收 B, 中 的 位 串 集合 ， 例 如 位 串 zl ，z2，…，zp 时 ， 我 们 也 许 要 求 重新 发 送 若干 次 . 
这 些 位 串 中 的 某 些 在 代码 字 集合 C 中 ， 而 另 一 些 不 在 C 中 .我们 希望 确定 C PAM RBS 
预期 的 代码 字 ， 这 个 问题 是 在 C 中 寻找 与 实际 接收 的 字 在 某 种 意义 上 是 “合意 "的 字 . “多 数 规则 
解码 ”的 想法 是 这 一 情况 的 特殊 情况 .这 一 合意 问题 在 很 多 应 用 中 都 会 过 到 ， 包 括 投票 和 “ 群 策 ”, 


日 本 小 节 可 以 跳 过 . 
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以 及 从 分 子 序列 数据 库 中 选取 最 接近 的 匹配 ， 或 因特网 上 (比较 若干 搜索 引擎 的 结果 ) 的 “元 搜索 ” 
等 等 ， 在 有 关 “ 数 学 社会 学 "的 文献 中 人 们 对 合意 问题 的 数学 做 了 广泛 的 研究 .有 关 这 一 课题 的 介 
绍 ， 请 参见 Bock[1988]、Johnson[1998] 和 Roberts[1976]. 

一 种 广泛 使 用 的 合意 过 程 是 中 值 过 程 (median procedure); 寻找 C 中 dwwz) 最 小 的 代码 
字 w， 其 中 4 是 汉 明 距离 。 另 一 个 合意 过 程 ， 平 均值 过 程 (mean procedure)， 是 在 C 中 寻找 
2 dw,zi)? 最 小 的 代码 字 w， 例 如 ， 考 虚 由 (10. 3) 式 中 的 代码 字 组 成 的 代码 字 集 合 C， 假 设 我 


们 要 求 传输 信息 3 次 并 接收 到 如 下 3 个 字 ， 
xı = 100000, x2 = 110000, x3 = 111000. 
我 们 计算 


A A 
)4(000000,.2;) =1+2+3=6, D)d(ol0lol.z) =4+3+4 = 11, 
a fi 
3 3 
Pao1010,z) =2+3+2=7, PANIN, ai) =5+4+3= 12. 
因为 000000 有 最 小 和 ， 所 以 中 值 过 程 选 出 它 。 我 们 称 它 为 中 值 (median)， 类 似 地 ， 计 算 
A 3 
>) d(000000,ziD) =1+4+9= 14, $)d(010101,2;)? = 16 十 9 十 16 = 41, 
= a 


3 


$ d(101010, z;)? =4+9+4=17, d(Q111111,2;)? = 25+16+9 = 50, 


所 以 ， 平 均 过 程 同 样 选 出 代码 字 000000， 我 们 称 它 为 平均 值 C(mean). 
中 值 过 程 和 平均 值 过 程 的 结果 不 总 相同 ， 另 外 ， 它 们 也 不 总 是 给 出 唯一 的 解码 ， 即 可 能 存在 
歧义 性 ， 例 如 ， 考 虑 代码 字 集 合 
C= {111111,001110). 
假设 接收 到 字 zi =O01111, z2=101011. 那么 


2 2 
Daa) =2+2=4, SY adcooo.2;) =14+3=4, 
= 乞 


2 2 
PaA? =44+4=8, do0lll0,z)2 = 1+9 = 10. 


中 值 过 程 导致 歧义 性 ， 给 出 C 中 的 两 个 代码 字 为 中 值 ， 而 平均 过 程 导致 唯一 解 111111 为 平均 值 . 

在 社会 学 和 生物 学 的 很 多 问题 中 ,数据 以 某 个 字母 表 3S 上 的 序列 或 “ 字 ” 的 形式 出 现 ， 给 定 
序列 的 集合 ， 我 们 寻找 一 个 广泛 出 现 的 模式 (pattern) 或 特性 (feature) ， 我 们 把 这 一 模式 看 成 合意 
序列 (consensus sequence) 或 序列 的 集合 ， 一 个 模式 通常 被 认为 是 一 个 短 的 且 有 固定 长 度 的 连续 
子 序列 ， 在 例 6. 11， 我 们 已 注意 到 ， 在 分 子 序列 中 这 种 模式 ， 或 合意 序列 的 发 现 已 导致 了 许多 
重要 的 发 现 ， 例 如 ， 促 进 身体 生长 的 血小板 衍生 因子 的 序列 有 87% 的 部 分 等 同 于 引发 癌症 的 基 
A vsis 序列 ， 这 导致 了 人 们 发 现 wsis 是 通过 刺激 生长 产生 影响 的 ， 为 了 评估 模式 与 一 个 序列 的 
吻合 程度 ， 我 们 必须 度量 不 同 长 度 的 字 之 间 的 距离 。 如 果 6 的 长 度 大 于 a， 那 么 作为 的 连续 子 


日 下 面 所 进行 的 分 子 序列 中 的 模式 识别 的 讨论 来 自 于 Mirkin Roberts[1993]， 这 是 称 为 生物 合意 (bioconsensus) 领 
域 中 的 一 个 例子 ， 这 一 领域 包括 基于 社会 学 方法 在 生物 学 领域 的 应 用 .生物 合意 的 诸多 典型 问题 中 ， 使 用 不 同 
的 方法 或 模型 产生 了 若干 选择 方案 (诸如 种 系 发 生 树 筛选 或 分 子 序列 筛选 )， 我 们 需要 寻找 合意 解 ，Day 和 
Memoriis[1992] 概 述 了 合意 方法 在 分 子 生物 学 中 的 使 用 ，Day[2002] 和 Day 及 McMorris[1993] 给 出 了 很 多 参考 
资料 ， 在 “对 准 与 合意 "领域 有 上 百 篇 论文 .例如 ，Kannan[1995] 概 述 了 种 系 发 生 树 重 构 的 合意 方法 ， 有 关 更 多 
的 信息 ， 请 参见 Dey 和 McMorris[2003] 和 Janowitz 等 [2003]. 


B 
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FEIN, dla, 可 以 是 a 的 所 有 可 能 的 对 准 中 错 配 的 最 小 数目 我 们 称 这 个 最 小 数目 为 最 佳 错 配 
距离 (best-mismatch-distance)。 如 果 这 些 序列 是 位 串 ， 这 个 最 佳 错 配 距离 就 是 与 a 等 长 度 的 5 的 
所 有 连续 子 序列 与 a 之 间 的 最 小 汉 明 距 离 。 例 如 ， 考 虑 a 二 0011, 6b 二 111010， 那 么 可 能 的 对 准 是 
111010 1111010 111010 
0011 0011 0011, 
最 佳 错 配 距 离 是 2， 在 第 三 个 对 准 中 达到 了 这 个 距离 ， 度 量 d(a，5) 的 另 一 个 方法 是 计数 序列 间 
的 最 小 错 配 数 ， 这 些 序列 可 以 通过 在 和 4 的 适当 位 置 插入 空格 而 得 到 (其 中 ， 忆 的 字母 与 空格 
间 的 错 配 作为 通常 的 错 配 计数 )， 尽 管 这 个 方法 在 分 子 生物 学 中 有 着 广泛 的 应 用 ， 但 我 们 不 使 用 
这 种 距离 度量 方法 . 

Waterman[1989] 和 其 他 文章 (Waterman，Arratia 和 Galas[1984]、Galas，Eggert 和 Waterman 
[1985]、Waterman[1995]) 研 究 了 这 样 的 情况 ， 其 中 三 是 一 个 有 限 的 字母 表 ，M 是 一 个 固定 的 有 
限 数 (模式 的 长 度 ), 二 {x1，x2，…，zn) 是 的 长 度 为 L 的 字 ( 序 列 ) 的 集合 ， 其 中 LL 宇 M，, 我 
们 从 三 寻找 长 度 为 M 的 合意 字 的 集合 F(t) 二 F(zxl1，z2，…，zn)， 这 个 合意 字 集 合 可 能 是 OM 
中 的 任意 个 字 ， 或 者 认可 模式 字 的 固定 子 集中 的 字 ， 从 现在 起 ， 我 们 将 不 考虑 后 者 ， 这 里 ， 取 
自 于 Waterman[1989] 的 数据 小 片段 ， 在 该 论文 中 ， 他 考察 了 59 个 细菌 促 长 因子 序列 ， 

RRNABP1 ACTCCCTATAATGCGCCA 

TNAA GAGTGTAATAATGTAGCC 

UVRBP? TTATCCAGTATAATTTGT 

SFC AAGCGGTGTTATAATGCC. 
注意 ， 如 果 我 们 要 寻找 长 度 为 4 的 模式 ， 那 么 每 一 个 序列 有 模式 TAAT， 然 而 ， 假 设 我 们 加 入 另 
一 个 序列 : 

MIRNA — AACCCTCTATACTGCGCG. 
模式 TAAT 不 在 这 里 出 现 ， 然 而 ， 因 为 字 TACT 出 现 ， 所 以 它 几乎 出 现 ， 而 且 这 个 字 与 模式 
TAAT 只 有 一 个 错 配 .所 有 ， 在 某 种 意义 上 ， 模式 TAAT 是 一 个 良好 的 合意 模式 ， 现 在 ， 我 们 
使 这 一 想法 更 精确 . 

实际 上 ， 问 题 要 比 我 们 刚才 所 描述 的 更 复杂 ， 我 们 有 长 序列 ， 而 且 我 们 考虑 开始 于 固定 位 
置 ， 比 如 说 第 7 个 位 置 的 长 度 为 上 的 “窗口 ” 因此， 我 们 考虑 在 一 个 长 序列 中 开始 于 第 7 个 位 置 
的 长 度 为 L 的 字 ， 对 于 每 一 个 长 度 为 M 的 可 能 模式 ， 我们 要 问 在 开始 于 第 j 个 位 置 的 长 度 为 上 
的 窗口 内 的 每 一 个 序列 与 它 匹配 的 程度 ， 为 了 公式 化 这 一 描述 ， 设 卫 是 一 个 大 小 至 少 为 2 的 有 限 
字母 表 , 而 且 XX 是 上 长 度 为 L 的 字 的 有 限 集合 ， 设 F(X) 是 长 度 为 M> 的 字 的 集合 ， 也 就 是 
我 们 的 合意 模式 (consensus pattern), 设 X 二 {xz1，z2，…，zp}， 定 义 F(X) 的 一 种 方法 如 下 所 
BR. 设 d(a,b) 是 最 佳 错 配 距 离 。 考 虑 非 负 参数 14， 这 一 参数 伴随 着 4 单调 递减 , 且 设 For, 
toy ty xp) EM 的 长 度 为 M 且 使 下 式 最 大 的 字 w 的 全 体 : 


rD Sassy 
我 们 称 这 样 的 下 为 Waternman 4 (Waterman consensus), #5192, Waterman 和 其 他 人 使 用 参 
X Aa = (M—d)/M. 

ERAF. BATE RA — 75 AF ERS / MOE FARBER, Y), HEH R=A RG, 
Y=CRT. 为 简便 起 见 ， 使 用 数字 0，1 而 不 是 字母 R, Y 更 容易 . Ast, WI=(0, 1}, 
M=2, 并 考虑 F(x, x2). HP zı =111010, z= 111111. 可 能 的 模式 字 是 00，01，10，11. 
我 们 有 
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d(00,71) = 1, d(00,22) = 2, 

dOl,z)=0, d(Ol,z2)=1, 

d(10,7) =0, dU0.22) = 1, 

dQl.m)=0, d(l.zx2) = 0. 
因此 


500) = > huoo = ar HA2 
50D) = D)agors,) = Ao + Ary 
各 


sx(10) Adcox) = ào HA1» 


aD = Daars 一 加 十 lo 
根据 Waterman 合意 的 定义 ， 只 要 >>, WA 11 就 是 合意 模式 . 
作为 另 一 个 例子 , HI=(0, 1}, M=3, APE Flr, z2, z3), FEA zı = 000000, zz = 
100000, z3=111110. MAERA 000, 001, 010, O11, 100, 101, 110, 111. 我 们 有 
sx(000) = Az +2d0+ sx(001) 一 jz 十 2 ， sx(100) = 2a1 +20. 
BUTE» Ao>Ai>A2 意味 着 5,(000) >s, (001). 类似 地 ， 可 以 证 明 ，xsx(000) 或 wx(001) 最 大 化 sy. 
单调 性 不 能 说 明 这 些 中 哪 一 个 更 大 . 
另 一 个 合意 过 程 是 使 用 中 值 过 程 的 一 个 变形 ， 这 个 过 程 给 出 最 小 化 下 式 的 所 有 长 度 为 M 的 字 w: 
oyiw) = Ddw); 
或 者 我 们 可 以 使 用 平均 过 程 的 一 个 变形 ， 这 个 过 程 给 出 最 小 化 下 式 的 长 度 为 M 的 所 有 字 . 
T,(w) = È diwai). 
例如 , 假设 3= {0, 1), M=2, X= {zn1, T2, T3» T4}, zı =1111, zz =0000, z= 1000, 
x =0001. 那么 可 能 的 模式 字 是 00，01，10，11. 我 们 有 


4 
Dad‘00,z) 一 2，y'd(ol,ri) 一 3， 


Yao.) = 3, Laal) =4. 
因此 ，00 是 中 值 ， 然 而 ， 我 们 有 
Ya000.2,92 =4, Paola)? = 


Saco? = =3, Bal =6, 


所 以 平均 过 程 产生 两 个 字 01 和 10， 其 中 任何 一 个 都 不 是 中 值 . 
现在 ,我 们 考虑 带 有 特殊 参数 44 二 (CM 一 d)/M 的 Waterman 合意 ， 这 个 参数 常用 于 实际 应 用 
中 .回想 一 下 ， 我 们 有 


s 
ow) = Dd), 


(576) 
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sw) = bp = -4D dewa). 
G a 
因此 ， 对 于 固定 的 M2, KENK 2 WS, URKEA LSM A x; 的 任意 大 小 的 集合 六 ， 对 
于 所 有 长 度 为 MOF w Aw, H 
aylw) > alw ers (w) < sylw). 

因此 ， 对 于 固定 的 M2， 大 小 至 少 为 2 的 ,以 及 长 度 为 L 宇 M 的 ri 的 任意 大 小 的 集合 蕊 ， 存 

在 使 得 Waterman 合意 与 中 值 相同 的 参数 u 的 选择 . (对 于 M=1 或 | S| =1, 这 一 结论 也 成 

Sh, 但 是 此 时 是 平凡 的 情况 . ) 

类 似 地 ， 可 以 证 明 ( 见 练习 32 和 练习 33)， 对 于 固定 的 M2， 大 小 至 少 为 2 的 3， 以 及 长 度 为 

LEM fH) x; EE AKAMA, FESR id 的 选择 使 得 对 于 长 度 为 M 的 所 有 字 wA w., H 

tm rw ers, Cw) S sylw’). 

对 于 这 样 的 Ag 的 选择 ， 一 个 字 是 Waterman 合意 的 当 且 仅 当 它 是 平均 值 ， 令 人 感到 惊讶 的 是 ， 

广泛 使 用 的 Waterman 合意 实际 上 可 以 是 不 易 识 别 的 中 值 或 平均 值 . 

本 节 练 习 

1. 在 下 列 每 一 种 情况 中 ， 确 定 两 个 代码 字 z 和 之 间 的 汉 明 距离 . 

(a)x= 1010001, y=0101010 (b)x= 11110011000, »=11001001001 

Ce)x=10011001, y=10111101 (d)x=111010111010, y= 101110111011 
. 在 奇偶 校 验 码 中 ， 对 于 下 列 各 a. Mi Ea). 

(a)111111 (b)1001011 

(c)001001001 (4)01010110111 

.对 于 下 列 每 一 种 代码 C， 确 定 可 能 被 检测 出 的 错误 数量 ， 以 及 使 用 最 近邻 居 规 则 所 能 校正 的 错误 数量 . 
(a)C= (00000000, 11111110, 10101000, 01010100) 

(b)C= (000000000, 111111111, 111110000, 000001111} 
(c)C={000000000, 111111111, 111100000, 000011111, 101010101, 010101010} 
,对 于 下 面 每 一 种 二 进 制 代码 C 和 接收 串 x, ae e rpe RAA HARE i. 
(a)C: {00000000, 11111110, 10101000, 01010100) 
x: 00011000, 01000010, 01100110 

(b)C; (000000000, 111111111, 111110000, 000001111} 
a, 000101000, 010010010, 011010110 

(eC; (000000000, 111111111, 111100000, 000011111, 101010101, 010101010} 
2+ 100011001, 011000110, 000110101, 110000011, 010001010 

.对 于 下 列 各 组 a 和 b， 确 定 最 佳 错 配 距离 d(a, b). 

(a)a=01, 6=1010 (b)a=001, 6=101010101010101 
(ca=00, 6=1101011011 (d)a=101, b= 100110 

. 证 明 存在 长 度 为 ”的 代码 字 集合 C 和 长 度 为 ”的 信息 集合 ， 使 得 中 值 过 程 给 出 唯一 解 而 平均 值 过 程 不 给 
出 唯一 解 . 

7. q 进 制 区 组 n 代码 (qary block mcode) (q 进 制 代码 (9_ary code)) 是 从 数字 表 {0，1，…，9 一 1} 选 出 的 长 度 
为 的 串 集 合 ， 这 个 数字 表 上 的 两 个 串 之 间 的 汉 明 距离 (Hamming distance) 同 样 定义 为 不 同 数字 的 数目 . 
例如 ， 如 果 g 二 4， 那 么 d(0123, 1111)=3. 

(a) MRE PAB x A 之 间 的 汉 明 距离 . 
i z=0226215, y=2026125 
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ii, x=000111222333, y=001110223332 

ii. x=01010101010, y—01020304050 
COAR 9 BE Ml SA n 代码 中 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 是 d， 那么 这 个 代码 能 检测 出 多 少 个 错误 ? 
《c) 在 最 邻近 规则 下 ， 这 个 代码 可 以 校正 多 少 个 错误 ? 

8. 对 于 每 一 个 代码 字 的 长 度 为 10， 且 任意 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 为 7 的 代码 ， 确 定 代码 字数 量 的 上 界 . 

9. 对 于 代码 字 的 长 度 为 11， 且 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 为 6 的 情况 ， 重 复 练习 8. 

10， 对 于 代码 字 的 长 度 为 7， 且 可 以 校正 至 多 2 个 错误 的 代码 <， 确定 代码 字数 量 的 上 界 . 

了 ,假设 代码 字 是 长 度 为 10 的 位 串 ， 我 们 有 二 进 制 对 称 信道 ， 且 错误 的 概率 是 0. 1， 确 定 在 发 送 一 个 代码 

字 时 ， 产 生 下 面 错误 的 概率 : 
(a) 没 有 错误 (b) 正 好 只 有 一 个 错误 
《ec) 正 好 有 两 个 错误 (qd) 多 于 两 个 错误 

如 果 代码 字 的 长 度 是 6 而 错误 概率 是 0.001， 重 复 练习 11. 

13. 假定 我 们 假设 在 传输 一 个 q 进 制 代码 字 ( 练 习 7) 时 ， 错 误 的 概率 p 对 于 每 一 个 数字 都 是 相同 的 ， 且 与 任 
意 前 面 的 错误 无 关 ， 另 外 ， 如 果 在 第 i 个 数字 上 有 一 个 错误 ， 那么 这 个 数字 被 转变 成 其 余 9 一 1 个 符号 
中 的 任意 一 个 符号 的 概率 均等 ， 于 是 我 们 称 这 是 一 个 9 进 制 对 称 信道 (qrary symmetric channel). 

(a) 在 一 个 q 进 制 对 称 信道 中 ， 当 发 送 长 度 为 n 的 串 时 ， 正 好 有 :个 错误 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 当 g=3 时 ， 发 送 11111 而 接收 到 22222 的 概率 是 多 少 ? 
(ce) 当 9 一 4 时， 发 送 1111 而 接收 到 2013 的 概率 是 多 少 ? 

14. 假设 在 一 个 二 进 制 对 称 信道 内 ， 代 码 字 的 长 度 为 "一 3 且 错 误 概率 为 0. 1]， 如 果 我 们 想 要 这 样 的 代码 ; 
如 果 接 收 信息 是 错误 的 ， 那 么 这 个 代码 校正 这 个 接收 信息 的 概率 是 之 0. 95， 这 时 两 个 代码 字 间 的 最 小 
距离 必须 是 多 少 ? 

15. 对 于 下 列 情况 ， 重 复 练习 14， 


(Ca)n=5 和 A20. 50 (b)n=3 和 ASO. 90 
16. 假设 在 一 个 二 进 制 三 重复 代码 中 , k 的 值 是 5 HRA AA’. 
(a) 能 够 检测 出 多 少 个 错误 ? (b) 能 够 改正 多 少 个 错误 ? 


《ec) 假 设 人 一 6， 那 么 (a) 和 (b) 的 答案 将 如 何 改变 ? 
17. 练习 17 一 22 研究 9 进 制 代码 (练习 7)， 确 定 类 似 于 定理 10. 3 的 9 进 制 代码 字数 量 的 上 界 . 
18. 假设 使 用 0，1，2 的 符号 串 构建 一 个 代码 ， 而 且 S 是 有 下 面 性 质 的 代码 字 集 合 : 
OS 中 的 每 一 个 字 的 长 度 都 为 n. 
GDS 中 的 每 一 个 字 在 第 一 个 位 置 与 最 后 一 个 位 置 上 是 2 而 其 他 位 置 不 是 . 
Gi) 对 于 S 中 的 每 一 对 字 a Mb, A d(a, b)=d, JP dla, 依 是 汉 明 距离 . 
设 本 是 从 S 通过 把 0 变 成 1， 而 把 1 变 成 0， 且 保留 2 不 变 而 定义 的 ， 例 如 ， 字 2102 ERF 2012. 
Ca) T 中 两 个 字 之 间 的 距离 是 多 少 ? 
(b)S 中 的 字 与 中 的 字 之 间 的 距离 是 多 少 ? 
(BR R Eh S 的 字 加 上 的 字 组 成 的 ，R 可 以 检测 多 少 个 错误 ? 可 以 校正 多 少 个 错误 ? 
19. 设 人 是 符号 集 {0，1，2，…，4 一 1} 上 的 9X9 拉 丁 方 ， 考 虑 由 长 度 为 3 形 如 i，j，as 的 所 有 串 组 成 的 q 
进 制 代码 C. 
(a) 如 果 用 0 取代 5， 确 定 对 应 于 表 1. 4 的 拉丁 方 C. 
(b) 给 定 任意 一 个 49Xg 拉 丁 方 的 代码 C， 这 个 代码 可 以 检测 出 多 少 个 错误 ? 
(中 它 可 以 校正 多 少 个 错误 ? 
20. 假设 我 们 有 秩 为 4 的 拉丁 方正 交 族 ， A ，A”，…，A"”， 每 一 个 拉丁 方 都 使 用 符号 0，1,…,，g 一 1. 考 
虚 由 下 面 形式 长 度 为 十 2 的 所 有 串 组 成 的 9 进 制 代码 S: 
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21, 


22, 


2: 


Y 
S 


2i 


27. 
28. 


29. 
30. 


31. 


3: 


g 


s 


ija n 
(a) 确 定 对 应 于 表 9. 23 的 正 交 族 的 S. 
〈b) 对 于 任意 的 9， 代码 S 能 够 检测 的 错误 是 多 少 ? 
(中 它 能 够 校正 的 错误 又 是 多 少 ? 
考虑 长 度 为 4 的 代码 字 ， 这 个 代码 字 的 每 一 个 数字 取 自 字符 表 {0，1，2，3，4，5}、 证 明 不 存在 36 个 
代码 字 的 集合 ， 其 中 每 两 个 代码 字 间 的 汉 明 距离 至 少 是 3. 
设 和 A 是 符号 集合 {0，1,…，g 一 1} 上 秩 为 g 的 拉丁 方 ,而且 在 9. 3 节 练习 5 的 意义 下 它 是 水 平 完全 的 . 
考虑 由 下 面 形式 的 长 度 为 4 的 所 有 串 组 成 的 4 元 代码 T: 

if 95 ager 

Jep, i=0, 1, e, q—1, j=0, 1, 1, q—2. 
(a) 对 于 n=4, REAL 9.3 节 练习 5 构造 的 拉丁 方 的 T. 
(b) 对 于 任意 的 9， 代码 了 可 以 检测 出 多 少 个 错误 ? 
《@) 这 个 代码 又 能 校正 多 少 个 错误 ? 
假设 我 们 有 一 条 10 个 数字 的 信息 ， 且 出 现 一 个 错误 的 概率 p=0. 1. 
(a) 如 果 我 们 不 使 用 代码 ， 在 传输 中 没有 错误 出 现 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 如 果 我 们 使 用 ->3k 三 重复 代码 且 4 一 1， 那 么 正确 地 传输 这 条 信息 的 概率 是 多 少 ? 
《c) 如 果 我 们 使 用 大 小 为 2 的 区 组 的 奇偶 校 验 码 ， 那 么 正确 地 传输 这 条 信息 的 概率 是 多 少 ? 


.假设 我 们 有 1000 个 数字 的 一 条 信息 ， 且 错误 概率 p 二 0.01， 假 设 我 们 使 用 k-5k 的 5 重复 代码 且 k 一 1 


正确 地 传输 这 条 信息 的 概率 是 多 少 ? [提示 : 可 以 校正 的 错误 是 多 少 ?] 


, 假设 我 们 把 多 数 规则 解码 用 于 k->3k 重复 代码 ， 且 人 一 5. 


(a) 如 果 我 们 接收 到 auvwbcuvzbcuvwd， 那 么 “校正 ”的 信息 是 什么 ? 

(b) 如 果 一 条 信息 中 的 一 个 给 定数 字 被 改变 的 概率 是 一 0. 1， 且 这 一 概率 与 这 个 数字 在 这 条 信息 中 的 
位 置 无 关 ， 那 么 正确 地 接收 到 长 度 为 3k 的 信息 的 概率 是 多 少 ? 

(ec) 继 续 (b) ， 如 果 我 们 使 用 多 数 规则 解码 ， 那 么 正确 地 解码 长 度 上 一 5 的 信息 的 概率 是 多 少 ? 

(qd) 继续 (b) ， 如 果 我 们 使 用 多 数 规则 解码 ， 那 么 为 使 正确 地 解码 长 度 = 一 5 的 信息 的 概率 至 少 达到 
0. 9990， 我 们 需要 的 重复 数量 是 多 少 ? 

Cn, DARE C HRH R K 1 错误 校正 码 (perfect t-errorcorrecting code)， 如 果 :=「 (d/2) 一 1] 且 不 等 式 

(10. 5) 成 为 等 式 ， 证 明 这 样 的 C 校正 的 错误 不 会 超过 4. 

证 明 1]-~*2t 十 1 重复 代码 (例子 10. 5) 是 完美 :错误 校正 码 . 

可 以 证 明 (Tietivainen[1973]、van Lint[1971]) 只 存在 一 种 除 重复 代码 和 (10. 4. 3 节 介绍 的 ) 汉 明码 以 外 

的 完美 :错误 校正 码 ， 根 据 Golay[ 1949]，12~~23 是 一 个 完美 3 错误 校正 码 ， 这 一 代码 有 多 少 个 代码 字 ? 

假设 C 是 最 小 距离 为 d 的 9 进 制 区 组 ”代码 .扩展 汉 明 界 ( 定 理 10. 3) 来 确定 | C | 的 上 界 . 

WI=(0, 1}, L=6, M=2, 且 X={110100, 010101). 

(a) 对 于 M PRATE w, HW sw). 

Cb) AF ù= (M—d)/M, WE Waterman 合意 . 

COMFY PRAH w, HA o, Cw). 

DHF OY 中 的 所 有 w， 计 算 rw). 

(e) 确 定 所 有 中 值 . 

(人) 确定 所 有 平均 值 . 

对 于 2={0, 1), L=6, M=3 及 X=={000111，011001，100101) ， 重 复 练习 30. 


. (Mirkin 和 Roberts[1993]) 证 明 如 果 u =Ad+B, A<0, W4 Waterman 合意 与 中 值 过 程 的 选择 相同 . 
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33. (Mirkin 和 Roberts[1993]) 证 明 如 果 u=Ad +B, A<O, IBA Waterman 合意 与 平均 过 程 的 选择 相同 . 
34. (Mirkin 和 Roberts[1993]) 
(a) 假 设 M22，| S| 二 2， 入 <, UH Ad+B, HA<O HEART SY 中 的 所 有 字 wM wR LS 
AD) 中 不 同 字 的 所 有 有 限 集合 X， 都 有 mx Cw) 之 oy w) + 5, (w<s,(w'). 
(b) 解 释 这 一 结论 
35. (Mirkin 和 Roberts[1993]) 
(a BIR MS2, |I| >2, <w, Has=Ad +B, 其 中 A 二 0， 证 明 对 于 N 中 的 所 有 字 w 和 w' 和 
IS LSM) PREF TAA RRA. 都 有 r, (wr, (wos, (w)<s, (w). 
(b) 解 释 这 一 结论 . 


10.4 ”线性 代码 S 
10. 4. 1 生成 矩阵 
在 本 节 ， 我 们 将 看 到 如 何 使 用 编码 的 步骤 去 构建 错误 检测 和 错误 校正 码 ， 另 外 ， 我 们 给 出 的 
编码 有 非常 高 效 的 编码 和 解码 过 程 。 我们 所 描述 的 方法 很 大 程度 上 受到 R. W. Hamming 和 
D. Slepian 在 20 世纪 50 年 代 的 工作 的 影响 ， 例 如 ， 可 以 参见 Hamming[1950] 和 Slepian[ 1956a， 
b，1960] 的 论文 . 
首先 我 们 扩展 例 10. 6， 我 们 可 以 把 -wn 代码 下 考虑 成 是 将 n 一 k 个 奇偶 校 验 数字 (parity check 
digib 加 到 长 度 为 上 的 区 组 中 ， 一 般 地 ， 信 息 区 组 (message block)aiaz…ak 被 编码 为 miar, ans 
HP xy ary zp ary e, ce an 而 且 奇 偶 校 验 数字 是 由 人 个 信息 数字 (message digit) ai, 
az, esar 决定 的 ， 得 到 这 样 编码 的 最 容易 的 方法 是 扩展 例 10. 2 的 矩阵 编码 方法 ， 我 们 令 M 是 
kX n 和 矩阵， 并 称 其 为 生成 给 阵 (generator matrix)， 且 定义 ECa) 为 aM. 
【 例 10.7】 (Bi k=3, n=6, 
moollo 
M= | 1001 中 
oolLlOL 
此 时 ， 信 息 字 110 被 编码 为 110M=-110101， SS FEO, PW 14+1=0; 
用 的 是 模 2 加 法 .注意 ，M 开始 于 3X3 单位 矩阵 ， 因 为 我 们 想 要 对 于 
Zi， 每 一 个 生成 矩阵 都 将 开始 于 Xk 单位 矩阵 I. 
作为 另 一 些 例子 ， 例 10. 6 的 奇偶 校 验 码 是 通过 取 M 为 下 面 的 矩阵 来 定义 的 ， 
100 0 1) 
h 1 0 = 0 1 
00: 1 0 1 


M= | | 《10.6) 


lo o o … 1 a 
我 们 把 全 都 是 1 的 一 列 加 入 &XA 单 位 矩阵 Te. P10.5 的 三 重复 代码 是 通过 取 和 矩阵 M 为 &Xk 单 
位 矩阵 的 三 个 拷贝 而 得 到 的 . 


日 ”如 果 读 者 想 要 直接 跳 到 10. 5 节 ， 本 节 可 以 跳 过 . 


Es] 
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如 果 一 个 代码 是 通过 生成 矩阵 定义 的 ， 那 么 (传输 正确 时 的 ) 解 码 是 直截了当 的 、 我 们 简单 地 
解码 xy zz…znw H rizar 即 放弃 mn 一 k 个 奇偶 校 验 数字 . 

一 般 地 ， 通 过 这 样 的 生成 矩阵 定义 的 代码 称 为 线性 代码 (linear code)， 这 是 因为 如 果 x= 
airan AY =yi yeyr 是 代码 字 ， 那 么 第 IFES Eri ty 的 字 x 十 ?也 是 代码 字 ， 其 中 加 法 
是 模 2 的 .为 弄 清楚 ， 可 简单 地 观察 ， 如 果 aM=xr, bM=y, BA(a+b)M=x+y. 

所 以 0 二 00…0 是 每 一 个 ( 非 空 ) 线 性 代码 的 代码 字 ， 因 为 ,如果 z 是 任意 一 个 代码 字 ， 那 么 
由 于 加 法 是 模 2 的 ， 所 以 有 xx 一 9， 实际 上 ， 使 用 8. 2 节 ( 请 看 练习 26) 的 术语 ， 可 以 让 明 所 有 代 
码 字 的 集合 在 运算 十 下 定义 一 个 群 ， 因 此 ， 线 性 代码 有 时 候 称 为 二 进 制 群 代码 (binary group code). 

接 下 来 ,我 们 注意 到 在 线性 代码 中 很 容易 确定 两 个 代码 字 间 的 最 小 距离 ， 设 位 串 x 的 汉 明 权 
(Hamming weight) we (x) JÈ x 的 非 零 数字 的 数量 . 

定理 10.5 在 线性 代码 C 中 ， 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 等 于 非 零 代 码 字 的 最 小 汉 明 权 w. 

证 明 注意 ， 如 果 d(x， 妨 是 汉 明 距 离 ， 那 么 因为 C 是 线性 的 ， 所 以 x 十 y 仍 在 C 中 ,于 是 

d(x,y) = wtlrt+y). 
这 一 结论 使 用 了 加 法 模 2 的 事实 .假设 对 于 C 中 的 特定 x，y， 最 小 汉 明 距离 d 是 由 d(x，y) 给 出 
的 .那么 


d= d(x,y) = wi (x+ y) > w. 
其 次 ， 假 设 C puto 有 最 小 权 w。， 那 么 因为 0=w 十 u 仍 在 C 中 ,我 们 有 
w= wilu) = wilut 0) = d(u,0) > d. a 

根据 定理 10. 5 得 出 在 例 10. 6 的 代码 中 ， 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 等 于 2， 因 为 非 0 代码 

字 的 最 小 权 等 于 2. 例如， 在 串 11000 中 可 以 达到 这 个 权 . 例 如， 这 个 最 小 距离 如 下 : 
d(11000,00000). 

10.4.2 ”使 用 线性 代码 的 错误 校正 

如 果 M 是 一 个 线性 代码 的 生成 矩阵 ， 那 么 它 可 以 示意 地 表示 成 LIG]， 其 中 G 是 一 个 kX 
(n—k) EME. BR GT 是 矩阵 G 的 转 置 和 矩阵 且 设 互 王 [GT 有 - 眉 是 一 个 (一 上 Xn FE BR 
#248 (parity check matrix)， 在 例 10.6 中 , 矩阵 GT AN 的 行 向 量 ， 而 矩阵 互 是 (4 十 D) 个 1 
的 行 向 量 ， 在 例 10. 5 中 ,使 用 三 次 重复 及 长 度 为 4 的 信息 区 组 ， 我 们 有 
0 


co4Hrocoor:, 
o-ooo-0 
Deeerea 


日 在 本 节 中 ,我 们 假设 A=At. 
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ra} 


corocoore 


(10. 7) 


Seorcco 
o-oooroo0o 
-ooocorooac 
coco oo or 
coco o or. 
cocoorce 
ocooonooo 
ooon oooo 
oo=nooocoocoo 
croooooo 
o 


在 例 10.7 中 ， 
101100 
H=|1 1001 0ļ| 
lo 11001) 
注意 ， 我 们 可 以 通过 由 生成 矩阵 M 给 出 的 矩阵 G BR ROE H KELRHERG. AX, 我 
们 可 以 从 G 得 到 H 及 从 瑟 得 到 G、 我 们 将 看 到 奇偶 校 验 矩阵 将 提供 一 种 检测 及 校正 错误 的 方法 . 
这 一 方法 的 基本 思想 归功 于 Slepian[1956a，b，1960]. 
首先 ， 我 们 注意 到 ， 奇 偶 校 验 矩 阵 可 以 用 于 鉴别 代码 字 . 
定理 10.6 在 线性 代码 中 ， 区 组 Q 一 ald2…ak tht Rx x22, HAREM FT ISA, 
aj=2; BHx™=0, 
证 明 ”根据 编码 的 定义 ， 如 果 区 组 e 一 alaz…ak 被 编码 成 x 二 zx2…z,， 那 么 
Caraza KG] 一 (zlz2…zn)。 
现在 ， 显 然 对 于 <k, Haz. WH. 


HxT= H(aLhG))T = HLIGJTaT = [GT [Ge er 


(10. 8) 


= (GT+GT)aT = 0a = 0, 
其 中 GT 十 GT 一 0， 因 为 加 法 是 模 2 的 . 

反 过 来 ,假设 对 于 i<k 有 ai 二 zi， 且 Hx7 二 0 现在， 假设 a 被 编码 为 y=y1y2…yn， 那 么 ， 
对 于 ik, a=yi. BU. 对 于 ik，zi 三 yi， 同样 ， 根 据 证明 的 第 一 部 分 ，HyT 二 0， 所 以 有 
z= y 成立， 为 了 说 明 其 原因 ， 注 意 ， 等 式 HxT 二 0 和 Hy7=0 中 的 每 一 个 都 给 出 一 个 方程 组 ， 对 
于 第 一 种 情况 ， 第 j 个 方程 至 多 包含 变量 x1 ，z2，…，zh Marj 因此, AH r, rs es ae 
Eha, a e, a 给 出 的 ， 所 以 第 j 个 方程 使 用 k 个 信息 数字 ai，az e a 唯一 地 定义 
Zh+j。 这 一 论述 对 ys+j 同 样 适用 ， 因 此 ，zh+j 二 yj. 

推论 10.6.1 dẹ x 一 zlzz…zn 是 代码 字 当 且 仅 当 HxT 一 0. 

推论 10.6.2 存在 唯一 位 事 工 使 得 对 于 i< 有 zi 一 ai， 且 有 reT 一 0， 这 个 位 事 工 是 ala2…ak 
的 编码 ， 使 用 a1，a2，…，ak 表示 的 项 t+j， 其 表达 式 是 把 本 的 第 1 RAT. 

证 明 这 一 结论 是 定理 证 明 的 推论 . 

为 了 说 明 这 些 结果 ， 注意， 在 奇偶 校 验 代码 中 ，H==(11…1) 有 n= 十 1 ^l. GBT, xT = 
0 当 且 仅 当 

ai tartetan = 0. 《10.9) 


但 是 ， 因 为 加 法 是 模 2 的 ， 所 以 (10. 9) 式 正好 等 价 于 下 面 的 条 件 : 


O 本 证 明 可 以 跳 过 . 


fl 
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585) 


386) 


Tet = r Har teeta 
这 个 方程 定义 代码 字 ， 称 为 奇偶 校 验 方程 (parity check equation). AM, TE k=4 的 三 重复 代 
码 中 ,我 们 从 (10.7) 式 看 到 HzxT 一 0 当 且 仅 当 
nitas =0, mtrs =0, xst27=0, m +28=0, 
(10. 10) 
nitz =0, z+zxio =0, n+ =0, n+ 一 0. 
因为 加 法 是 模 2 的 ， 所 以 方程 (10. 10) 等 价 于 
T=, m=, =A, U=, 
np., R=. B=, T= M, 
上 述 方程 定义 代码 字 ， 称 为 奇偶 校 验方 程 、 最 后 ， 在 例 10. 7 中 ,通过 (10.8) 式 ，HxT=0 4A 
仅 当 
ntn tr = 0, 
ntr tzr =0, 
a2 +13 +25 — 0, 
利用 加 法 是 模 2 的 事实 ， 这 些 方程 等 价 于 下 面 的 奇偶 校 验方 程 ， 这 些 方程 使 用 下 面 的 信息 数字 
Zi(i<k) 确 定 奇偶 校 验 数字 re + js 
a =n ta, 
站 一 TI 十 TZ2， 
xe = m2 + a3. 
因此 ， 正 如 我 们 前 面 所 看 到 的 那样 ，110 被 编码 为 110101， 因 为 zj =1+0=1, zs =1+1=0, 
xe=1+0=1, 国 
一 般 地 ， 根 据 推论 10. 6. 2， 方 程 BxT 一 0 {E a, az, s ar 定义 zh+;。 利 用 这 些 项 给 出 
mr+i 的 方程 是 奇偶 校 验方 程 . 
定理 10. 6 和 推论 10. 6. 1 给 出 一 种 检测 错误 的 方法 ， 我 们 注意 到 ， 如 果 接 收 到 x A HxT 天 0， 
那么 就 出 现 了 错误 ， 奇 偶 校 验 矩 阵 使 得 我 们 不 仅 可 以 检测 出 错误 ， 而 且 可 以 校正 这 些 错误 ， 正 如 
下 面 的 定理 所 给 出 的 那样 . 
定理 10.7 RRA MRS HHS RELY ASAMM. Mik TAGE y Liè 
KEP x, oR x RABI 个 数字 上 不 同 于 ?， 那 么 HxT XH HH i 列 . 
证 明 注意 ,根据 推论 10. 6. 1，HyT 一 0， 现 在 x 可 以 写成 ?十 e。 其 中 e 是 错误 串 ， 即 在 不 
同 于 的 位 上 是 1 的 位 串 . (回想 一 下 加 法 是 模 2 的 . ) 我 们 得 出 结论 : 
HxT = HLy 十 oOT = HOT 十 er) = HyT + HeT = HeT, 
现在 ， 如果。 是 除 第 i 个 位 置 上 是 1 之 外 所 有 位 上 都 是 0 的 向 量 ， 那 么 HeT 是 五 的 第 ; 列国 
为 了 说 明 这 一 结果 ， 假 设 我 们 有 一 个 一 4 的 三 重复 代码 ， 那 么 奇偶 校 验 矩 阵 H hA. DR 
给 出 ， 假 设 发 送 代码 字 ?= 110111011101， 而 接收 的 字 * 一 110011011101， 它 在 第 4 个 位 置 上 不 
同 于 y 那么 注意 
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这 是 妞 的 第 4 列 . 

一 般 地 ， 使 用 奇偶 校 验 矩阵 瑟 的 错误 校正 将 按 如 下 的 过 程 进行 ,假设 下 的 各 列 不 同 且 都 是 
非 0 的 ,接收 到 的 区 组 是 x 时 ,计算 HT. 如 果 计算 结果 是 0， 那 么 传输 中 出 现 错误 的 可 能 性 不 
大 ， 因 此 可 以 合理 地 假设 * 是 正确 的 如 果 其 计算 结果 不 是 0， 而 是 互 的 第 ; 列 ， 而 且 如 果 出 现 
多 个 错误 的 可 能 性 不 大 ， 那 么 可 以 合理 地 假设 出 现 一 个 错误 ， 所 以 正确 的 字 在 第 i 个 位 上 不 同 于 
x. WR HxT 不 等 于 0 且 不 是 委 的 一 个 列 ， 那么 在 传输 中 至 少 出 现 了 两 个 错误 ,而且 不 能 使 用 这 
种 方法 进行 错误 校正. 

10.4.3 NAB 

回想 一 下 ， 对 于 错误 校正 ， 我 们 希望 (n 一 k) Xn AFB BE EE H AAE 0 的 且 各 不 相同 的 列 . 
BLE, 如 果 p 一 n 一 &，HH 的 列 是 长 度 为 p 的 位 串 。 存 在 2 个 这 样 的 串 ，2? 一 1 个 非 0 串 ， 如 果 我 
们 取 HARARE: 它 的 列 是 所 有 2? 一 1 个 非 0 的 长 度 为 户 的 位 串 ， 且 按照 任意 顺序 排列 ， 
这 时 我 们 得 到 汉 明码 (Hamming code)?t*。 从 技术 上 讲 ， 为 了 与 我 们 的 定义 一 致 ， 后 n 一 k 列 应 该 
形成 单位 矩阵 ， 上 面 的 结果 代码 是 和 > 代码， 其 中 n= 20-1, k=n—p=2—-1—p, 例如 ， 如 
果 p=2, WBA n=2?—1=3 且 典 型 的 HH 可 以 是 由 下 面 的 矩阵 给 出 的 : 

H= E 1 证 
101 


很 容易 看 出 HH 定义 1->3 三 重复 代码 ， 如 果 p=3, BAn=23—-1=7, HIY H EA h F 


和 矩阵 给 出 : 

0111100 

m-horiord 

1101001 
我 们 得 到 一 个 4—7 代码 ，Hamming[1950] 和 Golay[1949] 引 入 了 汉 明 码 . [注意 如 果 改 变 H 中 列 
的 顺序 ， 我 们 得 到 (实质 上 ) 相 同 的 代码 ， 或 代码 字 集合 ， 因 为 通过 改变 奇偶 校 验 数字 的 顺序 ， 
任意 两 个 这 样 的 代码 (在 练习 25 的 定义 的 意义 下 ) 被 看 成 是 等 价 的 ， 这 就 是 都 称 其 为 汉 明码 tn 
的 原因 . ] 

定理 10.8 对 于 p>2, ARASH, 中 ， 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 是 3. 

证 明 奇偶 校 验 和 矩阵 也 的 列 是 非 0 且 互 不 相同 的 ， 所 以 可 以 校正 单一 的 错误 (参见 定理 
10.7 后 面 的 讨论 )， 因 此 ， 根 据 定理 10. 2，d 三 3， 现在， 容易 证 明 ， 对 于 p 宇 2， 总 是 存在 3 个 
KEX p HAE O 位 串 ，( 在 模 2 加 法 下 ) 它 们 的 和 等 于 0( 练 习 23)， 如 果 这 三 个 位 串 作为 矩阵 召 的 
Wu, viw 出 现 ， 我 们 取 工 是 这 样 的 向 量 : Eu v 了 zo 的 位 普 上 是 1， 而 其 他 位 置 是 0， 那么 
Hx 是 上 H 的 第 w 列 , 第 v 列 和 第 tw 列 的 和 ， 所 以 等 于 0。 因此，x 是 权 为 3 的 代码 字 ， 根 据 定 理 
10.5, d<3. a 

所 以 ,根据 定理 10. 8 可 知 ， 汉 明码 总 可 以 检测 出 至 多 两 个 错误 并 可 以 校正 至 多 一 个 错误 . 
在 练习 27 中 ,我 们 要 求 读者 证 明 汉 明 码 校正 的 错误 数量 不 可 能 大 于 1. 

本 节 练 习 
1. 假设 有 下 面 的 矩阵 M: 


1011 
w-[ ia of 

使 用 M， 确 定 对 应 于 下 面 每 一 个 信息 字 w az…as 的 代码 字 2) 222. 

(Ca)11 (b)10 (01 《d)00 


图 
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2. 假设 有 下 面 和 矩阵 M: 


Noo1loo 
M=|0 1001 dh 
fo 01001 
对 于 下 面 的 信息 字 重 复 练习 1. 
WL (b) 101 (c)000 
3. 假设 有 下 面 的 矩阵 M: 
poooooly 
0100101 
M= . 
0010110 
looo11i2 1 
对 于 下 面 的 信息 字 重 复 练习 1. 
(Mil <b) 1000 (c)0001 
4 确定 由 下 面 和 矩阵 M 所 生成 的 线性 代码 C: 
WDK 1 (b) 练 习 2 (9# 3 


5. 确定 把 0 翻译 成 000000 而 把 1 翻译 成 111111 的 代码 的 生成 矩阵 . 


6. 下 面 的 每 一 代码 都 是 线性 代码 ， 对 于 每 一 个 代码 ， 确 定 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 . 
(a)000000, 001001, 010010, 100100, 011011, 101101, 110110, 111111 
(b)0000, 0011, 0101, 1001, 0110, 1010, 1100, 1111 
(c}00000,00011, 00101, 01001, 10001, 00110, 01010, 01100, 10010, 10100, 11000, 01111, 11011, 
10111, 11101, 11110 
(d)11111111, 10101010, 11001100, 10011001, 11110000, 10100101, 11000011, 10010110, 00000000, 
01010101, 00110011, 01100110, 00001111, 01011010. 00111100, 01101001 
7. 确定 对 应 于 下 面 的 矩阵 M WAN BEE 
(和) 练习 1 (hb) 练习 2 (OMA 3 
8. MARERA FF TO (BE) RC PE M: 
11010 jl 1100 oP Oe OLg 
onto to Ta ol comm eas 
11001 41001 
00001 
9. 确定 下 列 每 一 个 练习 中 的 奇偶 校 验方 程 : 
(a) HAL (b) 练 习 2 (OMA 3 
《d) 练 习 8(a) (e) 练 习 8Cb) (DRI 8) 


10. 假设 我 们 使 用 人 -~5& 的 5 重复 代码 ， 其 中 


二 2， 确定 奇偶 校 验 矩 阵 H， 推 导 奇偶 校 验方 程 . 


11. 对 于 练习 8(a) 中 的 矩阵 8， 假 设 通 过 一 个 吵 杂 的 信道 接收 到 字 x. 假设 发 生 错误 的 可 能 性 不 大 ， 对 于 


下 面 的 每 一 个 x， 确 定 在 传输 过 程 中 是 否 产生 了 错误 . 


(a)x= 111000 (b)x=111100 (c)x=000100 
12. 对 于 练习 8(b) 的 H 和 下 面 的 x 重复 练习 11. 

(a)x=11101 (b)x=01101 (c)x=00011 
13. 对 于 练习 1 的 M 和 下 面 的 < 重复 练习 11. 

(Ca)x 一 1111 (b)x=1000 《cx 一 0100 


14. 对 于 练习 11 的 每 一 个 部 分 ， 如 果 有 可 能 ， 在 存在 一 个 错误 的 情况 下 校正 它 . 
15. 对 于 练习 12 的 每 一 个 部 分 ， 如果 有 可 能 ， 在 存在 一 个 错误 的 情况 下 校正 它 . 
16. 考虑 奇偶 校 验 矩阵 
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26. 
27. 
28. 


10010 Q 
H=/11001 中 
L1100l1 
确定 对 应 于 代码 中 的 所 有 代码 字 . 这 个 代码 校正 所 有 单一 错误 吗 ? 


. 在 p=3 的 汉 明码 to 中 ， 编 码 下 面 的 字 . 


(a)1001 (b)0001 (O1110 


.对 于 p= 4 的 汉 明码 XM,， 确 定 奇偶 校 验 矩 阵 并 编码 字 10000000000. 
.确定 汉 明 码 X: 的 所 有 代码 字 . 

.确定 汉 明 码 )t; 的 所 有 代码 字 . 

. 对 于 每 一 个 p 宇 2， 在 汉 明码 Xs 中 ， 确 定 一 个 权 为 3 HF. 

. 对 于 pee, ENUM, 中 考虑 代码 字 nrz. Bk=n—p. 


《a) 证 明 对 于 所 有 <k, WMR 二 0， 那 么 对 于 所 有 的 i, 2, =0. 
(b) 证 明 不 存在 正好 有 一 个 x, 等 于 1 而 所 有 其 他 的 x 等 于 0 的 情况 . 


,证 明 如果 p 宇 2， 那 么 总 存在 长 度 为 p 的 3 个 位 串 ， 它 们 的 和 (在 模 2 加 法 下 ) 等 于 0. 
, 设 C 是 一 个 线性 代码 ， 其 代码 字 的 长 度 是 w， 而 且 其 中 有 一 些 代码 字 有 奇数 权 ， 通 过 把 0 加 入 到 有 偶数 


权 的 C 的 每 一 个 字 的 末端 ， 而 把 1 加 入 到 有 奇数 权 的 C 的 每 一 个 字 的 末端 ， 形 成 一 个 新 代码 C. 
(a) 如 果 M 是 C 的 奇偶 校 验 矩 阵 ， 证 明 C 的 奇偶 校 验 矩 阵 由 下 面 的 矩阵 给 出 ; 
m, tow 7 
0 
M 0 |. 


L 6 

(b) 证 明 C 的 任意 两 个 代码 字 之 间 的 距离 是 偶数 . 

COEN: 如 果 C 的 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 d 是 奇数 ， 那 么 C 的 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 是 d 十 1, 
(d) 对 于 所 有 p 宇 2， 确 定 一 个 线性 代码 ， 其 代码 字 的 长 度 是 n= 且 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 等 于 4. 


.两 个 代码 C 和 C' 是 等 价 的 (equivalent) ， 如 果 它 们 仅 在 符号 的 顺序 上 不 同 ， 即 如果 一 个 代码 可 以 从 另 


一 个 代码 ， 通 过 对 每 一 个 元 素 运用 相同 的 排列 而 得 到 的 话 、 例 如 ， 下 面 两 个 代码 C 和 C “等 价 : 
C uE. 
0000 0000 
nl 1111 
0011 0101 
1100 1010 
证 明 ， 如 果 M 是 生成 代码 C 的 生成 矩阵 ， 而 且 M 是 从 M 通过 互 换 对 应 于 M 的 矩阵 G 的 行 得 到 的 ， 而 
且 MT 生 成 代码 C"， 那 么 C AIC "是 等 价 的 . 
证 明 在 线性 代码 下 ， 在 运算 十 下 代码 字 的 集合 定义 一 个 群 . 
证 明 对 于 p>2, RAH, 是 完美 1 错误 校正 码 (参见 10. 3 节 练习 26 中 完美 :错误 校正 码 的 定义 ). 
我 们 可 以 把 线性 代码 理论 从 二 进 制 代码 扩展 到 9 进 制 代 码 上 (参见 10. 3 节 的 练习 7、 练习 13 和 练习 
17 一 22)， 其 中 9 是 素数 的 寡 ， 我 们 继续 从 信息 字 通 过 加 入 奇偶 校 验 数字 来 定义 代码 字 ， 而 且 特别 地 使 
用 生成 矩阵 M， 但 是 使 用 有 限 域 GF(q) 中 的 加 法 ， 而 不 是 模 2 加 法 注意， 在 练习 29 和 练习 30 中 说 
明了 主要 例外 ， 我 们 的 大 部 分 结果 对 一 般 的 情况 都 成 立 ， 假 设 9 一 5. 
(a) MUR M 如 练习 1 中 的 和 矩阵， 确定 对 应 于 下 面 信息 字 的 代码 字 : 
i14 ii. 03 iii. 13 
(b) 如 果 M 是 练习 2 中 的 矩阵 ， 确 定 对 应 于 下 面 信息 字 的 代码 字 : 
i 124 ii. 102 iii, 432 
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29. 继续 练习 28. 
(DUE d(x， 罗 不 一 定 是 waty). 
(b) 距 离 和 权 之 间 的 关系 是 什么 ? 
30. 继续 练习 28， 证 明定 理 10. 6 不 EHN. 
31. 继续 练习 28， 证 明定 理 10. 5 仍然 成 立 . 
32. 假设 C 是 最 小 距离 为 a 的 4 进 制 区 组 ”代码 .扩展 汉 明 界 (定理 10. 3) 来 确定 | C | 的 上 界 . 


10.5 运用 区 组 设计 确定 错误 校正 码 S 
10.5.1 阿达 马 码 

寻找 错误 校正 码 的 一 个 方法 是 ， 首 先 集中 精力 寻找 一 个 丰富 的 代码 字 集 合 C， 然 后 在 C 中 实 
施 信息 编码 ， 这 与 我 们 迄今 给 出 的 方法 恰好 相反 ， 前面 给 出 的 方法 是 首先 定义 编码 ， 然 后 把 这 一 
编码 所 产生 的 所 有 字 的 集合 定义 为 集合 C， 我 们 的 目标 是 寻找 这 样 的 代码 字 集 合 C， 校正 给 定数 
量 的 错误 ,或 等 价 地 ， 两 个 代码 字 之 间 有 给 定 最 小 距离 4&， 且 在 该 集合 中 有 很 多 代码 字 ， 因 此 ， 
允许 更 多 可 能 的 信息 区 组 被 编码 . 

回想 一 下 ,一 个 (n，d) 代 码 有 长 度 为 n 的 代码 字 ， 而 且 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 是 d. H 
建 (n，d) 代 码 的 一 个 有 效 方 法 是 使 用 (v, &，) 设 计 的 关联 和 矩 阵 ( 参 见 9. 4. 2 节 )， 这 个 关联 矩阵 
的 每 一 行 有 r= 二 个 1， 而 其 余 项 都 是 0， 行 的 长 度 为 5 二 v， 任意 两 行 在 一 列 上 同时 为 1 的 数量 正 
好 是 个， 对 于 n= 二 v， 这样 的 行 可 以 定义 (n，d) 代 码 的 代码 字 ， 那 么 ，d 是 多 少 ? 让 我 们 考虑 两 
行 ， 比 如 说 第 i 行 和 第 j 行 。 存 在 4 个 列 ， 在 这 些 列 上 ， 这 两 个 行 有 1， 在 每 一 个 行 上 有 上 个 1， 
因此 存在 一 4 个 列 ， 在 这 些 列 上 行 :有 1 而 行 了 有 0， 而 且 存在 人 一 TH, 其 中行: 有 0, 行 j 
有 1， 所 有 其 他 的 列 在 两 行 上 有 0， 所 以 这 两 行 有 2(k 一 2) 个 位 置 不 同 ， 这 一 结论 对 每 一 对 行 都 成 
立 ， 所 以 

d=2k—-2). 
定理 9. 17 表明 ， 对 于 任意 大 的 m， 存 在 维 数 m 的 阿达 马 设 计 ， 即 (4m 一 1，2m 一 1，m 一 1) 设 计 . 
所 以 , 对 于 任意 大 的 一 *， 我 们 可 以 找到 (v,k，4) 设 计 ， 因 此， 对 于 任意 大 的 d， 有 
《n，d) 代 码 ， 对 于 给 定 维 数 m 的 阿达 马 设计 ， 我们 有 : 
d = 2(k—A) = 2[(2m— 1) — (m— 1)] = 2m. 

因此 ， 如 果 对 于 任意 大 的 m 存在 维 数 m 的 阿达 马 设 计 ， 那 么 存在 错误 校正 码 ， 对 于 任意 大 的 m， 
这 个 代码 检测 至 多 d 一 1= 2m 一 1 个 错误 并 校对 至 多 「 (d/2) 一 1] =m 一 1 个 错误 ， 这 些 代码 是 
(4m 一 1，2m) 代 码 ， 因 为 每 一 个 代码 字 有 长 度 4m 一 1， 我 们 称 它们 为 阿达 马 码 (Hadamard code). 
我 们 首先 要 证 明 任 意 的 大 维 数 m 的 阿达 马 设计 的 存在 ， 即 要 证 明定 理 9.17, 然后， 我 们 考察 由 
阿达 马 设计 的 关联 和 矩阵 所 构建 的 代码 的 丰富 程度 ; 即 这 些 代码 与 最 丰富 的 (n，d) 代 码 相 比如 何 ? 
10.5.2 ”构建 阿达 马 设计 ? 

构建 阿达 马 设计 的 基本 思想 是 ， 特 定 类 型 的 矩阵 给 出 这 些 设计 的 关联 矩阵 ， 一 个 Xn ERE 
H= (hy BSAA n h PI ik B 4E (Hadamard matrix of order n) ， 如 果 对 于 每 一 个 i 和 j A hy 
等 于 十 1 或 者 等 于 一 1， 且 如 果 

HHT = nl, 


O 本 节 依赖 于 9.4 节 的 内 容 - 
所 ”本 小 节 可 以 跳 过 . 
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其 中 HT 是 H BRRR., Din Xn PERO. EE n 在 对 角 线 下 方 为 n， 其 余 位 置 为 0， 作 
为 例子 ， 假 设 


es O i 
= | 1 il (10.11) 
于 是 有 
1-0 
-0 iw 
且 
2 0 
MEG 外 


因此 ，(10. 11) 式 的 矩阵 H 是 秩 为 2 的 阿达 马 矩 阵 ， 一 个 秩 为 4 的 阿达 马 矩 阵 由 下 面 的 矩阵 

给 出 : 

1 1-1 y 

2 el (10. 12) 
1-1 1 1 

因为 容易 验证 


onoo 
eo 


ooao 


阿达 马 和 矩阵 的 一 个 等 价 定义 如 下 所 述 。 回 想 一 下 ， 如 果 
Caraza) 和 iyn 

是 两 个 向 量 ， 那 么 它们 的 内 积 (inner product) h FRE: 

Dziyss 

于 是 ， 十 1 和 一 1 构成 的 nX n 矩阵 是 阿达 马 矩 阵 ， 如 果 对 于 所 有 的 i 第 i 行 与 其 自身 的 内 积 是 

n， 且 对 于 所 有 Aj, Bi TSA] 行 的 内 积 等 于 0， 这 正 是 阿达 马 和 矩阵 的 定义 的 重 述 ， 为 了 说 明 

这 一 点 ， 我 们 考虑 (10. 11) 式 的 矩阵 H 这 个 矩阵 的 第 一 行 是 向 量 (1，1)， 而 第 二 行 是 向 量 

(一 1，1). 第 一 行 与 其 自身 的 内 积 是 


Yn) 


1.1+1.1=2. 
第 一 行 与 第 二 行 的 内 积 是 
1.(—D)+1.1=0 
等 等 . 
一 个 阿达 马 矩 阵 称 为 是 规范 的 (nomalized)， 如 果 它 的 第 一 行 和 第 一 列 只 由 十 1 组 成 ， 例 如 ， 
和 矩阵 
1] 
È S] (10. 13) 
是 规范 阿达 马 和 矩阵， 而 矩阵 


怠 ” 阿 达 马 矩阵 是 由 Hadamard[1893] 提 出 的 ， 而 且 更 早 时 ，Sylvester[1867] 使 用 了 这 样 的 矩阵 ，Plotkin[1960] 、 
Bose 和 Shrikhande[1959] 由 阿达 马 矩 阵 构建 了 二 进 制 代码 . 


回 
A 
加 
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(10.14) 


|: 1 -1 -1| 
1-1—1 WU 
也 是 规范 阿达 马 和 矩阵 . 

阿达 马 矩 阵 的 若干 重要 性 质 概括 为 如 下 定理 . 

定理 10.9 R HRAN? 的 规范 阿达 马 答 阵 ， 那 么 对 于 某 个 区 有 nn 二 4m， 而 且 ， 除 第 
一 行 ( 列 ) 之 外 的 每 一 行 ( 列 ) 正 好 有 2m 个 十 1 和 2m 个 一 1， 而 且 对 于 除 第 一 行 ( 列 ) 之 外 的 任意 两 
行 ( 列 )， 都 正好 存在 加 列 ( 行 )， 在 这 些 列 ( 行 )D 上 两 行 ( 列 ) 都 是 十 1. 

我 们 将 在 本 小 节 的 后 面 给 出 定理 10. 9 的 证 明 . 这 里 ， 我 们 来 看 看 定理 10. 9 是 如 何 给 出 定 
理 9. 17 的 证 明 的 ， 给 定 一 个 规范 阿达 马 垂 阵 ， 我 们 可 以 定义 一 个 ("，A,，)) 设 计 ， 通 过 删除 第 一 
行 和 第 一 列 ， 在 其 剩余 部 分 ,把 每 一 个 一 1 换 成 0 就 可 以 做 到 这 一 点 ， 正 如 我 们 将 看 到 的 那样 ， 
这 样 做 给 出 一 个 (w，A，)) 设 计 的 关联 矩阵 ， 在 (10. 14) 式 的 阿达 马 矩 阵 上 进行 这 一 过 程 ， 首 先 


给 出 

-1 1-7) 
| 1-1 ar 
La: 1s) | 

于 是 这 个 关联 矩阵 是 
By Be Bs 
1fo 1 0 
A= f 0 o); 
3lo 0 1 

这 给 出 下 面 的 区 组 : 


Bi={2), Be=(1), B= {3}, 
而 且 产生 一 个 v= 3, k==1, 4=0 的 设计 (从 技术 角度 看 ， 这 不 是 一 个 设计 ， 因 为 我 们 要 求 a>. 
然而 ， 这 可 以 说 明 该 过 程 ). 

为 了 证 明 这 一 过 程 总 能 给 出 (w，A，)X) 设 计 ， 需 要 注意 ， 根 据 定理 10. 9， 关 联 矩 阵 4 有 4m 一 1 
个 行 和 4m 一 1 个 列 ， 所 以 6 二 v=4m 一 1 同样， 从 每 一 行 消去 一 个 1( 第 一 个 1)， 所 以 4 的 每 一 
行 有 2m 一 1 个 1, 且 r=2m 一 1 通过 类 似 的 讨论 ，4 的 每 一 列 有 2m 一 1 个 1 且 k=2m 一 1 最 
后 ,任意 两 行 在 第 一 列 上 同时 有 两 个 1， 所 以 现在 同时 有 一 个 更 少 的 对 ， 即 m 一 1 对 ， 所 以 , A= 
mm 一 1， 因 此 ,我 们 有 (v,k，) 设 计 ， 其 中 v=4m 一 1, k=2m—1, A=m—1, H m>2,9 

事实 上 ， 我 们 所 描述 的 这 一 过 程 是 可 逆 的 我 们 有 下 面 的 定理 . 

定理 10. 10 ”存在 维 教 站 的 阿达 马 设计 ， 当 且 仅 当 存 在 和 铁 为 4m HM DH, 

证 明 还 是 从 一 个 维 数 为 普 的 阿达 马 矩 阵 开 始 ， 并 从 这 个 矩阵 构建 一 个 秩 为 4m 的 阿达 马 矩 
阵 就 可 以 了 设 4 是 这 样 设计 的 关联 矩阵 ， 通 过 把 0 变 成 一 1， 并 把 一 行 1 加 入 到 矩阵 的 顶层 ， 
把 一 例 1 加 到 前 面 ， 构 建 和 矩阵 下 容易 证 明 HH 是 阿达 马 和 矩阵， 这 一 证 明 留 作 练习 (练习 14)， 国 

接 下 来 ,我 们 来 看 ， 对 于 任意 大 的 m， 如 何 构 建 秩 为 4m 的 规范 阿达 马 矩 阵 ， 这 将 给 出 定 
理 9.17 的 证 明 . 假设 HH 是 一 个 nXn BG. LK AP: 

<-[ 本 
LH -HJ 


O ”如果 mm 二 1， 正 如 我 们 看 到 的 那样 ， 有 2 等 于 0. 
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其 中 ， 一 H EREE H ERENER MERHER. A, WR HEO. 13) 式 的 矩阵 ， 
那么 天 是 下 面 的 矩阵 : 

1 : | 

1-1 1-1 


| 1-1 =| 

u -1 -1 1 
总 是 秩 为 2n 的 阿达 马 矩 阵 ， 因 为 它 的 每 一 项 是 十 1 或 者 一 1， 另 外 ， 容 易 证 明 行 与 其 自身 的 内 
积 总 等 于 2n， 两 个 不 同行 的 内 积 总 等 于 0， 最 后 ， 我 们 发 现 如 果 HÆRE., 那么 也 是 规范 
的 因此， 存在 任意 大 秩 的 规范 阿达 马 矩 阵 、 特 别 地 ， 对 于 任意 的 p 宇 1， 存 在 所 有 秩 为 2? 的 规 
范 阿达 马 矩阵 ， 对 于 m2, BW 4m 的 阿达 马 和 矩阵 给 出 (4m 一 1，2m 一 1，m 一 1) 设 计 ， 因 为 
Am=2P, m>2 等 价 于 m=2', Fp 1， 这样 就 完成 了 定理 9. 17 的 证 明 . 

如 果 和 矩阵 HELO. 14) 式 所 示 的 矩阵 ， 继 续 我 们 刚才 讨论 的 构建 过 程 是 很 有 趣 的 .这 时 ， 对 

应 的 矩阵 天 是 下 面 的 矩阵 : 


1 
1 
1 
RE 《10.15) 
1 
1 

1 2-1-1 -1 -1 1 1| 

1-1-1 1-1 1 1- 
所 对 应 的 (v, key DBRT AY SCI EP i NM BR — 77 A — HEA Ay — 1 变 成 0 而 得 到 的 . 
于 是 我 们 有 


mlololo 
lI1001100 

lo oa 100a 

111000 Ol (10. 16) 
0100104] 

1000011 

bororo 


这 是 v 一 7?，A 一 3，) 一 1 时 的 对 称 BIBD AY XM. CREM TART BO. 10 的 设计 ， 再 一 次 重 
复 这 一 构造 ， 我 们 得 到 一 个 16X 16 阿达 马 矩 阵 ， 因 此 得 到 一 个 (15，7，3) 设 计 ， 这 个 设计 就 是 
表 9.27 所 示 的 区 组 设计 .证 明 作 为 练习 8 留 给 读者 . 

对 于 任意 大 的 m 我们 概述 的 这 一 构造 过 程 一 定 产生 秩 为 4m 的 规范 阿达 马 甜 阵 ， 特 别 对 于 
砚 二 1，2，4，8，*…， 所 得 的 秩 为 4，8，16，32，…。， 注 意 ， 我 们 不 能 肯定 对 于 每 一 个 m， 可 以 
构造 出 秩 为 4m 的 阿达 马 规范 矩阵 ， 人 们 猜测 ， 对 于 每 一 个 mm， 存 在 秩 为 4m 的 规范 阿达 马 矩 阵 . 
这 一 猜测 是 否 为 真是 组 合 设计 和 编码 数字 的 另 一 个 未 解 问题 ， 注意， 如 果 存 在 任何 秩 为 4m 的 阿 
达 马 矩阵 ， 那 么 一 定 存在 规范 阿达 马 和 矩阵 (练习 6) (关于 构造 阿达 马 和 矩阵 的 其 他 方法 ， 可 以 参见 
Hall[1967] 或 MacWilliams 和 Solane[1983]. Craigen 和 Wallis[1993] 是 一 篇 关于 阿达 马 和 矩阵 的 概 
述 文章 ， 作 为 这 样 的 矩阵 被 提出 100 周年 的 纪念 ). 

我 们 通过 补 全 定理 9. 17 的 证 明 中 遗漏 的 一 个 步 又 来 结束 本 小 节 ， 这 一 遗漏 步骤 就 是 要 证 明 
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定理 10. 99。 我 们 需要 一 个 预备 结果 . 
定理 10.11 RH AMA DUH, 那么 HT 也 是 阿达 马 短 阵 . 
证 明 如 果 HH =a, BBA 


其 中 H/Yn 可 以 从 有 H 通过 把 它 的 每 个 项 除 以 /得 到 ， 类 似 地 ， 可 以 得 到 HT/Yn， 因 为 对 于 方 阵 A 
ALB, AB=1 H BA 一 I， 所 以 我 们 有 


HH _, 
vn vn 
或 
H"H =l. 
因为 (HT)T=H， 所 以 HT 是 阿达 马 矩 阵 . a 


定理 10.9 的 证 明 设 妃 是 秩 为 ”的 规范 阿达 马 矩 阵 ， 通 过 运用 定理 10. 11， 原 来 列 的 结果 
是 根据 行 的 结果 得 出 的 .因此 ,我 们 只 需 证 明 行 的 结果 ， 因 为 WATT 
111 - i, 
而 且 因为 第 一 行 与 任意 其 他 行 的 内 积 等 于 0， 所 以 其 他 任意 行 必定 有 相同 数量 的 十 1 和 一 1， 因 
此 ,nn 是 偶数 ， 存 在 (n/2) 个 十 1 和 (n/2) 个 一 1， 交换 列 ， 使 得 在 第 二 行 中 十 1 在 前 面 ， 其 后 是 
一 1， 这 时 ， 前 两 行 有 如 下 形式 ，: 
DoD, “ats: JT 1 a 1 
和 
这 种 交换 不 影响 矩阵 的 大 小 及 每 一 行 中 十 1 的 数量 ， 以 及 两 行 同时 有 十 1 的 列 的 数量 ， 考 虑 
第 i 行 ,其 中 i 天 1，2， 第 i 行 的 前 半 部 分 (前 mn/2 个 项 ) 有 uw 个 十 1 和 n/2 一 u 个 一 1， 在 后 半 部 分 
有 v 个 十 1 和 n/2 一 v 个 一 1。 第 一 行 和 第 i 行 的 内 积 等 于 0， 因 此, 第 i 行 有 (n/2) 个 十 1, 且 


n 


uto= 4. (0. 17) 
TAL, 20t, BOAT TMA RGF 0. Wie 
4 一 (至 一 4) 一 w+ (F-v=0 (10. 18) 
(参看 图 10. 2)， 因 此 
u—v= 0. (10. 19) 
第 二 行 1 1 -1 Bi 
Bit i Al? 1 St 1 -1 
u $- v $- 
位 数 位 数 位 数 位 数 


图 10.2 计算 规范 阿达 马 矩 阵 的 第 二 行 与 第 i 行 (i 关 1，2) 的 内 积 的 示意 图 


方程 (10. 17) 和 (10. 19) 给 出 下 面 的 结果 : 
2u= 7 


O 本 小 节余 下 部 分 可 以 跳 过 . 
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或 
n= 4u 

因此 , ”是 4 的 倍数 ， 这 就 证 明了 定理 10.9 的 第 一 个 部 分 ， 另 外 ， 除 第 一 行 外 ， 其 余 各 行 有 
(mn/2 二 2 个 十 1， 这 就 证 明了 定理 10. 9 的 另 一 个 部 分 ， 最 后 ， 对 于 il, 2, 第 二 行 和 第 i 行 正 
好 有 wu 个 列 同 时 为 十 I。 对 于 行 j 和 行 i， 其 中 j 隆 i，j，i 关 1， 通过 重复 上 面 的 证 明 ， 交 换 列 使 得 
在 第 j 行 上 十 1 在 最 前 面 ， 然 后 是 一 1， 同 样 可 以 证 明 上 述 结果 成 立 ， 这 就 完成 了 定理 10.9 的 
证 明 . a 
10.5.3 最 丰富 的 (fn，d) 代 码 

下 面 我 们 考虑 这 样 的 问题 : 由 阿达 马 矩 阵 得 到 的 代码 是 如 何 * 丰 富 ”? 即 对 于 同样 的 (代码 
字 的 长 度 ) 和 同样 的 d( 代 码 字 之 间 的 最 小 距离 )， 与 其 他 可 能 的 代码 相 比 较 ， 这 样 的 代码 是 有 较 
多 还 是 较 少 的 代码 字 ? 

设 Aln，d) 是 (n，d) 代 码 中 代码 字 的 最 大 数量 .定理 10. 3 的 方程 (10. 5) 给 出 A(n，d) 的 一 
个 上 界 ， 下 面 的 结果 给 出 大 多 数 情况 下 的 一 个 更 好 的 上 界 . 

定理 10. 12{Plotkin[1960]) ”假设 (n，d) 代 码 有 NN 个 代码 字 ， 如 果 d>n/2, MA 


a 
N< yan 


TERS ”构建 NXn tE M= (m), 其 行 是 代码 字 考虑 下 面 的 表达 式 ， 
S=Xd(u, v), (10. 20) 
其 中 ， 取 和 的 范围 是 代码 字 集 合 的 所 有 (无 序 ) 字 对 uo u 我 们 知道 ， 对 于 所 有 u v Adu, 02d, 
所 以 


s> (>)4- IN Ra (10. 21) 
设 吉 是 M 的 第 i 列 上 0 的 出 现 次 数 ， 而 sf? 是 第 i 列 上 1 的 出 现 次 数 ， 注意 
S=) È I mg — my |= ED | my — my l. (10. 22) 
现在 ， 
2 | mj — my | 


是 行 i 和 的 次 数 ， 其 中 一 行 在 第 j 列 上 为 1 而 另 一 行 在 j 列 上 为 0， 这 个 数量 由 17 站 给 出 . 
因此 ,根据 (10. 22) 式 ， 有 

S= Du i. (10. 23) 
现在 

P =Ni’, 
所 以 

PP PIN 
RUA? 的 一 个 上 界 . 设 f(z) 是 由 下 面 的 公式 定义 的 函数 
f(z) = N-a), 
”其 中 0<z<N. 注意 , 当 zx=N/2 时 ，f(z) 最 大 ,而 且 /(z) 的 最 大 值 是 (N/2) (N/2) = N?/4. 

因此 


日 ”本 证 明 可 以 跳 过 . 


597] 


598) 


599) 
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DD — Nt 
Py <7, 
所 以 ， 根 据 (10. 23) 式 ， 
S<n¥, (10. 24) 
于 是 ， 根 据 (10. 21) 式 和 (10. 24) 式 有 
NON— Dd — nN? 
ss 
N-as ™, 
2 
WA d>n/2, 所 以 
a 


推论 10.12.1 wRd>n/2. HAC D< AL. 


一 个 秩 为 4 的 规范 阿达 马 矩 阵 给 出 一 个 n=4m—1, d=2m 的 (nd) 代码 ， 且 有 N=4m 一 1 
AREF. 因此 
AGm—1,2m) > 4m— 1. (10, 25) 
根据 推论 10. 12.1. 有 


Al4m—1,2m) < 2(2m)__ 4m _ 


2@m)—(m—1) 1 hm (10. 26) 


因此 ， 从 规范 阿达 马 矩 阵 得 到 的 代码 与 最 佳 可 能 的 代码 很 接近 .根据 代码 字 的 数量 ， 通 过 加 入 一 
个 代码 字 1 1…1， 我 们 可 以 得 到 最 佳 可 能 的 代码 . 加 入 这 个 代码 字 等 价 于 修改 我 们 前 面 的 构造 
法 ， 不 删除 秩 为 4m 的 规范 阿达 马 和 矩阵 的 第 一 行 。 这 个 字 与 由 阿达 马 和 矩阵 所 得 的 任意 代码 字 的 距 
离 是 2m， 因 为 任意 这 样 的 代码 字 都 有 2m 一 1 个 1 和 2m 个 0， 因 此 ， 我们 有 4m 个 字 的 代码 ， 其 中 
每 一 个 字 的 长 度 是 4m 一 1， 而 且 两 个 代码 字 之 间 的 最 小 距离 等 于 2m， 这 个 代码 称 为 (4m 一 1) 阿 达 
马 码 ((4m 一 1)-Hadamard code)， 所 以 有 
Al4m— 1,2m) > 4m. a0. 27) 
等 式 (10. 26) 和 不 等 式 (10. 27) 给 出 下 面 的 定理 . 
定理 10.13 对 于 存在 秩 为 4m 的 (规范 ) 旺 阿达 马 答 阵 的 所 有 m, A 
Al4m— 1,2m) = 4m. 
这 个 界 是 通过 使 用 (4m 一 1) 阿 达 马 码 得 到 的 . 
设 B(n,qd) 是 长 度 为 n 的 字 的 最 大 数量 ,其 中 每 一 个 字 与 其 他 字 之 间 的 距离 都 正好 是 d， 显 
B, Bon, SAC, d). 
推论 10. 13.1 对 于 存在 秩 为 4m 的 规范 阿达 马 矩 阵 的 所 有 m, A 
B(4m— 1,2m) = 4m. 
证 明 我 们 已 构造 的 代码 字 都 有 距离 2m. a 
注意 ， 有 趣 的 是 ， 有 时 可 以 通过 把 代码 字 的 长 度 增加 1 而 得 到 丰富 得 多 的 代码 .我 们 将 证 明 
下 面 的 定理 . 


日 ”回想 一 下 ， 如 果 存 在 秩 为 4m 的 任意 阿达 马 矩阵 ， 那 么 一 定 存在 规范 阿达 马 矩 阵 . 
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定理 10. 14 ”对 于 存在 秩 为 Im HREMREERMM Am, A 
A(4m,2m) = 8m. 
这 一 定理 表明 ， 在 存在 秩 为 4m 的 (规范 ) 阿 达 马 矩阵 的 情况 下 ， 加 入 一 个 数字 导致 可 能 的 代 
码 字 数量 成 倍增 加 一 倍 . 
我 们 首先 通过 构建 有 8m 个 代码 字 的 (4m，2m) 代 码 来 证 明 Am, 2m)>8m. 
从 一 个 4mX4m 规范 阿达 马 和 矩阵 H 开始 ,我 们 已 经 构建 了 (4m 一 1，2m 一 1，m 一 1) 设 计 ， 设 
4 是 这 一 设计 的 关联 短 阵 ， 使 用 A 的 行 和 通过 交换 A 的 0 和 1 而 得 的 矩阵 B 的 行 ， 我 们 得 到 总 计 
8m 一 2 个 字 ，A 中 两 个 字 间 的 距离 是 2m，B 中 两 个 字 间 的 距离 是 2m， 如 果 A 中 的 字 在 4 的 第 i 
MB 中 的 字 在 B 的 第 j IT, Hitj, 那么 这 两 个 字 之 间 的 距离 是 2m 一 1， 而 如 果 4 中 的 字 在 A 
的 第 i 行 ， 8B 中 的 字 在 B 的 第 i 行 那么 这 两 个 字 之 间 的 距离 是 4m 一 1， 现 在 ,在 4 的 字 前 加 上 
数字 1， 而 在 有 的 字 前 加 上 数字 0， 我 们 得 到 两 个 字 的 集合 A' 和 B .A' 的 两 个 字 及 B' 的 两 个 字 间 
的 距离 仍然 是 m, MURE. 人 的 第 ; 行 的 字 与 有 "的 第 7 行 的 字 之 间 的 距离 是 2m， 如 果 I=j, 
则 距离 是 4m， 仍 仅 有 8m 一 2 个 字 ， 加 入 如 下 4m 个 数字 的 字 ， 
0 0 … 0 
和 
1 1 … L 
现在 我 们 有 8m 个 字 . 这 两 个 新 字 之 间 的 距离 等 于 4m，A“ 和 8B' 中 的 任意 一 个 字 有 2m 个 1 和 2m 
个 0[ 因 为 4 的 字 有 k 一 (2m 一 1) 个 1]， 因此， 这 些 新 字 与 4' 或 B’ 中 的 任意 字 间 的 距离 是 2m， 现 
在 ， 我 们 有 8m 个 代码 字 ， 每 一 个 代码 字 的 长 度 为 4m， 且 两 个 这 样 的 代码 字 之 问 的 最 小 距离 是 
2m。 这 个 代码 字 的 集合 定义 (4m) 阿 达 马 码 (4m-Hadamard code)， 这 等 价 于 通过 下 面 的 方法 得 到 
的 代码 字 集合 ， 取 秩 为 Am 的 规范 阿达 马 矩 阵 ， 不 删除 第 一 行 或 第 一 列 ， 考 虑 下 面 的 矩阵 ， 
pw 
[一 有 
把 一 1 变 成 0， 并 使 用 结果 矩阵 中 的 行 作为 代码 字 ， 从 (10. 15) 式 的 规范 阿达 马 矩 阵 得 到 的 m= 2 
时 的 (4m) 阿 达 马 码 如 表 10. 1 所 示 . 这 证 明了 ， 如 果 存 在 秩 为 4m 的 (规范 ) 阿 达 马 矩阵 ， 那 么 下 
式 成 立 : 
A(4m,2m) > 8m. (10. 28) 
表 10.1 (10. 15) ARIE RAB SSPE H 导出 的 (4m) 阿 达 马 码 的 gm 一 16 个 代码 字 
HESA TrA [o 0o 0 0 0 0 0 0] 


0 1 
0 0 
0 1 
0 
0 
0 


0 1 

0 1 

1 0 

0 0 0 

1 1 1 

1 1 

o 0 
由 一 


-=--oo--oo 
-oo-o--e| 


i 
0 
0 
1 
1 
0 
0 
1 


0 
1 
0 
o 
1 
0 
1 


1 
o 
0 
0 
0 
1 
1 


OO mw a 


4 eae 


现在 ， 我 们 证 明 对 于 所 有 m>0， 有 下 式 成 立 : 
A(4m,2m) < 8m, (10. 29) 


mle ner ooo 


Ifo o o o = = m = 


由 


这 个 结果 将 证 明定 理 10. 14. 
定理 10.15 te RO<d<n, MA Aln, d)<2A(n—1, d). 
EA ZEAN. DFR, qd) 代 码 C、 设 CC 是 通过 选取 C 中 所 有 从 1 开始 的 代码 字 并 删 


02) 
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除 这 些 代码 字 的 第 一 个 数字 而 得 到 的 .那么 C' 定 义 一 个 (n 一 1，d) 代 码 ， 所 以 
1C |<Am—1,g). 
类 似 地 ， 如 果 C 是 通过 选取 C 中 从 0 开始 的 所 有 代码 字 并 删除 这 些 代 码 字 的 第 一 个 数 得 到 的 ， 
那么 有 
IC I< An—1,g. 
因此 
And) =| Cl=|C I+ C I<2A(n—1,d). a 
现在 ， 根 据 定理 10. 15 和 (10. 26) 式 ，(10. 29) 式 成 立 ， 因 为 我 们 有 下 式 : 
A(4my2m) < 2A(Am—1,2m) < 2(4m) = 8m. 
(注意 ， 不 能 直接 运用 定理 10. 13 来 得 到 这 一 结果 ， 为 什么 ?) 

我 们 构建 的 (4 阿达 马 码 还 称 为 (第 一 类 ) Reed-Muller 码 (Reed-Muller code), KJELL Reed 
[1954] 和 Muller[1954] 的 名 字 命名 的 . 定理 10.13 和 定理 10. 14 的 结果 归功 于 Levenshtein 
[1964]， 他 还 得 到 了 更 一 般 的 结果 . 

在 结束 本 小 节 之 际 ， 我 们 应 该 注意 到 ， 正 如 我 们 在 构造 法 中 所 示 ， 如 果 交 换 0 和 1 且 对 于 某 
A ps m=2? ,那么 (4m 一 1) 阿 达 马 码 和 (4m) 阿 达 马 码 实 际 上 是 线性 代码 ， 然 而 ，24 阿达 马 码 就 
是 非 线性 代码 的 例子 。 在 这 里 ， 我 们 不 准备 给 出 这 些 事实 的 证 明 ， 而 是 提示 读者 参考 编码 理论 文 
献 ， 例如， 不 妨 参 见 MacWilliams 和 Sloane[1983]( 还 可 以 参考 练习 25 一 练习 28). 

10.5.4 ”一些 应 用 

【 例 10. 8 Mariner9 空间 探测 器 】 错误 校正 码 已 广泛 应 用 于 太空 行动 ， 如 1977 年 国家 航空 航 
天 局 的 探险 者 号 火星 的 飞行 任务 ，Reed-Muller 码 早 在 1972 年 就 被 用 于 Mariner9 航天 探测 器 ， 
这 一 探测 器 把 火星 的 照片 送 回 地 球 ， 该 探测 器 所 使 用 的 特殊 代码 是 mm 一 8 时 的 (4m) 阿 达 马 码 ， 即 
基于 32X32 规范 阿达 马 矩 阵 的 代码 .这 个 代码 有 64 个 32 位 的 代码 字 ， 火 星 的 照片 被 分 割 成 非 
常 小 的 点 ， 每 一 个 点 指定 64 个 层次 灰 度 中 的 1 个 层次 ， 而 这 个 层次 被 编码 成 一 个 32 位 代码 字 . 
(关于 更 详细 的 内 容 可 以 参见 Posner[1968]、van LInt[1982]、MacWilliams 和 Sloane[1983]. ) il 


【 例 10. 9 错误 校正 码 在 光盘 设计 中 的 作用 】 光盘 (CD) 使 用 高 “信息 密度 ”对 信号 进行 数字 编 
码 ， 它 被 设计 为 具有 强大 的 错误 校正 性 能 ， 这 些 性 能 为 CD 录制 在 音响 上 引发 巨大 改进 提供 了 重 
要 的 基础 ， 错 误 可 能 是 由 于 使 用 中 的 磨损 、 灰 尘 、 制 造 缺陷 等 原因 引起 的 ， 这 样 的 错误 导致 * 暴 
音 ” 或 连续 错误 序列 。 称 为 CIRC(Cross-Interleaved Reed-Solomon Code) 的 编码 技术 通过 使 用 两 个 
隔行 扫描 代码 能 够 校正 至 多 4000 个 连续 错误 ， 关 于 CD 中 错误 校正 码 的 使 用 的 更 详细 内 容 可 以 
参见 Bossert 等 [1977]、Immink[1991]、Peek[1985]、Pinch[2001]、Vries AI Odaka[ 1982]. E 


【 例 10. 10“ 解 读 "DNA 到 生产 蛋白 质 】 Golomb[1962] 推 测 错误 校正 码 可 以 用 于 基因 编码 中 ， 
特别 地 ， 在 为 了 生产 蛋白 质 而 要 “解读 "DNA 链 的 过 程 中 要 使 用 这 一 代码 ， 当 三 个 基 的 序列 不 对 
应 一 个 氨基 酸 的 代码 时 ， 我 们 可 以 使 用 错误 校正 (参见 例 2. 2). Golomb 推测 要 使 用 (4m) 阿 达 马 
码 ， 可 以 编码 20 种 不 同 氨基 酸 的 这 种 最 小 的 代码 有 24 个 代码 字 ， 这 种 最 小 的 代码 是 由 一 个 
12X12 规范 阿达 马 矩阵 构建 的 (这 种 矩阵 的 存在 不 是 从 我 们 的 定理 得 出 的 )， 代 码 字 的 长 度 为 12. 
可 以 用 两 个 步骤 把 DNA 链 编码 成 0 和 1 ADE. 首先 ， 把 字母 A，C，G 和 工 中 的 一 个 字母 编码 
成 00， 一 个 字母 编码 成 01， 一 个 编码 成 10， 一 个 编码 成 11、 这 样 就 把 一 个 长 度 为 到 的 DNA 链 
表示 成 为 一 个 长 度 为 2m 的 位 串 ， 即 信息 字 . 把 每 一 个 信息 字 分 割 成 长 度 为 & 一 2 的 区 组 且 使 用 
2-912 代码 编码 .这 样 的 信息 字 的 每 6 个 位 ( 链 中 的 每 三 个 字母 )， 或 这 个 代码 的 每 36 个 位 将 对 
应 于 一 种 氨基 酸 . a 
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, 一 个 阿达 马 设 计 包 含 下 面 的 区 组 ， 确 定 没有 给 出 的 区 组 : 
{14254} ,12,3,5),{1,3,6},{3,4,7). 
2. 假设 4 是 一 个 (5，vw，r，A， 为 设计 的 关联 矩阵 ， 而 且 假设 代码 是 由 这 个 矩阵 的 行 组 成 的 . 
(a) 这 一 代码 中 两 个 字 之 间 的 距离 是 多 少 ? 
(b) 这 个 代码 可 以 检测 出 多 少 个 错误 ? 
《ec) 这 一 代码 可 以 校正 多 少 个 错误 ? 
《d) 假 设 电 是 补 设计 的 关联 矩阵 (9. 4 节 练习 20)， 如 果 Aj, AW: 行 和 BB 的 第 j 行 间 的 距离 是 多 少 ? 
(OMR B 的 行 形成 一 个 代码 ， 那 么 这 个 代码 可 以 检测 出 多 少 个 错误 ? 
(人 D 这 个 代码 可 以 校正 多 少 个 错误 ? 
, 给 定 一 个 9 变 元 的 施 泰 纳 三 元 系统 ， 通 过 使 用 关联 矩阵 的 行 构建 一 个 代码 ， 确 定 两 个 代码 字 间 的 最 小 距离. 
. (a) 存在 3X3 的 阿达 马 矩 阵 吗 ? 
(b) 存 在 6X6 的 阿达 马 和 矩阵 吗 ? 


5. 如 果 王 是 阿达 马 和 矩阵， 把 它 的 某 一 行 乘 以 一 1， 其 结果 矩阵 仍然 是 阿达 马 矩 阵 吗 ? 为 什么 ? 
6. 证 明 : 如 果 存在 秩 为 Am 的 阿达 马 和 矩阵 ， 那 么 一 定 存在 秩 为 4m 的 规范 阿达 马 和 矩阵 . 
7. 假设 有 下 面 的 矩阵 H: 
1 1 n 
1 1~1 -1 
ed et ee zil, 
Biei al 


使 用 下 确定 一 个 8X8 的 阿达 马 矩 阵 和 一 个 (7，3，1) 设 计 . 
8. 从 一 个 16X16 的 规范 阿达 马 矩 阵 推导 出 表 9. 27 所 示 的 (15，7，3) 设 计 . 
9.(a) 对 于 mm 一 4， 确 定 一 个 (4m 一 1) 阿 达 马 码 . 
(b) 这 一 代码 可 以 检测 出 多 少 个 错误 ? 
(o) 这 一 代码 又 能 校正 多 少 个 错误 ? 
10. WIF m 二 4， 确 定 一 个 (4m) 阿 达 马 码 . 
(b) 这 一 代码 可 以 检测 出 多 少 个 错误 ? 
《ce) 这 一 代码 又 可 以 校正 多 少 个 错误 ? 
11. 对 于 m=8, MAKI 9. 
12. 对 于 mm 一 8， 重 复 练习 10. 
13. 下 面 是 一 个 (11，5，2) 设 计 ， 使 用 这 一 设计 确定 可 以 检测 多 至 5 个 错误 的 12 个 字 的 代码 和 可 以 检测 多 
至 5 个 错误 的 24 个 字 的 代码 . 
{142434449} 41424546510) , {2,346,711} 5 {14465748} 
{2,5,7,8,9),{3,6,8,9,10},{1,7,9,10,11},.{2,4,8,10,11}, 
{4,5,6,9,11) ,13,4,5,7,10},{1,3,5,8,11}. 
14. 完成 定理 10. 10 证 明 中 构建 的 矩阵 卫 定 义 阿达 马 和 矩阵 的 证 明 . 
15. 从 (7，3，1) 设 计 的 关联 矩阵 开始 并 构建 相应 的 阿达 马 矩 阵 来 说 明定 理 10. 10 证 明 中 的 构造 法 . 
16. 假设 互 是 一 个 (4m 一 1，2m 一 1，m 一 ]) 设 计 的 关联 矩阵 ， 而 且 天 是 其 补 设计 的 关联 矩阵 (9. 4 节 练习 20). 
DH WR i TS HOR j 行 之 间 的 距离 是 多 少 ? 
(OH WW i TSK 的 第 j 行 之 间 的 距离 是 多 少 ? 
17. 假设 S 是 长 度 为 n 的 二 进 制 代码 字 的 集合 ， 且 S 中 每 一 对 字 a Mo 的 汉 明 距离 d4(a, Od. TEL 
为 S 中 的 字 的 补 (交换 0 和 1) 的 集合 . 
(a) 丁 的 两 个 字 之 间 的 距离 是 多 少 ? 
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《b)S 的 字 和 T 的 字 之 间 的 距离 是 多 少 ? 
(co) MR n 一 12，d 一 5， 那 么 代码 了 可 以 检测 出 多 少 个 错误 ? 它 又 能 校正 多 少 错误 ? 
(d) 假 设 从 S 中 的 字 和 工 中 的 字 定义 一 个 代码 . 如果 mn 一 12，d 一 5， 那 么 这 个 代码 将 检测 出 多 少 个 错 
误 ? 它 又 能 校正 多 少 错误 ? 
18. 假设 mX n EPM 是 一 个 区 组 设计 的 关联 矩阵 ， 且 第 i 行 和 第 j Te 个 列 上 同时 为 1. 
(a) 这 两 行 的 内 积 是 多 少 ? 
(b) 在 其 补 设计 中 内 积 是 多 少 ( 参 见 9. 4 节 练 习 20)? 
19. 确定 1 和 -1 构成 的 2X4 短 阵 ， 使 得 如 果 j 则 行 i 和 j 的 内 积 等 于 0， 如 果 i 二 j， 则 内 积 等 于 4. 
20. 对 于 的 什么 值 ， 存 在 1 和 一 1 构成 的 2Xk 和 矩阵 ， 使 得 如 果 j 则 行 i 与 j 的 内 积 等 于 0， 如果 i=j, 
则 内 积 等 于 k? 
21. HEH n BKI, An, n—1)=2, 
22. (a) 证 明 如 果 n>m, WA Aln, d)>ACm, d). 
(b) 如 果 nm， 是否 一 定 有 AN, d)>ACn. d)? 为 什么 ? 
23，(a) 确 定 A(4m 一 2，2m) 的 一 个 上 界 . 
《b) 对 于 任意 大 的 值 m， 正 确 地 确定 A(4m 一 2，2m)。 
24. 使 用 练习 17 的 结果 ， 证明: 
Al2d,d) > 2B(2d,d). 
25, 证 明 我 们 定义 的 (4m 一 1) 阿 达 马 码 不 是 线性 代码 [提示 : 考虑 代码 字 的 和 . ] 
26. 如 果 m 王 2*， 且 在 我 们 定义 的 (4m 一 1) 阿 达 马 码 中 交换 0 和 1， 那么 这 个 代码 变 成 线性 代码 ， 通 过 寻找 
ERER, WEH m= 1 时 这 一 结论 成 立 . 
27, 继续 练习 26， 如 下 证 明 当 mm 一 2 时 的 线性 性 . 
(a) 使 用 取 下 面 和 矩阵 生成 相应 代码 而 得 到 的 生成 矩阵 
olin 
G= fi 0 1 1|. 
Li 1 0 1 
(b) 证 明 这 个 代码 与 (10. 4 节 练习 25)m 一 2 B 0 和 1 已 交换 时 的 (4m 一 1) 阿 达 马 码 等 价 . 
28. 如 果 mm 天 2*， 证 明 即 使 交换 (4m 一 1) 阿 达 马 码 中 的 0 和 1， 所 得 的 代码 也 不 是 线性 的 [提示 : 一 个 线性 代 
码 有 多 少 个 代码 字 ]. 
29. 回想 一 下 ， 一 个 位 申 工 的 汉 明 权 (Hamming weight)， 记 为 ut(x)， 是 x 中 非 零 数字 的 数量 ， 设 
Aln，d，w) 是 (n，d) 代 码 中 每 一 个 字 有 相同 汉 明 权 刀 的 代码 字 的 最 大 数量 证明: 


(MACn, 2d—1, w=Aln, 2d, w) (DAC, 2d, w)=ACn, 2d, n—w) 
COA, 2d, w)=1, 如 果 w<d (DAC, 2d, d= n/d J 
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第 11 章 图 论 中 的 存在 问题 


图 论 中 的 很 多 课题 构成 组 合 数学 的 大 部 分 基础 。 本 章 以 及 后 续 的 两 章 主要 研究 图 和 网 络 . 
图 论 的 现代 方法 深 受 计算 机 科学 的 影响 ， 而 且 它 强调 用 于 解决 问题 的 算法 ， 在 这 些 章节 中 ， 我 们 
对 其 中 的 某 些 图 算法 给 予 介绍 .我 们 还 要 讨论 图 论 的 很 多 应 用 ， 其 中 一 些 已 在 3. 1 节 中 介绍 过 
T. 本章 着 重 讨论 图 论 中 的 存在 问题 ， 而 第 13 章 着 重 强调 优化 问题 .第 12 章 是 一 个 过 渡 章 ， 它 
开始 于 存在 问题 而 结束 于 优化 问题 ， 当然， 很 难 做 出 严格 的 划分 ， 对 于 存在 问题 所 使 用 的 图 论 概 
念 和 技术 通常 对 优化 问题 也 同样 有 用 ， 反 之 亦 然 . 

本 章 验证 四 个 基本 存在 问题 并 讨论 它们 的 应 用 .这 些 存在 问题 是 : 

1. 给 定 的 图 G 是 连通 的 吗 ? 即 对 于 G 中 的 每 对 顶点 +，y， 一定 存在 和 y 之 间 的 链 吗 ? 

2. 给 定 的 图 G 有 强 连通 方向 吗 ? 

3. 给 定 的 图 G 有 欧 拉 链 吗 ， 即 每 一 条 边 正好 使 用 一 次 的 链 ? 

4. 给 定 的 图 G 有 哈密 顿 链 吗 ， 即 每 一 个 顶点 正好 使 用 一 次 的 链 ? 

我 们 给 出 若干 帮助 我 们 回答 这 些 问 题 的 定理 ， 考 虚实 际 应 用 ， 我 们 将 集中 精力 于 陈述 回答 
这 些 问题 的 好 过 程 或 算法 ， 这 些 结果 将 应 用 于 诸如 运输 流量 、RNA 代码 、 街 道 清扫 和 电信 等 
方面 . 


11.1 深度 优先 搜索 : 连通 性 测试 


假设 G=(V，E) 是 图 ， 我 们 要 问 的 第 一 个 问题 是 ，G 是 连通 的 吗 ? 即 对 于 G 中 每 一 对 顶点 
z, y, EEx, y mkpg? 

给 定 一 个 小 图 ， 从 这 个 图 所 对 应 的 图 示 很 容易 看 出 它 是 否 是 连通 的 ， 然 而 ， 对 于 较 大 的 图 来 
说 ， 画 出 这 样 的 图 示 是 不 可 能 的 .另外 ， 作 为 计算 机 的 输入 图 示 不 适合 于 使 用 ， 而 你 必须 通过 列 
出 图 的 边 把 它 输 入 到 计算 机 中 (关于 更 多 如 何 把 图 输入 到 计算 机 中 的 方法 的 讨论 参见 3. 7 节 ). 无 
论 是 哪 种 情况 ， 现 在 都 不 能 很 容易 地 测试 一 个 图 是 否 连通 ， 因 此 ， 我 们 想 要 一 种 测试 连通 性 的 算 
法 ， 在 11.1.1 节 ，, 我 们 提出 一 个 这 样 的 算法 .这 个 算法 对 求解 11. 2 节 中 研究 的 运输 流量 问题 起 
着 重要 的 作用 ， 而 且 还 可 以 利用 这 一 算法 寻找 欧 拉链 ， 这 将 是 我 们 在 11. 3 节 中 所 研究 的 问题 . 
这 一 算法 不 局 限于 存在 问题 ， 也 对 解决 图 论 中 的 优化 问题 起 着 重要 的 作用 ， 然 而 ， 对 于 巨大 的 
图 ， 即 当 边 的 集合 不 适合 计算 机 的 可 用 RAM(Random access memory) 时 ， 我 们 就 需要 全 新 的 算 
法 .我 们 将 在 11. 1. 4 节 对 这 一 问题 进行 更 深入 的 讨论 . 
11.1.1 深度 优先 搜索 

假设 G=(V，E) 是 任意 图 ， 我们 描述 的 测试 G 是 否 连通 的 方法 基于 深度 优先 搜索 过 程 
(depth-first search procedure)， 这 一 方法 是 很 多 计算 机 算法 的 基础 ， 是 一 个 高 效 的 过 程 (关于 更 
详细 的 讨论 可 以 参见 Aho, Hopcroft 和 Ullman[1974, Ch.5], Baase[1992], Cormen, Leiserson 和 
Rivest[1999], Golumbic[1980], Hopcroft 和 Tarjan[1973]、Reingold，Nievergelt 和 Deo[1977]、 
Tarjan[1972]， 有 关 另 一 个 相关 的 称 为 广度 优先 搜索 的 过 程 可 以 参见 练习 9). 

在 深度 优先 搜索 的 过 程 中 ,我 们 从 一 个 有 个 顶点 的 图 G 开始 ， 目 标 是 用 整数 1，2，…'，, n 
标记 这 些 顶 点 我们 选择 任意 一 个 顶点 并 将 其 标记 为 !， 在 用 整数 标记 给 定 的 顶点 zx 之 后 ， 接 
FERME z 的 所 有 邻居 之 间 搜 索 ， 寻 找 一 个 未 标记 的 邻居 ， 比 如 说 它 是 y， 我 们 给 顶点 y 下 一 
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个 标签 十 1。 我 们 还 通过 标记 (marking) 从 工 到 y 经 过 的 边 {z，y} 来 记录 标签 过 程 中 所 使 用 的 
边 ， 接 着 我 们 继续 在 y 的 邻居 之 间 搜 索 ， 使 用 这 一 方法 ， 我 们 沿 着 离开 x 的 G 的 一 条 链 前 进 
如 果 我 们 标记 了 一 个 顶点 =*， 而 它 没有 未 标记 的 邻居 ， 那 么 将 会 出 现 复杂 的 情况 ， 这 时 ， 我 们 返 
回 到 = 被 标记 时 的 邻居 &， 从 :继续 搜索 ，v 称 为 = 的 双亲 (parent)， 因 为 我 们 标记 了 一 个 顶点 到 
下 一 个 标记 顶点 的 边 ， 所 以 我 们 可 以 记录 一 个 顶点 的 双亲 ， 这 一 过 程 持续 进行 ， 直 到 所 有 标签 
1，2，…， ?都 已 用 尽 ( 等 价 于 所 有 顶点 已 被 标记 完毕 )， 或 由 于 我 们 已 返回 到 没有 双亲 的 已 标记 
顶点 ， 即 标签 1 的 顶点 而 不 可 能 继续 进行 这 一 过 程 为 止 
我 们 用 图 11. 1 中 的 图 说 明 这 一 标签 过 程 .首先 

选择 顶点 a， 将 其 标记 为 1， 图 中 数字 所 示 的 标签 用 O O, OO 
加 转圈 起 来 写 在 各 顶点 的 旁边 ， 顶 点 0 是 项 点 < 的 “ LOY 
未 标记 的 邻居 ， 它 是 下 一 个 被 选中 的 顶点 ， 被 标记 ~~ y 
为 2， 边 {fa， 人 被 标记 出 来 (在 图 中 我 们 画 了 一 个 对 y “i J 
导 )， 接 下 来 ， 寻 找 项 点 4 的 未 标记 的 邻居 ， 并 OMO) OMO) 
为 3， 这 就 是 顶点 Mib AWR MRE 图 11 1 使 用 深度 优先 搜索 过 程 而 得 到 的 
一 个 顶点 标签 ， 对 号 表示 标记 边 


的 邻居 顶点 e 被 标记 为 4， 而 边 {c，e} 被 标记 e 的 
未 标记 的 邻居 顶 被 标记 为 5， 而 边 {e，d} 被 标 

记 . 现在 , 在 硕 点 。 被 标记 为 5 之 后 ，d 的 所 有 邻居 都 已 经 被 标记 因此， 我们 返回 e， 即 4 的 
双亲 ， 并 寻找 一 个 未 标记 的 邻居 ， 我 们 发 现 项 点 [/， 把 它 标记 为 6， 我 们 也 标记 边 {e，/}， 现 在 ， 
我 们 用 整数 7 标记 顶点 4h， 并 标记 边 !f，h}， 用 整数 8 标记 顶点 g， 并 标记 边 {A，&g}， 现 在 & 的 
所 有 邻居 都 已 经 被 标记 ， 所 以 我 们 返回 到 g 的 双亲 ， 即 顶点 h. hh 的 所 有 邻居 都 已 经 被 标记 ， 所 
以 我 们 返回 到 4h 的 双亲 ， 即 顶点 f。， 最 后 ， 因 为 了 的 所 有 邻居 已 经 被 标记 ， 所 以 我 们 返回 了 的 双 
亲 ， 即 顶点 e。 从 。 出 发 ,我 们 接 下 来 用 整数 9 标记 顶点 j， 并 标记 边 {e，j}。 于 是 ， 从 j 出 发 ， 
我 们 用 整数 10 标记 顶点 i， 并 标记 边 {j, 让 .现在 ， 所 有 的 顶点 都 已 经 被 标记 ， 所 以 我 们 停止 . 


容易 证 明 ， 标 签 过 程 可 以 完成 当 且 仅 当 这 个 图 是 连通 的 . © 
因此 ， 深度 优先 搜索 过 程 为 测试 一 个 图 是 否 连 通 提供 了 一 种 算 a 
法 ， 图 11. 2 给 出 对 应 非 连 通 图 的 标签 过 程 。 使 用 标签 4 标记 i | 
顶点 d 之 后 ， 我 们 发 现 d 的 双亲 ， 即 顶点 c 已 经 没有 未 标记 的 
邻居 ， 另 外 ,c 的 双亲 ， 即 顶点 a 也 是 如 此 .最 后 ，a 没有 双 


bY eV d e 
亲 ， 所 以 我 们 不 能 继续 标签 过 程 . © © © 


还 应 该 注意 的 是 ， 如 果 标 签 过 程 完成 ， 而 且 工 是 已 标记 的 
边 的 集合 ， 那 么 工 中 存在 一 1 个 边 ， 因 为 每 向 工 中 加 入 一 个 图 11. 2 一 个 非 连通 图 的 深度 优先 
边 我 们 就 指定 一 个 新 的 标签 ， 另 外 ， 假 设 H 是 G 的 支撑 子 图 ， 搜索 标签 、 标 记过 程 
它 的 边 都 是 工 中 的 边 ， 那 么 可 波 有 回路 ， 因 为 加 入 到 工 中 的 每 一 条 边 是 从 标记 为 ; 的 顶点 到 标 
记 为 7 的 顶点 的 ， 且 i<j At, HGH, net ARAM. MEM 3.20, HÆ 
树 ， 它 称 为 深度 优先 搜索 支撑 树 (depth-first search spanning tree). (读者 应 该 注意 到 ,图 11.1 的 
标记 边 形成 一 棵 侍 . ) 
1.1.2 深度 优先 搜索 的 计算 复杂 度 

这 一 深度 优先 搜索 算法 的 计算 复杂 度 可 以 按 如 下 方式 计算 .假设 这 个 图 有 n 个 顶点 和 。 条 
边 ， 这 个 过 程 的 每 一 个 步 又 都 涉及 指定 一 个 标签 或 经 过 一 条 边 ， 这 种 经 过 或 者 向 前 从 一 个 标签 
项 点 到 一 个 邻居 ， 或 向 后 从 一 个 顶点 到 它 的 双亲 。 通过 不 仅 标记 用 于 向 前 方向 的 边 ， 而 且 还 标记 
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在 向 前 搜索 中 被 查访 且 通 向 已 标签 顶点 的 边 ， 我 们 可 以 肯定 向 前 方向 的 任意 一 条 边 都 只 被 使 用 
或 查访 一 次 ， 不 难看 出 ， 向 后 搜索 所 使 用 的 边 同样 不 超过 一 次 ， 因 此 ， 整 个 过 程 至 多 查访 2e 条 
边 ， 因 为 至 多 指定 个 标签 ， 这 个 过 程 至 多 以 nte 步骤 终止 [用 2. 18 节 的 表 记 法 ， 这 个 算法 是 
Onto]. WA 2e 至 多 是 
n WEA 
2(7)= 22272 二 太一 nm. 

这 是 一 个 用 顶点 的 数量 表示 的 关于 复杂 度 的 多 项 式 边界 [这 是 一 个 O(r ) 算 法 人 SJ， 这 个 算法 效率 
很 高 . 

应 该 注意 ， 可 以 为 有 向 图 定义 类 似 的 有 向 深度 优先 搜索 过 程 ， 同 前 面 一 样 ， 我 们 简单 地 标 
记 , 但 是 只 能 从 给 定 顶 点 到 达 通 过 弧 从 这 个 顶点 可 达到 的 顶点 ， 这 一 方法 可 以 用 于 提供 强 连通 
性 的 高 效 测试 ， 对 于 细节 ， 读 者 可 以 参考 Aho, Hopcroft 和 Ullman[ 1974，Ch. 5]、Cormen， 
Leiserson 和 Rivest[1999]、Hopcroft 和 Tarjan[1973]，Tarjan[1972]。( 还 可 以 参见 练习 8). 
11.1.3 深度 优先 搜索 算法 的 形式 描述 2 

对 于 熟悉 递归 编程 的 读者 ， 我 们 给 出 深度 优先 搜索 算法 的 更 形式 的 描述 来 结束 本 节 ， 首 先 ， 
我 们 描述 一 个 称 为 DFSEARCH(v，w) 的 子 程序 。， 在 这 一 子 程序 中 ， 以 及 在 其 主 算法 中 ,& 代表 
AMEN GAL, hi 荆 是 已 标记 边 的 集合 。 (我 们 忽略 被 查访 但 通 向 已 标签 项 点 的 边 的 标记 , ) 
控制 是 当前 正在 搜索 邻居 的 项 点。 有 些 顶 点 已 经 拥有 标签 .顶点 v 是正 要 被 标记 的 顶点 ，u 是 v 
的 双亲 . 

算法 11.1; DFSEARCH(», u) 

MA: 一 个 图 G， 它 的 某 些 顶 点 已 被 标记 而 某 些 边 在 丁 中 ， 正 要 被 标记 的 顶点 v， 顶 点 忆 的 
双亲 顶点 uw， 以 及 将 指定 的 当前 标 答 

输出 : 某 些 额外 的 标签 分 配 ，( 可 能 是 ) 新 的 集合 本 和 新 的 当前 标签 

PRL 设置 控制 为 顶点 v， 标 记名 为 已 标签 ， 把 标签 上 指定 给 vu， 并 用 上 十 1 取代 大 

步骤 2. 对 于 v 的 每 一 个 邻居 ww， 如 果 志 没有 被 标记 ， 则 把 边 {v，tw} 加 入 到 T, iMi 
why 称 v 是 的 了 双亲， 执行 算法 DFSEARCH(w, v). 

PRI 如 果 忆 没有 更 多 未 标记 的 邻居 ， 而且 所 有 顶点 已 经 被 标记 ,停止 并 输出 标签 ， 如 果 
某 个 顶点 仍 没有 被 标记 ,那么 设置 控制 为 u 并 停止. 


现在 ,我们 可 以 如 下 概括 完整 深度 优先 搜索 算法 . 


算法 11.2: 深度 优先 搜索 

MA: 一 个 有 nn 个 顶点 的 图 G. 

输出 : 使 用 整数 1，2,…，n 的 图 G 的 顶点 标签 ， 及 把 n 一 1 条 G 的 边 分 配给 一 个 集合 工 ， 
或 者 过 程 不 能 完成 的 信息 . 

PRI 设置 T 一 好 ，k 一 1， 并 设 没有 顶点 被 标记 。 

步骤 2. 挑选 任意 一 个 顶点 v 引入 一 个 (虚设 ) 顶 点 wa, Ka kv Anke, HAA 
DFSEARCH(», a). 


日 某 些 作者 称 这 一 算法 是 线性 的 ， 因 为 它 的 复杂 度 对 于 m+e 是 线性 的 。 其 他 作者 称 它 为 二 次 的 ， 因 为 它 的 复杂 度 
是 = 的 平方 . 
© ”本 小 节 可 以 跳 过 . 
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PRI. 如 果 控制 被 设 为 a,， 那 么 输出 这 一 过 程 不 能 完成 的 信息 . 


算法 11. 2 或 者 因为 所 有 顶点 都 已 被 标记 而 终止 或 者 因为 标签 过 程 返回 到 标记 为 1 的 顶点 ， 
且 这 个 顶点 的 所 有 邻居 都 已 有 标签 ， 且 存在 某 些 未 标记 的 顶点 而 终止 。 对 于 后 者 的 情况 ， 容 易 看 
出 这 个 图 是 非 连通 的 . 
11.1.4 巨大 图 的 连通 性 测试 S 

涉及 电信 业务 量 和 网 络 数据 等 现代 应 用 中 产生 的 图 可 能 是 非常 巨大 的 ， 以 至 于 它们 的 边 的 
集合 不 适合 现代 计算 机 的 主 内 存量 .例如 ， 庞 大 的 电话 呼叫 图 就 是 一 个 这 样 的 图 ， 这 一 图 的 顶点 
是 电话 号 码 ， 而 这 个 图 的 边 是 电话 号 码 之 间 的 呼叫 . (更 一 般 地 ， 我 们 把 这 种 呼叫 看 成 是 有 向 的 ， 
我 们 要 查看 多 重 有 向 图 . ) 这 样 的 图 可 能 有 几 十 亿 条 边 ， 当 边 集合 不 适合 RAM Random Access 
Memory) 时 ， 大 部 分 经 典 的 图 论 算法 都 不 再 适用 . (甚至 使 用 6gigabytes 的 主 内 存 的 计算 机 也 不 
能 装 下 实际 使 用 中 所 产生 的 整个 电话 呼叫 图 . ) 这 对 开发 “外 部 存储 器 算法 "提出 要 求 ， 这 样 的 连通 
性 算法 的 例子 可 以 在 Aho, Buchsbaum 和 Westbrook[2002] 中 找到 ， 其 他 关于 庞大 的 电话 呼叫 图 
和 关于 因特网 的 连通 性 的 图 的 工作 ， 都 着 重 强调 这 样 的 图 随 着 时 间 的 变化 ， 以 及 它们 在 连通 性 
上 的 变化 ， 关 于 这 些 课题 ， 可 以 参见 Aiello，Chun 和 Lu[20001， 有 关外 部 存储 器 算法 的 内 容 ， 
可 以 参见 Abello 和 Vitter[1999]， 特 别 地 ， 可 以 参见 Abello，Pardalos 和 Resende[ 1999] 的 文章 . 
本 节 练习 
1. 对 于 图 11. 3 中 的 每 一 个 图 ， 从 标签 为 a 的 顶点 出 发 执行 深度 优先 搜索 ， 指 明 所 有 顶点 的 标签 和 所 有 标 

记 边 . 
2. 表 11. 1 ARE TD a by cy dy e, fı g 的 图 G 的 邻接 结构 ， 使 用 深度 优先 搜索 确定 G 是 省 连通 . 
表 11.1 图 的 邻接 结构 


顶点 a b c d e f a 
与 x 邻接 的 顶点 od OR b.g ae ad, f e bse 


3. 根据 下 面 图 G 的 每 一 个 邻接 矩阵 ， 使 用 深度 优先 搜索 确定 G 是 否 连通 . 


[moollo0090 
0100001 
00100100 
1001100 
01000000, 
0001010 
10001001 
(yA=/0 110001 (b) A= 
10010010 
0100000 
01000000 
0010000 | 
00001000 
1001000 J 
fo 0010000. 


.对 于 图 11. 3 中 的 每 一 个 图 ， 寻 找 深度 优先 搜索 支撑 树 . 

是 否 每 一 棵 支撑 树 都 可 以 作为 深度 优先 搜索 支撑 树 得 到 ? 为什么? 

. 假设 修改 深度 优选 搜索 算法 ， 使 得 当 向 前 标签 不 可 能 ,但 仍 存 在 未 标记 顶点 时 ， 可 选择 某 个 未 标记 顶 
点 ， 赋 给 该 项 点 一 个 新 标签 ， 并 再 次 开始 这 个 过 程 ， 你 能 说 出 由 标记 边 (在 工 中 的 边 ) 所 确定 的 子 图 是 什 
么 吗 ? 

.如何 修改 书 中 所 描述 的 深度 优先 搜索 算法 ， 使 得 可 以 用 于 计数 图 G 的 连通 分 支 的 数量 ? 

. (a) 下 面 的 有 向 图 DD 的 强 连 通 性 测试 是 否 正确 ? 选 出 有 向 图 的 任意 一 个 顶点 ， 赋 标签 1， 并 执行 有 向 深 


eee 


ex 


日 、 本 小 节 可 以 跳 过 . 
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度 优先 搜索 ， 直 到 没有 顶点 可 以 标记 .这 时 ，D 是 强 连通 的 当 且 仅 当 所 有 顶点 都 得 到 了 标签 . 
《b) 如 果 这 不 是 正确 的 测试 ， 那 么 如 何 修 改 这 个 测试 ? 


f) 
图 11.3 11. 1 节 练 习 的 图 


的 


,在 广度 优先 搜索 (breadth-first search) 算 法 中 我 们 从 任意 选 出 的 顶点 出发， 把 它 放置 到 一 个 有 序列 表 
或 队列 的 前 面 ， 在 这 一 算法 的 每 一 步 又， 我们 在 这 个 队列 的 前 面 选取 一 个 顶点 >， 从 这 个 队列 中 删除 y， 
并 把 与 y 邻接 的 所 有 不 曾 在 这 个 队列 中 的 顶点 ， 逐 一 加 到 队列 的 尾部 ， 我 们 一 直 继续 下 去 ， 直 到 队列 为 
23. 如 果 所 有 顶点 都 不 曾 在 队列 中 ， 那 么 我 们 从 另 一 个 任意 选中 的 不 曾 在 队列 中 的 顶点 开始 ， 广 度 优先 
搜索 从 开始 的 顶点 出 发 在 所 有 方向 上 延伸 ， 而 深度 优先 搜索 从 开始 的 顶点 到 结束 的 顶点 一 次 只 钥 访 一 条 
链 .在 3. 3. 4 节 的 算法 3. 1 中 ,我们 已 经 使 用 了 广度 优先 搜索 ， 关 于 广度 优先 搜索 的 详细 讨论 可 以 参见 
Baase[ 1992] 、Even[1979]、Golumbic[1980]， 对 图 11. 3 中 的 每 一 个 图 执行 广度 优先 搜索 ， 从 顶点 a FF 
始 . 按 项 点 到 达 队 列 前 面 的 顺序 通过 用 整数 1 到 ”标记 每 一 个 顶点， 指明 所 遇 到 的 项 点 的 顺序 (注意 : 
在 很 多 应 用 中 ,与 深度 优先 搜索 比较 ， 广 度 优先 搜索 效率 不 高 ， 而 且 应 用 也 不 广泛 ， 例 如 ， 当 测试 给 定 
图 是 否 是 平面 图 的 算法 时 就 是 这 样 ， 然而， 在 很 多 网 络 优化 问题 中 ， 正 如 我 们 将 在 第 13 章 中 所 研究 的 
大 多 数 问题 那样 ， 广 度 优先 搜索 是 基础 过 程 ). 

10. 广度 优先 搜索 (练习 9) 可 以 用 于 测试 图 的 连通 性 吗 ? 如 果 能 够 测试 ， 如 何 进 行 ? 

11. 广度 优先 搜索 的 计算 复杂 度 是 什么 ? 

12. 考虑 在 给 定 区 域 代码 下 ， 电 话 号 码 在 6 周期 间 的 电话 呼叫 图 . 


418 RERI 存在 问题 


(a) 假 设 所 有 可 能 的 电话 号 码 都 是 可 用 的 ， 那么 这 个 图 的 顶点 集合 的 大 小 是 多 少 ? 
(b) 如 果 每 一 个 电话 号 码 每 天 平均 收 到 12 次 呼叫 ， 那 么 这 个 图 的 边 的 集合 的 大 小 是 多 少 ? 


11.2 单行 线 问 题 
11.2.1 Robbin 定理 


本 节 讨 论 图 论 对 于 运输 流量 问题 的 应 用 ， 想 象 一 下 ， 一 府城 市 有 很 多 位 置 ， 其 中 一 些 位 置 是 
由 双 行 线 连接 起 来 的 ， 由 于 街道 上 汽车 数量 的 显著 增加 。 结 果 造成 交通 阻塞 和 空气 污染 ,这 表明 
这 座 城市 应 该 把 所 有 街道 改建 成 单行 线 . 这样 大 概 可 以 缓解 交通 阻塞 ， 问 题 是 ， 是 否 总 能 做 到 这 
一 点 呢 ? 如 果 不 是 总 能 做 到 ,那么 什么 时 候 可 以 做 到 呢 ? 答案 是 肯定 的 , 它 总 是 可 以 做 到 的 。 只 
要 在 每 一 条 街道 上 放置 一 个 单行 信号 灯 ! 然而 ， 如 果 我 们 随意 地 分 配 信 号 灯 ， 肯 定 会 过 到 麻烦 ， 
例如 ,我 们 最 终 完全 可 能 只 能 从 某 个 地 方 进入 而 无 法 从 这 个 地 方 出 来 (例如 ， 参 见 图 11.4. 这 个 
给 出 某 座 城市 的 街道 方向 的 一 种 分 配 ， 这 种 分 配 只 满足 某 个 人 的 需求 ， 即 这 个 人 恰好 在 位 置 a 
处 有 停车 场 )， 我 们 想 把 每 -条 街道 都 建成 单行 线 ， 使 得 对 丁 每 一 对 位 置 x 和 >， 既 可 以 (合法 
地 ) 从 y 到 达 z， 也 可 以 从 工 到 达 >。 这 总 可 以 做 到 吗 ? 
为 了 解决 这 一 问题 及 简便 起 见 ， 我 们 假设 所 有 街道 在 开始 时 是 双 行 线 ， 关 于 某 些 街道 开始 
时 是 单行 线 的 这 一 问题 的 处 理 方法 ， 参 见 Boesch 和 Tindell[1980] 、Roberts[1978]( 还 可 参见 练 
313. 我们 用 图 表示 一 府城 市 的 运输 网 络 ， 设 G 的 顶点 表示 所 讨论 的 位 置 ， 在 位 置 x 和 >y 之 间 
ij 一 条 边 ， 当 上 且 仅 当 工 和 y 由 一 条 双向 街道 连接 ， 图 11. 5a 给 出 这 样 的 图 的 一 个 简单 例子 ， 使 用 
这 样 的 图 ， 现 在 可 以 如 下 重新 陈述 我 们 的 问题 能 否 在 图 G 的 每 一 条 边 上 放置 一 个 方向 或 箭头 
(单行 标志 )， 使 得 通过 跟踪 所 产生 的 图 ， 即 有 向 图 中 的 箭头 ， 总 能 够 从 任意 一 点 x 到 达 另 外 任意 
点 y， 如 果 这 不 总 是 可 能 的 ， 什 么 时 候 这 是 可 能 的 ? 形式 地 ， 当 我 们 给 图 G 的 每 一 条 边 分 配方 
向 时 ， 我 们 定义 G 的 方向 (orientation)， 使 用 3. 2 节 的 术语 ， 我 们 寻找 强 连通 图 G 的 方向 . 


meea TT E) 


4 
— a a) 一座 城市 的 双向 街道 图 b) 一 个 强 连 通 方向 


人 m 11.5 


SERERE 


as \ | a A 
máa faj 1 1 
图 11.4 把 旅行 者 钉 在 位 置 a 处 的 城市 图 11.6 表示 非 连通 城市 的 图 
街道 的 单行 线 分 配 


在 图 11. 5a 的 图 中 ， 我 们 肯定 可 以 给 每 一 条 边 指定 一 个 方向 来 得 到 一 个 强 连 通 有 向 图 ， 图 11. Sb 
就 是 我 们 得 到 的 图 ， 然 而， 不 是 总 能 够 得 到 强 连 通 的 方向 ， 例 如 ， 如 果 我 们 的 图 有 两 个 部 分 ， 如 
图 11. 6 中 的 图 所 示 ， 那 么 没有 方法 给 边 指 定 方向 ,使 得 从 图 中 部 分 了 的 顶点 可 以 到 达 部 分 了 [的 
顶点 .为 了 有 一 个 强 连 通 方向 ， 我 们 的 图 必须 是 连通 的 . 然而， 即使 是 连通 图 也 不 一 定 有 强 连通 
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方向 。 考 虑 图 11. 7 中 的 图 . 它 是 连通 的 .我们 必须 在 边 a。 上 设 定 一 个 方向 。 如 果 a 的 方向 为 从 


部 分 了 到 部 分 卫 ， 那 么 从 五 中 任意 顶点 都 不 可 能 到 达 部 分 I 的 
任意 顶点 如果 a 的 方向 是 从 下 到 工 的 ,那么 从 工 的 任意 顶点 
都 不 能 到 达 开 的 任意 顶点， 这 个 边 的 特殊 性 是 什么 呢 ? 答案 
是 ， 它 是 唯一 连接 这 个 图 的 两 个 分 离 部 分 的 边 ， 更 形式 地 ， 删 a 


BR a( 但 不 删除 边 连接 的 两 个 顶点 ) 会 导致 一 个 非 连 通 图 . 
中 这 样 的 边 称 为 桥 (bridge)， 图 11. 8 给 出 另 一 个 有 桥 a 的 例子 . 图 11.7 “是 一 个 桥 
显然 ， 对 于 有 强 连通 方向 的 图 G，G 必须 不 仅 是 连通 的 ， 而 且 它 


还 必须 没有 桥 . 
在 图 11. 8 中 ， 假 设 我 们 增加 另外 一 个 桥 8 来 连接 由 桥 a tk 
连 起 来 的 两 个 分 离 的 部 分 ， 得 到 图 11. 9 的 图 ， 这 个 图 有 强 连 通 a 


方向 吗 ? 答案 是 有 的 .一 个 令 人 满意 的 分 配 如 图 11. 10 所 示 . 
这 不 是 与 我 们 的 观察 不 符 吗 ? 即 如 果 图 G 有 强 连通 方向 ， 那 么 
它 不 可 能 有 桥 。 在 这 里 ,答案 是 否定 的 。 因 为 我 们 不 能 过 早 地 
称 有 8 为 桥 ， 在 图 论 的 意义 下 ， 图 11. 9 的 图 中 的 和 有 B 都 不 是 桥 . 
图 论 的 桥 有 令 人 讨厌 的 习性 ， 如 果 我 们 有 一 个 桥 ， 并 构建 另 一 
个 桥 ， 那 么 二 者 都 不 是 桥 ， 在 应 用 组 合 数 学 中 ， 如 果 我 们 使 用 
诸如 桥 这 样 的 提示 性 的 术语 ， 那 么 我 们 必须 小 心 与 我 们 的 用 法 
-~ 致 . 


图 11.9 边 a 不 再 是 桥 图 11.10 图 11.9 中 图 的 合适 的 单行 线 分 配 


SUE, 假设 G 有 下 面 的 性 质 : 它 是 一 个 连通 图 且 没 有 桥 。 这 些 性 质 能 否 保证 G 有 强 连通 方向 吗 ? 
可 以 证 明 ， 答案 是 肯定 的 ,我 们 概括 为 如 下 定理 . 

定理 11. 1(Robbins[1993]) ”图 G 有 强 连通 方向 ， 当 且 仅 当 G 是 连通 的 且 没有 桥 . 

我 们 省 略 定理 11. 1 的 证 明 . 对 于 其 两 个 不 同 的 证 明 ， 可 以 参见 Roberts[1976，1978]、 
Boesch 和 Tindel[1980]， 对 于 其 中 一 个 证 明 的 梗概 ， 参 见 练习 13. 
11.2.2 深度 优先 搜索 算法 

在 某 种 意义 下 ，Robbins 定理 完全 解决 了 我 们 提出 的 问题 . 然而 ， 其 本 身 不 是 非常 有 用 的 结 
果 ， 因 为 这 个 定理 只 是 说 明 对 于 一 个 连通 的 无 桥 图 ， 存 在 单行 线 分 配 ， 但 是 它 没有 告知 我 们 如 何 
寻找 这 样 的 分 配 ， 本 节 给 出 在 存在 分 配 时 ， 寻 找 这 样 的 分 配 的 高 效 算法 . 

假设 G6 二 (V，E) 是 任意 图 .我们 将 描述 一 个 定向 G 的 过 程 ， 这 个 过 程 可 以 完成 ， 当 且 仅 当 
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G 是 连通 的 ， 如 果 G 没 有 桥 ， 所 产生 的 方向 是 强 连通 的 、 关 于 第 二 个 结论 的 证 明 ， 参 见 Roberts 
[1976]. 这 个 过 程 使 用 11. 1. 1 节 所 给 出 的 深度 优先 搜索 过 程 标签 顶点 并 标记 边 ， 如 果 标 签 过 程 
不 能 完成 ,那么 G 是非 连通 的 ， 因 此 ， 没 有 强 连 通 方向 ， 下 一 步 是 利用 标签 和 标记 边 的 集合 T 
定义 一 个 方向 ， 假 设 一 条 边 是 使 用 标签 了 和 /标记 的 .如果 这 条 边 在 工 中 ， 即 它 被 标记 ， 那 么 我 
Sel a ee BE Ss 则 从 i © © © © 
j BOM 5 Bi, 如 果 这 条 边 不 在 工 中 ， 即 它 没有 被 。 d © h 

标记 ， 那么 我 们 定向 它 为 从 较 大 的 数字 到 较 小 的 数字 . 
利用 图 11. 1 的 标签 和 标记 来 说 明 这 一 过 程 . 图 11.11  。 “i j 
给 出 所 对 应 的 方向 ， 注 意 我 们 定向 从 a 到 6， 因 为 边 © 00 © 
da, OSE TP, ME a 得 到 标签 1， 这 个 数字 小 于 4 得 
到 的 标签 2， 然 而 ， 我们 定向 从 d Bb, WAM Id, b} 
不 在 工 中 ， 而 且 d 的 标签 是 5， 即 5 大 于 4b 的 标签 2. 

如 果 这 一 标签 过 程 可 以 完成 ， 即 G 是 连通 的 ， 那 么 这 一 算法 总 可 以 给 图 G 指定 一 个 方向 . 
然而 ， 只 有 在 G 没有 桥 时 ， 才 保证 产生 一 个 强 连 通 方向 ， 如 果 假 设 给 定 一 个 标签 和 了 中 边 的 记 
录 ， 定 向 边 的 决策 所 花费 的 时 间 总 量 等 于 深度 优先 搜索 过 程 中 用 于 标签 和 记录 工 中 的 边 的 每 一 
步 所 花费 的 时 间 ， 那 么 ， 对 于 有 ”个 顶点 和 e 条 边 的 图 ， 这 一 算法 的 计算 复杂 度 g(n，e) 至 多 是 
深度 优先 搜索 过 程 的 计算 复杂 度 加 上 图 G 中 的 边 的 数量 ， 在 11. 1. 2 节 中 ， 我 们 证 明了 fC, e) 
至 多 是 n 十 2e， 因 此 ，g(n，e) 至 多 是 n 十 3e。 [这 又 是 一 个 O(n，e) 算 法 . ] 仅 用 n KHA. 这 个 复 
杂 度 至 多 等 于 3/2 —3/2n+n, HH e< (”)， 因 此 ,我们 有 一 个 多 项 式 界 的 算法 .[ 它 是 
OG? ). ] 对 于 其 他 算法 ， 参 见 Boesch 和 Tindell[1980]、Chung，Garey 和 Tarjan[ 1985]， 关 于 强 
连通 方向 的 平行 算法 使 用 的 信息 ， 可 以 参见 Atallah[1984] 和 Vishkin[1985]， 还 可 以 参考 Karp 
和 Ramachandran[1990] 中 的 总 结 . 
11.2.3 ”高效 单行 线 分 配 

并 不 是 每 一 种 城市 街道 的 单行 线 分 配 都 是 高 效 的 ， 例 如 ， 考 虑 如 图 11. 10 中 的 图 所 示 的 单行 
线 分 配 ， 这 一 单行 线 分 配 可 以 通过 我 们 描述 的 算法 (练习 4) 而 得 到 ， 如 果 在 位 置 a 处 的 人 想 要 到 
达 位 置 b， 他 曾经 可 以 很 快 地 做 到 这 ， 但 是 ， 现在， 必须 得 走 很 长 一 段 路 ， 简 言 之 ， 这 种 分 
配 满足 我 们 建立 的 标准 ， 可 以 从 任意 点 到 达 任意 另 一 个 点 ， 然 而 对 于 交通 流量 问题 它 没有 给 出 
一 个 高 效 解 ， 一 般 地 ， 高 效 单行 线 分 配 是 这 样 的 分 配 ， 在 这 一 分 配 中 ,“ 总 体 上 ”经 过 的 距离 不 会 
KK. 


图 11. 11 通过 标签 和 标记 得 到 的 图 11. 1 
中 的 图 G 的 强 连通 方向 


存在 很 多 关于 高 效 性 的 可 能 概念 ， 我 们 将 使 这 一 概念 更 精确 ， 这 些 概 念 都 是 建立 在 距离 的 
基础 上 的 ， 如 果 G 是 一 个 图 ， 回 想 一 下 ， 顶 点 w 和 wv 的 距离 d(u，v) 是 在 G 中 和 vw 之 间 的 最 短 
链 的 长 度 ( 边 的 数量 )， 如 果 DRAHA, 那么 从 到 v 的 距离 4 u, VEE DPA u Blo 的 最 短 
路 径 的 长 度 ， 我 们 要 研究 的 唯一 定义 高 效 性 的 方法 是 说 ， 一 个 方向 是 最 高 效 的 ， 如 果 它 最 小 化 某 
个 以 距离 定义 的 “目标 函数 "， 表 11. 2 给 出 若干 这 样 的 目标 函数 的 例子 ， 最 小 化 其 中 一 些 目标 函 
数 的 问题 是 等 价 的 。 例 如， 最 小 化 (2) 等 价 于 最 小 化 (3). 

可 以 证 明 ， 我 们 处 于 “ 坏 消息 -更 坏 消息 ”的 情况 。 坏 信息 就 是 ， 根 据 表 11. 2 中 的 任意 一 个 
标准 还 没有 找到 最 高 效 强 连通 方向 的 好 算法 .更 坏 的 信息 是 其 中 某 些 优化 问题 是 真正 的 难题 . 
例如 ， 使 用 2. 18 节 的 术语 ，Chvatal 和 Thomassen[ 1978] 指 出 寻找 最 小 化 (1) 的 强 连通 方向 是 
NP 难题 . 
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表 11. 2 若干 强 连 通 方向 的 目标 函数 


目标 函数 说 m 
O) max d(u.w) BLAKE 
(2) > dlu, v) 经 过 距离 之 和 
(3) Foam dlu, v) 经 过 的 平均 距离 
(4) max{d(uyv) —d(u.w)] 最 大 距离 差 
©) BD) (dy wW—d(u, vd) 距离 差 的 和 
O FD Law dws v] FHER 
Mm 之 max d (uy x) 要 经 过 的 最 大 距离 之 和 
(8) x Cmax dlu, x)—maxd(u, x)] 要 经 过 的 最 大 距离 差 的 和 


还 应 该 强调 的 是 ， 高 效 性 也 不 总 是 单行 线 分 配 的 目标 。 在 全 美国 国家 公园 系统 中 ， 交 通 阻 寨 
是 一 个 非常 严重 的 问题 ， 美国 国家 公园 服务 局 实施 的 解决 方法 是 ， 尝 试 着 鼓励 人 们 不 要 驱车 前 
往 国 家 公园 参观 ， 通 过 设计 一 个 效率 非常 低 的 单行 线 分 配 可 以 做 到 这 一点， 这 一 分 配 使 得 很 难 
驱车 从 一 个 地 方 到 达 另 一 个 地 方 ， 而 且 还 鼓励 人 们 选择 自行 车 或 巴士 作为 交通 工具 ， 图 11. 12 给 
出 1973 年 夏天 约 塞 米 蒂 谷 国家 公园 约 寨 米 段 内 制定 的 大 致 的 单行 线 分 配 . 〈 另 外 ， 为 了 使 道路 成 
为 单行 线 ， 公 园 服 务 局 对 汽车 完全 封锁 了 其 他 道路 ， 注 意 ， 存 在 双向 道路 ; 使 每 一 条 道路 都 成 为 
单行 线 的 想法 显然 过 于 简单 .在 这 种 情况 下 ， 同 样 没有 令 人 满意 的 分 配 ， 使 得 每 一 条 道路 都 是 单 
行 线 、 为 什么 ?) 这 是 一 个 极 低 效 的 系统 ， 例 如 ， 为 了 从 约 寨 米 地 小 屋 到 约 寨 米 地 村 ， 这 一 段 步行 
不 到 1 英里 的 距离 ， 你 必须 驱车 经 由 波 宏 诺 桥 的 所 有 街道 ， 这 一 段 路 程 超过 了 8 英里 ， 然 而 ， 却 
允许 公园 的 巴士 从 约 塞 米 地 小 屋 直 接 通 往 约 塞 米 地 村 ， 因 而 很 多 人 改 乘 巴士 . 


HER HE 


图 11. 12 1973 年 夏天 ， 约 塞 米 蒂 谷 汽车 交通 的 单行 线 分 配 (注意 ， 巴士 可 以 在 约 寨 米 地 小 屋 
和 约 塞 米 地 村 之 间 ， 以 及 约 塞 米 地 村 和 哨兵 桥 之 间 的 道路 上 双向 行驶 ) 


从 数学 的 角度 看 ， 寻 找 低 效 (最 低 效 ) 的 单行 线 分 配 的 算法 是 有 益 的 ， 如 同 寻找 高 效 (最 高 效 ) 
分 配 一 样 。 遗 憾 的 是 ， 我们 同样 不 知道 这 样 的 低 效 分 配 算 法 . 
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11.2.4 栅 格 的 高 效 单行 线 分 配 

如 果 一 个 问题 被 证 明 是 难题 ， 那 么 我 们 可 以 研究 这 一 问题 的 更 简单 的 版 本 ， 在 特殊 情况 下 
解决 这 一 问题 等 等 ， 这 就 提出 这 样 的 问题 : 如 果 我 们 知道 一 个 图 有 特殊 的 结构 ， 那 么 是 否 有 寻找 
最 高 效 的 强 连通 方向 问题 的 好 的 求解 方法 呢 ? 当然 有 意义 的 结构 一 定 与 有 意义 的 应 用 有 关 . 需 
要 探讨 的 最 普通 的 结构 是 对 应 于 有 南北 街 和 东西 街 的 城市 的 杨 格 图 ， 我 们 接 下 来 探讨 这 些 图 . 
为 了 固定 一 个 标记 法 ， 我 们 设 Gun Eh m Hl 条 东西 街 和 wz 十 1 条 南北 街 组 成 的 图 ， 因 此 ， 
G3.5 是 一 个 1X6 栅 格 (这 一 略 显 笨拙 的 标记 法 借用 于 此 课题 的 有 关 文 献 ， 它 在 某 些 证 明 中 很 有 
用 ). 

我 们 总 可 以 使 用 蛮 力 来 寻找 到 最 优 的 强 连通 方向 ， 即 尝试 所 有 方向 ， 然 而 、 蛮 力 算法 可 能 非 
RMX. HFA n RRRA n 条 南北 街 组 成 的 机 格 图 G,-1.,- !， 考 虑 尝试 所 有 方向 的 蛮 力 
算法 ， 需 要 对 每 一 个 这 样 的 方向 检测 强 连通 性 ， 如 果 是 强 连通 的 ， 那么 计算 最 小 化 的 目标 函数 . 
这 样 的 栅 格 图 有 多 少 方向 呢 ? 

为 了 计数 栅 格 图 G1. 1 的 方向 数量 ,我 们 观察 到 ， 在 每 一 条 东西 街 上 有 "一 1 条 边 ， 每 一 
条 南北 街 上 有 一 1 条 边 ， 因 此 ， 边 e 的 数量 由 下 式 给 出 : 

e = 2n(n—1) = 2n? — 2n 

(参见 练习 1S). HAHAU. ARATE RES. Gr -1.1 AIT AR AREA. A 
一 条 边 有 两 种 可 能 的 方向 ， 总 的 方向 数量 是 

< 次 

TREK KD = 2 = Be 2n, 

即使 我 们 每 秒 钟 能 够 检测 10 亿 个 方向 ， 那 么 当 nn 仅 为 7 时， 一 个 简单 的 计算 表明 这 也 要 花 上 
500 000 000 多 年 才能 检测 所 有 方向 ， 尝 试 所 有 方向 的 蛮 力 方法 显然 是 不 现实 的 ， 即 使 是 计算 的 
速度 发 生 巨大 的 改变 ， 也 无 法 改变 这 一 结论 (作为 旁 注 、 我 们 可 以 得 出 结论 : 在 执行 一 个 算法 之 
前 ， 我 们 总 是 应 该 计数 这 一 算法 花费 的 步骤 数量 ). 

对 于 表 11. 2 中 定义 的 每 一 个 度量 或 目标 函数 ， 在 最 小 化 这 一 度量 的 意义 下 ， 非 常 具体 的 问 
题 就 是 寻找 栅 格 Gm.w2 的 最 优 方向 ， 令 人 惊讶 的 是 ， 回 答 这 一 问题 花费 了 很 长 的 时 间 ， 而 且 只 对 
其 中 一 些 度量 找 到 了 答案 .寻找 有 2 条 东西 街 和 n 十 1 条 南北 街 的 栅 格 G1., 的 强 连通 方向 的 第 一 
次 尝试 开始 于 1973 年 ， 而 一 直到 很 长 一 段 时 间 以 后 ，Roberts 和 Xu[1988, 1989, 1992, 1994] 
和 Han[1989] 发 表 了 一 系列 文章 ， 才 给 出 了 这 些 问 题 的 一 些 解 ， 至 少 给 出 表 11.2 中 的 度量 (1) 和 
(8) 的 一 些 解 . 

这 里 ， 对 于 奇数 n， 描 述 G91, 情况 的 最 优 解 非常 和 有益， 可 以 证 明 ， 对 于 这 种 情况 ,最 小 化 
(1) 或 (8) 的 任意 解 都 在 这 个 栅 格 的 外 侧 有 一 个 循环 (练习 18)、 因 此 ， 剩 下 的 问题 就 是 决定 内 部 
南北 街 的 方向 ， 我 们 的 直觉 是 ， 使 这 些 内 部 的 街道 的 方向 交错 ， 可 以 证 明 ， 这 一 交错 方向 不 是 最 
优 的 ， 相 反 ， 将 中 间 的 两 条 街道 的 方向 ， 定 为 与 距离 它们 最 近 的 ( 东 或 西 ) 边 界 方向 相反 ， 而 将 所 
有 其 余 内 部 街道 的 方向 ， 定 为 与 距离 它们 最 近 的 边界 方向 一 致 是 最 优 的 .参见 图 11. 13) Roberts 
和 Xu[1989] 证 明 ， 如 果 ”是 大 于 等 于 5 的 奇数 ， 在 Gil.* 的 所 有 强 连通 方向 中 ， 这 一 方向 最 小 化 
(1) 和 (8) 的 度量 ， 他 们 还 证 明 ， 对 度量 (8)， 相 对 于 边界 循环 的 方向 ， 这 个 方向 是 唯一 的 最 优 
方向 . 

将 最 优 解 与 交错 定向 进行 比较 是 有 益 的 ， 即 交错 南北 街 的 方向 。 例 如 ， 当 使 用 度量 (1) 生 
n=5 时 ， 最 优 解 得 (度量 ) 分 为 7， 而 交错 定向 的 得 分 为 9， 当 z 一 7 时 ， 这 两 个 得 分 分 别 上 升 为 9 
和 11， 当 使 用 度量 (8) 时 ， 得 分 的 差异 就 更 大 ， 当 一 5 时 ， 最 优 解 的 得 分 是 10， 而 交错 定向 的 
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得 分 是 26; 当 "一 7 时， 得 分 分 别 为 12 和 32( 容 易 验证 这 些 得 分 ). 

对 于 其 他 栅 格 ，Roberts 和 Xu[1988，1989，1992，1994] 以 及 Han[1989] 描 述 了 对 于 度量 
(1 和 (8) 的 类 似 结果 我 们 把 其 中 的 一 些 工作 编 人 到 练习 中 然而， 在 其 他 测量 下 寻找 栅 格 的 最 
优 解 仍然 是 未 决 问题 ， 我 们 很 快要 进入 数学 研究 的 前 沿 . 
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图 11. 13 WR Gi. 的 交错 定向 D 与 最 小 化 度 基 (1) 和 (8) 的 问题 的 最 优 解 应 


研究 对 东西 街 和 南北 街 交 错 定向 的 自然 "纽约 市 " 解 是 有 趣 的 .尽管 对 于 度量 (1) 和 (8) 纽 约 市 
的 解决 方案 不 是 最 优 的 ， 在 某 些 其 他 度量 下 ， 纽 约 市 的 解决 方案 比 在 度量 (1) 和 (8) 下 的 最 优 解 更 
好 ， 例 如 ， 在 度量 (3) TF. AHK Gs.7 就 是 如 此 ， 因 此 ， 我 们 还 需要 做 大 量 的 研究 . 

研究 其 他 图 的 最 优 强 连 通 方 向 也 很 有 意义 ， 企 下 一 小 节 里 ， 我 们 考虑 环 状 城市 ， 即 有 环形 公 
路 及 从 城市 的 中 心 向 外 延伸 的 放射 状 线路 的 城市 . 

我 们 的 简化 数学 模型 省 略 了 很 多 复杂 的 层次 ， 例 如 我们 的 模型 不 考虑 不 同 街道 或 不 同 距 
离 的 交通 其 ， 或 穿行 不 同 街道 时 所 需 的 时 间 ， 考 虑 另外 一 种 复杂 性 ，Roberts 和 Xu[ 1994] 所 描述 
的 一 些 最 优 解 ， 包 含 弧 (rz，y) 和 (z，y)。 想象 在 y 这 样 的 交叉 路 口 处 的 问题 ， 如 果 我 们 对 这 样 
的 交叉 路 口 增加 若干 障碍 ， 那 么 我 们 得 到 不 同 的 优化 问题 . 

11.2.5 环 状 城市 和 互联 网 中 的 通信 

寻找 最 高 效 的 单行 线 分 配 问 题 还 用 于 研究 环 状 城市 ， 即 有 环形 公路 及 从 城市 中 心 向 外 延伸 

的 放射 状 线路 的 城市 ， 特 别 地 ,我们 将 讨论 图 AN(c，s)， 这 个 图 围绕 着 中 心 有 c 个 同心 圆 , 还 
有 穿越 所 有 同心 圆 的 s 条 放射 状 直线 .图 11. 14 给 出 ANG, 
8)， 我 们 在 练习 (练习 23 和 练习 24) 中 给 出 AN(c，5) 的 一 些 结 
果 ， 这 里 ， 我 们 只 给 出 一 个 结果 ，Bermond 等 [2000] 对 环 状 城 
市 研究 了 最 小 化 表 11. 2 中 的 度量 (8) 的 方向 ， 特 别 地 ， 他 们 指 
出 ， 如 果 对 于 某 个 4 有 *=4t Hc>k+2. 那么 存在 强 连通 方 
向 ， 对 于 这 个 方向 ， 万 一 max du, v)=max dlu, v) =D, B 
经 过 的 最 大 距离 不 超过 定向 前 所 经 过 的 最 大 距离 . 

WHA D=D R D 接近 DD 的 强 连通 方向 的 这 些 图 的 问题 
也 出 现在 互联 网 的 通信 中 .在 “总 交换 量 "里 ， 在 这 样 的 一 个 网 
络 中 ， 最 初 每 一 个 处 理 器 都 有 一 项 信息 ， 这 项 信息 必须 分 配给 Binu ANG, 8) 

其 他 每 一 个 处 理 器 ， 这 出 现 于 各 种 并 行 处 理应 用 中 .这 一 过 程 

是 通过 各 处 理 器 之 间 的 同步 呼叫 序列 而 实现 的 .在 每 一 次 呼叫 过 程 中 ， 一 个 处 理 器 可 以 与 它 的 
所 有 邻居 联络 .在 全 双 工 八 端口 (full-duplex A-port) 中 ,通信 可 以 在 邻居 之 间 双 向 传输 ， 因 此 ， 
所 有 处 理 器 得 到 所 有 信息 所 需 的 最 小 步骤 数 等 于 maxd(u, v). 在 半 双 工 从 端口 (half-duplex 
人 -port) 中 ,不 允许 在 给 定 的 链 上 同时 交流 ， 于 是 ,给 定 的 协议 对 应 于 边 的 一 个 方向 ， 在 每 一 
步 ,一 个 处 理 器 所 知道 的 所 有 信息 ， 流 经 有 箭头 方向 的 所 有 处 理 器 . Atk. D 等 于 所 有 处 理 器 得 
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到 所 有 信息 所 需 的 最 少 步 邓 数 的 上 界 . 因为 也 是 下 界 ， 存 在 强 连通 方向 ， 且 万 接近 了 的 任意 网 
络 G 有 一 个 接近 最 优 性 能 的 协议 . 
度量 (1) 或 万 还 用 于 其 他 图 的 研究 ， 例 如 ，Gutin[1994]、Koh 和 Tan[1996a, b], Plesnik 

[1986] 发 现 了 所 谓 的 完全 多 部 分 图 的 最 优 方 向 ， 而 McCannal 1988] 发 现 了 n 维 立 方 体 的 最 优 方 
向 ， 这 是 计算 机 网 络 中 的 一 个 重要 的 体系 机 构 . 
本 节 练 习 
,对 于 图 11. 3 中 的 每 一 个 图 ， 寻 找 所 有 桥 . 
, 运用 本 节 所 描述 的 过 程 ， 寻 找 图 11. 3 中 各 图 的 单行 线 分 配 ， 对 于 每 一 种 情况 ， 验 证 这 一 分 配 是 否 是 强 

连通 的 . 
3. 对 于 图 3. 23 中 的 图 ， 重复 练习 2. 
4. 使 用 文中 所 描述 的 算法 ， 证 明 图 11. 10 所 示 的 单行 线 分 配 是 可 以 得 到 的 . 
5. 确定 一 个 图 有 弱 连 通 方向 的 条 件 (3. 2 节 练 习 10). 
6. 
7. 
8. 


ro 


,如 果 -个 图 有 弱 连 通 方向 ， 那 么 它 有 多 少 种 弱 轿 通 方向 . 

. 给 出 一 个 有 弱 连 通 方向 ， 但 不 是 单 连通 方向 的 图 的 例子 (3. 2 节 练 习 9). 

. 设 G 是 一 个 连通 图 ，G 的 割 点 (cut vertex) 是 有 下 面 性 质 的 项 点 ;如果 你 除去 这 个 顶点 以 及 它 所 属 的 所 有 
边 ， 那 么 结果 是 一 个 非 连通 图 ， 对 于 图 11. 3 中 的 每 一 个 图 ， 

9. MEAT USS ORD 8) 的 图 有 强 连通 方向 吗 ? 

10, ERRE: 没有 割 点 (练习 8) 的 连通 图 有 强 连通 方向 . 

11. 证 明 连 通 图 G 中 的 一 条 边 {w， 直 是 桥 ， 当 且 仅 当 G 中 每 一 条 从 zx 到 的 链 都 包含 边 {u，v}. 

12. 如 果 u, v 是 有 向 图 G 中 的 两 个 顶点 ， 设 dm(w, =d, DA u Plo WEM, BIE D HA u 到 v 的 
最 短路 径 的 长 度 ， 如 果 不 存在 从 u 到 的 路 径 ， 那么 这 一 距离 无 定义 ， 类 似 地 ， 如 果 u,v 是 图 G 中 的 
两 个 顶点 ， 那 么 从 u 到 v HEN dolu, AE GPA u 到 > 的 最 短 链 的 长 度 ， 而 且 ， 如 果 不 存 在 链 ， 那 
么 距离 无 定义 . 

(DEH dolu, vd ARES dolu. WR. 
(DEB dolu, v) BIE F do Cv. u). 
(0) 证 明 如 果 w 从 uw Tw Mev LATO, BWA dolu, w)<dp (uy v) dol, w). 
13. 在 这 一 练习 中 ,我 们 考虑 一 开始 就 有 一 些 街道 是 单行 线 的 城市 的 情况 ， 我 们 的 方法 基于 Boesch 和 
Tindel[1980]， 一 个 混合 图 (mixed graph) 是 由 项 点 的 集合 组 成 的 ， 其 中 的 一 些 顶点 被 单 向 弧 连 接 ， 而 另 
外 一 些 是 由 无 方向 的 边 连 接 ( 弧 对 应 于 单行 线 ， 边 对 应 于 双 行 线 )、 混 合 图 G 可 以 被 翻译 成 有 向 
图 D(G)， 其 方法 是 设 每 一 条 边 被 两 条 弧 取代 ， 每 个 方向 上 有 一 条 扬 ，G 称 为 是 强 连通 (strongly 
connected) 的 ， 当 且 仅 当 D(G) 是 强 连 通 的 ， 如 果 D(G) 是 弱 连 通 的 ， 则 G 是 连通 的 ， 连 通 混合 图 中 的 
一 条 边 a 称 为 是 桥 (bridge)， 如 果 消 除 “但 不 消除 其 端点 ， 那 么 结果 是 一 个 非 连通 的 混合 图 
《(a) 假 设 @ 是 强 连 通 混合 图 ， 而 且 (x， 吉 是 G 的 一 条 边 ， 设 DBA D(G) 通 过 删除 弧 (x，z)7 和 (w，z) 但 
不 删除 项 点 w 和 vw 而 得 到 的 有 向 图 Be A 是 通过 D' 中 的 路 径 从 w 可 达 的 所 有 不 同 于 x 的 顶点 的 集 
合 . 类似 的 ，B 定 义 为 从 v 可 达 的 所 有 不 同 于 wv 的 顶点 的 集合 假设 AEB 中 而 vw 不 在 A 中 . 证 
Mälu, vi Et G 的 桥 . 

(b) 使 用 (a) 的 结果 证 明 下 面 的 Boesch 和 Tindell[1980] 定 理 : 如 果 G 是 强 连通 混合 图 ， Hiu 中 是 G 的 
一 条 边 ， 但 不 是 桥 ， 那 么 存在 {u，v) 的 方向 使 得 产生 的 混合 图 仍然 是 强 连 通 的 . 

(0) 根 据 (b) 证 明 每 一 个 没有 桥 的 强 连通 图 有 强 连 通 方向 . 

(d) 把 (c) 的 证 明 翻 译 成 寻找 连通 无 桥 图 的 强 连 通 方向 的 算法 . 

(e) 对 于 图 11. 3 中 的 图 ， 说 明 (d) 的 算法 . 

(9D(d) 中 算法 的 复杂 度 是 什么 ? 这 一 算法 与 文中 描述 的 算法 相 比较 如 何 ? 

14. 确定 下 面 各 图 的 方向 数量 (不 一 定 是 强 连 通 的 ): 
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(Grn G. (ANG, 6) 
15. 使 用 定理 3. 1 HAMR G. 的 边 数 . 
16. 对 于 表 11. 2 中 的 每 一 个 度量 (1) 一 (8) ， 确 定 图 11. 15 中 的 每 一 个 图 的 最 高 效 强 连通 方向 . 


b c a b a b ie: d 
m e c | | | | 
7 e se h 

d 

) b) 


a b c d 


a 
d 


o) 
图 11.15 11.2 节 练习 的 图 


17. 对 于 图 11. 16 的 方向 ， 计 算 表 11. 2 的 度量 (1) 一 (8)， 这 些 图 分 别 是 类 似 于 图 11. 13 中 Gh DM D: 
的 交错 方向 和 最 优 解 . 


18. 证 明 对 于 Gne ”是 奇数 的 情况 ， 最 小 化 表 11.2 中 的 
度量 (1) 或 (8) 的 任意 解 在 这 个 顶 格 的 外 侧 有 一 个 循环 py, a a ee A 
19. 当 是 偶数 时 ， 设 Gi. 的 方向 O, 是 按 如 下 方法 得 到 


的 ， 使 用 逆 时 针 循 环 定向 柚 格 的 外 侧 ， 设 & 十 1 是 


(Cn/2) 十 1. 定向 第 (4 一 1) 条 南北 街道 的 方向 为 向 上 ， 第 

(k 十 2) 条 南北 街道 的 方向 为 向 下 ， 所 有 其 他 街道 定向 P LELLI] 
与 第 一 条 或 第 (na 十 1) 条 南北 街中 靠近 的 一 条 方向 一 致 . 

Roberts 和 Xu[1989] 证 明 对 于 n>10, O, 对 表 11.2 中 
的 度量 (1) 和 (8) 是 最 优 的 . 

WDH Gu 的 OL. 

(b) 对 于 O,， 计 算 表 11. 2 中 的 度量 (1) 和 (8). 

(ce) 为 什么 交错 的 南北 街 ， 连 同 外 面 的 逆 时 针 循环 方向 ， 不 是 Gag Cn 为 偶数 ?的 这 些 度量 的 最 优 和解? 

20. 当 是 奇数 时 ， 设 G*.. 的 方向 0: 是 按 如 下 方法 得 到 的 .定向 顶部 和 底部 的 东西 街 为 从 右 向 左 ， 而 中 间 
的 东西 街 为 从 左 向 右 ， 如 下 定向 连接 项 部 和 中 间 东 西 街道 的 南北 街 , 设 上 一 (w/2) 一 1， 街 道 1 向 下 ,， 街 
道 a 十 1 向 上 ,“ 中 间 街 道 "% 和 十 1 的 方向 不 同 于 街道 1 和 街道 n 十 1 中 的 较 近 者 (有 相反 的 方向 )， 而 所 
有 其 他 街道 与 街道 1 和 街道 十 1 中 较 近 者 有 相同 方向 ， 如 下 定向 连接 中 间 街 道 和 底部 东西 街道 的 南北 
街道 街道 1 向 上 ， 街 道 4 十 1 向 下 ,街道 一 1 MH 与 街道 1 和 街道 "十 1 的 较 近 者 相反 ， 而 所 有 其 
余 街 道 的 方向 与 街道 1 和 街道 十 1 中 较 近 者 有 相同 方向 ，Roberts 和 Xu[1989] 证 明 对 于 n 宇 7，O, 是 表 
11. 2 中 的 度量 (1) 和 (8) 下 的 最 优 方向 . 

(a) 画 出 Gah Or. (b) 画 出 Gz.s 的 Or. 

COMA Gare HAK 11. 2 中 的 度量 (1) 和 (8). 

(DHF Gros HAR 11. 2 中 的 度量 (1) 和 (8). 

《〈e) 假 设 你 交错 东西 街 的 方向 ， 使 顶部 和 底部 的 街道 从 右 向 左 ， 中 则 的 街道 从 左 到 右 ; 并 且 交 错 南北 街 
的 方向 ， 街 道 1 一 直 向 下 ,街道 2 一 直 向 上 ， 以 此 类 推 . 为 什么 这 不 是 一 个 合适 的 定向 ? 

《全 通过 反 向 定向 底部 南北 街道 1 和 南北 街道 "十 1 的 一 半 来 修改 (e) 中 的 “交错 "方向 ， 在 这 一 修改 的 交 
错 方向 和 C 下 ， 比 较 GhR 11. 2 中 的 度量 (1) 和 (8). 

(g) 在 必 下 ， 我 们 曾 寻 找到 有 弧 (z，>) 和 (z，3?) 的 方向 吗 ? 

(WHF OR G2.+ 和 (f) 的 修改 交错 方向 ,计算 表 11. 2 中 的 度量 (2) 一 (7)， 哪 个 更 好 些 ? 


21. Bd (u)=max Alu, x), d(w)—max du, 1), m(u)=d(u)—d(u). Xi, R1 2 中 的 度量 (8) 是 > mw. 


图 11. 16 W Ci 的 方向 


629) 
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22. 


24. 


26. 


27. 


28. 


.对 于 运输 网 络 、 通 信 网 络 、 电 话 网 络 和 电网 等 等 ， 主 要 关心 的 - 


Gm 中 的 隅 角 点 (corner point) 是 连接 东西 竺 和 南北 街 的 交叉 路 口 处 的 点 之 一 ， 图 G 的 方向 O AA u 到 


也 的 一 条 极限 路 径 (limiting path) 是 长 度 4(x， 了 一 dx， 了 的 路 径 . 

(WD w È Gue PN u 最 远 的 隅 角 点 ,而 且 在 O 内 不 存在 从 v 到 ze 的 极限 路 径 ， 证 明 m(z 过 2. 
《b) 利 用 练习 20 中 的 方向 O 说 明 (a) 的 结果 . 

COM FAY 20 中 的 (人) 的 方向 ， 重 复 (b). 

MBAS m = 2k 十 1 是 奇数 i 一 或 & 十 1 假设 刀 是 Go.w 中 距 位 于 第 i 条 东西 街 和 第 j 条 南北 街 上 的 点 
“最 远 的 隅 角 点 (练习 21)， 而 ww 是 在 相同 的 南北 街 上 与 w 相对 的 隅 角 点 . 

(a) 证 明 当 不 存在 从 P| w 的 极限 路 径 时 ，mm(x) 过 1( 参 见 练习 21). 

(b) 利 用 练习 20 中 的 方向 O: 说 明 (a) 的 结果 . 

(ec) 对 于 练习 20 中 的 (DD 的 方向 ,重复 (b). 


. (Bermond 等 [2000]) 设 D=maxd (u,v) 且 考虑 图 AN(c, s). 


(a) 证 明 如 果 <| s/4 |, HBA D=2c. 

(WEHR SL s/4」， 那 么 D=c 二 | s/4 J. 

(Bermond 等 [2000]) 设 Os 是 如 下 ANC, SHF: 第 一 条 辐 线 的 方向 为 从 外 圆 到 中 心 ， 其 余 辐 线 的 

方向 交错 ， 如果 s 是 奇数 ， ABA AMER 1 和 s 将 有 相同 的 方向 。 如 下 定向 圆 的 方向 ，( 从 中 心 半 始 ) 第 一 个 

圆 定向 为 沿 逆 时 针 方向 ， 接 下 来 的 圆 沿 顺 时 针 方 向 ， 下 面 的 圆 沿 逆 时 针 方向 ， 以 此 类 推 ， 一 直到 倒数 

第 二 个 辆 ， 对 于 外 圆 ， 定 向 弧 从 辐 线 2 到 辐 线 1， 辐 线 2 到 辆 线 3， 辐 线 4 到 辆 线 3， 辐 线 4 到 辐 线 5， 

以 此 类 推 ， 如 果 s 是 奇数 ， 那 么 从 辐 线 2 到 辐 线 1 再 到 辐 线 * 的 外 圆 部 分 形成 唯一 的 长 度 为 2 的 路 径 . 

(a) 如 果 对 于 O, D=max d(w，u， 对 于 AN(c，9，D= max dlu, v), 证明 如 果 <k. M P<D+2， 
FE sdk, <A 

《b) 通 过 与 O; 相同 的 推理 ， 证 明 如 果 * 是 奇数 ， 且 c+, W D<D+3. 

构造 它们 使 得 它们 不 容易 被 破坏 ， 

受到 桥 的 概念 的 启发 ， 我 们 在 练习 25~33 中 ， 对 由 于 弧 或 顶点 的 删除 而 引发 的 连通 性 破坏 感 兴趣 ， 我 

们 说 有 向 图 G 处 于 连通 范畴 3(connectedness category 3)， 如 果 它 是 强 连 通 的 ， 如 果 它 是 单 连通 而 不 是 

强 连通 的 ， 则 它 处 于 范 叶 2(category 2)， 如 果 它 是 弱 连 通 而 不 是 单 连通 的 ， 那 么 它 处 于 范 叶 1(category 

D, MUR EAS RE ERMA. 那么 它 处 于 范畴 0(category 0)， 确 定 图 3. 7 中 的 每 一 个 有 向 图 的 连通 范畴 . 

如 果 有 向 图 D 处 于 连通 范畴 i( 练 习 25), RIRA. VÆG, DIG, j)-arc), WRR. vE 

是 不 删除 项 点 w 和 vw) 产生 范畴 j 的 有 向 图 ， 对 于 每 一 对 (i, j). i=0, 1, 2, 3, j=0, 1, 2, 3, 或 者 

给 出 一 个 有 (i， 疙 弧 的 有 向 图 的 例子 ， 或 者 证 明 不 存在 这 样 的 有 向 图 . 

如 果 有 向 图 DD 处 于 连通 范畴 i， 我 们 说 顶点 u ÆG, WACC, j)-vertex), WE D PBR u 外 的 其 他 顶 

点 所 生成 的 子 图 处 于 范畴 j， 对 于 每 个 对 (i，j) ,i 二 0，1，2，3，j 三 0，1，2，3， 或 者 给 出 有 (i, PB 

点 的 有 向 图 的 例子 ,或 者 证 明 不 存在 这 样 的 有 向 图 . 

我 们 定义 连通 范畴 1，2 或 3 HAT i H FARA Care vulnerability) 为 满足 下 面条 件 的 弧 的 最 小 数量 ， 

这 些 弧 的 删除 导致 更 低 连通 范畴 的 有 向 图 ， 对 于 图 11. 17 中 的 每 一 个 有 向 图 ， 确 定 它 的 弧 易 损 度 . 


a e NR al c 
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d) 
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图 11.17 11.2 节 练习 的 有 向 图 
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29. 给 出 一 个 弧 易 损 度 为 4 的 有 向 图 的 例子 . 
30. 对 于 每 一 个 上 ， 给 出 弧 易 损 度 为 上 的 有 向 图 的 例子 . 
31. 给 出 一 个 顶点 数量 为 w， 弧 易 损 度 为 ”一 1 的 有 向 图 DD 的 例子 。 存 在 顶点 个 数 为 n 且 弧 易 损 度 为 的 强 
连通 有 向 图 忆 吗 ? 
32. (a) 如 果 D 是 强 连 通 的 ，D 的 弧 易 损 度 与 项 点 的 最 小 入 度数 (indegree) 之 间 的 关系 是 什么 ? 顶点 的 最 小 
人 度数 就 是 项 点 的 进入 弧 的 最 小 数量 . 
(b) 证 明 强 连 通 有 向 图 的 弧 易 损 度 至 多 是 a/n， 其 中 a EM, n 是 顶点 的 数量 
33. 《Whitney[1932]) 如 果 存 在 有 向 图 D 的 顶点 集合 ， 其 中 的 顶点 的 删除 导致 连通 范畴 低 于 D 的 有 向 赂 ， 
那么 我 们 定义 DD 的 项 点 易 损 度 (vertex vulnerability) 为 这 样 的 顶点 集合 中 最 小 的 集合 的 大 小 ， 否 则 ， 顶 
点 易 损 度 无 定义 . 
(a) 证 明 如 果 局 是 弱 连 通 的 ， 且 至 少 存在 一 对 uv. Gu, VA, ORRE DD 的 弧 ， 那 么 DD 的 顶 
点 易 损 度 小 于 或 等 于 DD 中 任意 项 点 的 最 小 总 度数 [顶点 + 的 总 度数 是 zx 的 人 度数 (进入 弧 的 数量 ) 和 
出 度数 (离开 弧 的 数量 ) 的 和 ]. 
《b) 证 明 项 点 易 损 度 和 最 小 总 度数 可 以 是 不 同 的 . 
(0) 为 什么 我 们 需要 假设 至 少 存在 一 对 užu Wu, VA, 以 都 不 是 DD 的 弧 ? 


11.3 欧 拉 链 和 欧 拉 路 径 
11.3. 1 哥 尼 斯 堡 桥 问 题 

图 论 是 著名 数学 家 欧 拉 [1736] 在 解决 著名 的 哥 尼斯 堡 桥 问 题 8S 时 创建 的 ， 欧 拉 的 技术 已 应 用 
于 街道 清扫 、 计 算 机 机 械 制 图 、RNA 链 、 编 码 、 电 信和 其 他 现代 学 科 的 研究 中 ,我 们 将 在 11. 4 
节 中 概述 其 中 的 一 些 应 用 ， 在 这 里 ， 我 们 给 出 哥 尼 斯 堡 桥 问 题 ， 然 后 给 出 由 它 的 解 所 引出 的 通用 
HR. 

如 图 11. 18 AR. ERRA 7 座 桥 梁 ， 将 普 里 高 里 河中 的 岛屿 和 岸 边 连接 起 来 ， 居 民 们 
想 要 知道 是 否 有 可 能 从 某 一 点 出 发 ， 正 好 徒步 穿越 每 一 座 桥梁 一 次 ， 最 后 返回 到 出 发 地 点 ， 欧 拉 
把 这 一 问题 翻译 成 一 个 图 论 问题 ， 其 方法 是 设 各 个 陆地 区 域 是 顶点 ， 通 过 连接 两 个 陆地 区 域 的 
每 座 桥 为 一 条 边 连 接 两 个 顶点 ， 如 图 11. 19 所 示 的 结果 对 象 称 为 多 重 图 (multigraph)， 当 两 个 顶 
点 工 和 y 之 间或 从 顶点 z 到 顶点 y 之 间 人 允许 存在 多 条 边 或 多 条 弧 时 ， 我 们 将 使 用 术语 多 重 图 或 多 
重 有 向 图 (multidigraph)， 多 重 图 或 多 重 有 向 图 的 连通 性 的 慨 念 ， 诸 如 链 、 回 路 、 路 径 、 循 环 、 
分 支 等 等 都 如 图 或 有 向 图 的 定义 (然而 ， 请 注意 ， 在 多 重 图 中 ， 如 果 在 和 4 之 间 存 在 两 条 边 ， 
我 们 有 一 条 从 a 到 6b 再 到 a 的 回路 )， 这 里 ， 我 们 允许 存在 环 . 


a 


a É ; 


d 


pease 


图 11.18 WENEH 图 11.19 得 自 于 图 11. 18 的 多 重 图 


c 


我 们 说 多 重 图 G 中 的 一 条 链 (chain) 或 多 重 有 向 图 D 中 的 一 条 路 径 (path) 是 欧 拉 的 
《Eulerian) ， 如 果 它 使 用 G 的 每 一 条 边 或 D 的 每 一 条 弧 一 次 且 仅 一 次 ， 欧 拉 观 察 到 哥 尼斯 保 市 民 


© 参见 "The Königsberg Bridges”. Scientific American. 189(1953), 66~70. 
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是 在 图 11. 9 所 示 的 多 重 图 中 寻找 一 条 欧 拉 闭 链 (eulerian closed chain)， 他 提出 了 下 面 的 一 般 问 
题 什么 时 候 一 个 多 重 图 G 有 一 条 欧 拉 闭 链 ? 我 们 从 尝试 回答 这 个 问题 开始 . 显然， 如 果 G 有 
欧 拉 闭 链 ， 那 么 G 一 定 是 相对 于 孤立 项 点 连通 的 (connected up to isolated vertices), MELA 
一 个 G 的 分 支 有 边 ， 另 外 ， 一 条 欧 拉 闭 链 ， 离 开 每 一 个 顶点 zx 的 频率 必须 等 于 它 进入 x 的 频率 ， 
因此 每 一 个 顶点 必须 有 偶数 度 ， 读 者 将 回想 到 ， 其 中 并 的 度 是 z 的 邻居 的 数量 ( 除 从 工 到 工 环 
之 外 ， 对 此 我 们 把 z 的 度 加 2)、 欧 拉 发 现下 面 的 定理 . 

定理 11.2( 欧 拉 ) 呈 ”多 重 图 G 有 欧 拉 闭 链 ， 当 且 仅 当 G 是 相对 于 孤立 顶点 连通 的 ， 而且 G 
的 每 一 个 顶点 都 有 偶数 度 . 

在 证 明定 理 11. 2 的 充分 条 件 之 前 ,我们 观察 到 > 
图 11.19 的 多 重 图 没有 闭 欧 拉链 ， 因 为 顶点 ”有 奇数 ec 一 > > > 
度 ， 因 此 ， 哥 尼斯 堡 市 民 不 可 能 完成 他 们 的 行走 ， 为 
了 进一步 说 明 这 一 定理 ,我 们 注意 到 图 11. 20 给 出 的 多 ý 
重 图 G 是 连通 的 ， 且 每 一 个 项 点 有 偶数 度 ， 一 条 欧 拉 
闭 链 是 a, b, cy de e, fe hy fr as Br e ds by a 图 11. 20 有 欧 拉 闭 链 的 多 重 图 
如 果 多 重 多 图 G 的 每 一 个 顶点 有 偶数 度 ， 那 么 我 们 说 这 个 G 是 偶 的 (even). 
11.3.2 寻找 欧 拉 闭 链 的 算法 

证 明定 理 11. 2 的 充分 性 的 一 个 好 方法 是 描述 在 偶 多 重 图 中 寻找 欧 拉 闭 链 的 过 程 ， 从 有 邻居 
的 任意 项 点 x 开始， 并 选择 连接 zx 的 任意 一 条 边 ， 比 如 说 是 {+，y)}。 接 下 来 ， 选 择 连接 y 的 任 
意 一 条 边 {y，x)， 此 时 要 保证 不 选取 前 面 已 使 用 过 的 边 ， 从 顶点 = 继续 下 去 ， 选 取 前 面 没有 使 用 
且 连 接 这 个 顶点 的 边 ， 现 在 我 们 每 经 过 一 个 顶点 ， 我 们 就 用 去 两 条 邻接 的 边 ， 因 此 ， 连 接 工 之 外 
的 任意 顶点 的 未 使 用 的 边 的 数量 总 是 剩 下 偶数 个 、 因 此 ， 每 当 我 们 进入 一 个 z 之 外 的 顶点 ,我 们 
都 可 以 从 它 出 去 ， 因 为 我 们 从 开始 ， 所 以 连接 工 的 未 使 用 边 的 数量 总 是 保持 奇数 ， 继 续 这 个 过 
程 直到 它 不 可 能 继续 下 去 ， 现 在 ， 因 为 我 们 每 一 次 进入 任意 一 个 z+ 之 外 的 顶点 ， 我 们 都 能 出 去 . 
这 个 过 程 结束 的 唯一 方法 是 返回 到 zx。 让 我 们 在 图 11. 20 中 的 多 重 图 CG 上 说 明 它 ， 假设 z 是 <. 
我 们 可 以 使 用 边 {c，6) 到 达 5b， 然 后 使 用 边 {5，a} 到达 a， 上 再 使 用 边 {a，g} 到 达 g， 使 用 边 {g，e} 
到 达 e， 使 用 边 {fe，d}) 到 达 d4， 使 用 边 {d，c) 返 回 c。 此 时 ,我 们 无 法 继续 前 进 ， 注 意 ， 我 们 已 经 
发 现 了 一 个 闭 链 c,，b，a，g，e，d，c， 这 条 链 开始 并 结束 于 <， 而且 这 条 链 使 用 G 的 每 一 条 边 
至 多 一 次 .然而 ， 这 条 链 没有 用 尽 G 的 所 有 边 ， 我 们 称 这 一 过 程 为 寻找 从 工 至 z 的 闭 链 ”"， 或 
简称 为 CL CHAIN(Cz，z). 

现在 ,这 一 算法 可 以 继续 .注意 在 此 阶段 ,我 们 有 一 条 从 到 xz 的 链 C， 另 外 ， 每 一 个 顶点 
都 有 偶数 条 没有 使 用 过 的 连接 边 ， 因 为 这 个 图 是 相对 于 孤立 顶点 连通 的 ， 如 果 存 在 任意 未 使 用 
边 ， 那 么 一 定 至 少 存在 一 条 未 使 用 边 连 接 链 C 上 的 一 个 顶点 wx。 在 林 使 用 边 的 多 重 图 内 ， 我 们 运 
用 过 程 CL CHAIN(u，w) 去 寻找 从 uw Blu 的 闭 链 ,这 条 链 使 用 前 面 未 使 用 的 边 至 多 一 次 ， 现 在 
我 们 可 以 修改 原来 的 从 z Plr 的 闭 链 C， 其 方法 是 当 我 们 首次 碰 到 uw 时 ,插入 “便道 ”"D， 我 们 得 
到 一 条 新 的 从 x 到 xz 的 闭 链 C"， 它 使 用 G 的 每 一 条 边 至 多 一 次 .如 果 还 存在 没有 使 用 的 边 ， 那 
么 我 们 可 以 重复 上 述 过 程 。 最 终 我 们 一 定 用 尽 原来 多 重 图 的 所 有 边 .继续 我 们 的 例子 ， 注 意 到 至 


G 


O ”如果 一 个 顶点 没有 邻居 ， 那 么 它 被 称 为 孤立 顶点 - 

O 注意 ， 欧 拉 闭 链 不 一 定 通过 图 中 每 一 个 顶点， 例如 ， 在 图 11. 22 中 加 入 孤立 顶点 i 及 孤立 顶点 j E a bs c 
d, e, fı h, fy ay g, e, dy b, < 仍 是 一 条 欧 拉 闭 链 .这 就 是 本 书 使 用 "相对 于 孤立 顶点 连通 "这 一 不 常见 术 
语 的 原因 ， 另 外 ， 本 定理 的 陈述 比 其 他 离散 数学 和 组 合 数 学 的 相应 定理 强 ， 一 一 译 者 注 
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此 我 们 已 得 到 闭 链 C=c, b, a, g, e d, o 连接 这 条 链 的 一 条 未 使 用 边 是 边 {a，f}。 因 为 a 
在 C 上 ， 所 以 我 们 寻找 一 条 从 a 到 a 的 未 使 用 边 的 闭 链 .可 以 利用 我 们 前 面 的 过 程 CL CHAIN 
《a，a) 寻 找 这 样 的 链 ， 一 个 例子 就 是 D=a, f, e, d, b, a 注意， 这 里 ， 我 们 使 用 的 是 {e，d} 
和 {5，a} 的 第 二 条 边 ， 前 面 的 边 已 使 用 过 了 ， 我 们 把 便道 DMARIC 中 ， 得 到 闭 链 C =c b, 
a，f，e，d，b，a，g，e，d，c， 因 为 仍然 存在 未 使 用 边 , 我们 再 次 重复 这 一 过 程 ， 我 们 在 C 上 
寻找 连接 未 使 用 的 边 的 顶点 上 而 且 我 们 使 用 CL CHAIN(f， 记 寻找 一 条 从 SA SWA h, 
了 .我们 把 这 一 便道 插入 到 C HA C =c, b, a, fe h, fe e, d, by a, Bs e, dy cy RRE 
使 用 每 一 条 边 一 次 而 且 只 有 一 次 . 

现在 形式 化 上 面 所 述 的 算法 ， 我们 有 一 个 称 为 CI. CHAING, zx) 的 子 过 程 ， 这 个 过 程 叙 述 
如 下 . 


算法 11.3: CL CHAIN(x, x) 

MA: 多 重 图 G，G 的 未 使 用 边 集合 U， 其 中 每 一 个 顶点 都 在 U 的 偶数 条 边 上 出 现 ， 以 及 出 
现在 U 的 某 些 边 上 的 指定 顶点 工 . 

输出 : 使 用 U 的 每 一 条 边 至 多 一 次 的 从 工 到 的 闭 链 . 

PRI 设置 v 一 z， 且 输出 x( 这 里 ,vu 是 最 后 访问 的 顶点 ). 

步骤 2. BRU 中 存在 一 条 边 (v，y)， 设 置 v 二 y， 输 出 y， 从 UU 中 删除 {vu，y)， 并 重复 这 一 
oR. 

DRI 如 果 U 中 不 存在 边 {u，y}， 则 停止 。 按 顺序 输出 ， 得 到 一 条 我 们 想 要 的 从 工 到 x 的 
闭 链 . 


使 用 算法 11. 3， 现 在 我 们 可 以 概括 整个 过 程 . 


算法 11.4: 寻找 一 条 欧 拉 闭 链 

MA: 相对 于 孤立 顶点 连通 的 偶 多 重 图 G. 

输出 : kht. 

步骤 1. 任 选 一 个 有 邻居 的 顶点 z( 如 果 不 存在 这 样 的 顶点 ， 那 么 每 一 个 顶点 都 是 孤立 的 ， 而 
且 任意 一 个 顶点 就 定义 一 条 欧 拉 闭 链 ， 输 出 这 一 顶点 并 停止 )， 设 U 一 E(G). 

步骤 2. 运用 CL CHAIN(z，z) 得 到 一 条 链 C. 

PRI 从 U 中 删除 C 中 的 所 有 边 (从 技术 上 看 ， 这 在 步骤 2 中 已 完成 了 ). 

步骤 4 如 果 U 一 空 集 ， 停 止 并 输出 C， 如 果 U 天 空 集 ， 那么 C 上 寻找 一 个 在 U 中 有 连接 边 
HBR wu, WE HRS. 

步骤 5. 运用 CL CHAIN(wu， 得 到 一 条 链 D. 

步骤 6. 在 第 一 个 被 访问 点 处 插入 便道 D， 重新 定义 C， 从 U 中 删除 DD 的 所 有 边 ， 并 返回 
到 步骤 4. 


对 于 这 一 算法 的 更 形式 化 的 描述 ， 请 参见 Even[ 1979). Even 指出 在 最 坏 的 情况 下 ， 完 成 这 
一 算法 所 用 的 步骤 数 是 常量 k 乘 以 边 数 e。。 因 此 ， 如 果 G 是 一 个 图 ( 即 如 果 没 有 多 重 边 )， 上 面 的 
算法 的 计算 复杂 度 是 


ke Lk OZD okak 
T 2 2 2 
一 个 关于 nn 的 多 项 式 界 . [用 2.18 节 的 术语 ， 这 是 一 个 O(e)， 或 对 于 图 来 说 是 O(z ) 算 法 . ] 因 为 
显然 这 一 算法 可 行 ， 从 而 证 明了 定理 11. 2. 
寻找 一 条 欧 拉 闭 链 的 另外 一 个 算法 要 使 用 11. 1 节 的 深度 优先 搜索 过 程 ， 我 们 把 这 样 一 个 算 


g 


fe 
的 | 
a 


430 第 三 部 分 存在 问题 


法 的 陈述 留 给 读者 (练习 18). 
11.3.3 ”关于 欧 拉 链 和 欧 拉 路 径 的 更 多 结果 

下 面 的 定理 告诉 我 们 什么 时 候 一 个 多 重 图 存在 一 条 网 拉链 (不 一 定 是 封闭 的 )， 我 们 把 其 证 
明 留 给 读者 . 

定理 11.3( 欧 拉 ) 一 个 多 重 多 图 G 有 一 条 欧 拉 链 当 且 仅 当 如 果 G 相对 于 孤立 顶点 连通 ， 且 
奇数 度数 的 顶点 的 数量 等 于 0 或 2. 


根据 这 一 定理 ， 图 11. 19 的 多 重 图 没有 欧 拉链 ， 然 
而 、 图 11. 21 的 多 重 图 有 了 欧 拉链 ， 因 为 奇 度数 的 顶点 的 一 
数量 正好 为 2. 

现在 我 们 对 多 重 有 向 图 陈述 类 似 的 结果 ， 并 把 其 证 几 11. 21 有 一 条 欧 拉链 的 多 重 图 
明 留 给 读者， 在 这 些 定理 中 。 个 顶点 的 人 度数 (测度 


数 ) 是 进入 (出 去 ) 的 弧 的 数量 ， 一 个 有 向 图 (多 重 有 向 
TED) P28 49 #4 ið (weakly connected). ， 如 果 忽 略 弧 的 所 有 


方向 ,其 结果 图 (多 重 图 ) 是 连通 的 . 


定理 11.4(Good[1946]) 一 个 多 重 有 向 图 D 有 一 n » 
条 欧 拉 封闭 路 径 ， 当 且 仅 当 D 相对 于 孤立 顶点 弱 连 图 11. 22 ”没有 欧 拉 路 径 的 
通 日 ， 且 对 于 每 一 个 项 点， 入 度数 等 于 出 度数， 两 个 多 重 有 向 图 


定理 11.5(Good[1946]) 一 个 多 重 有 向 图 D 有 一 
条 欧 拉 路 径 ， 当 且 仅 当 D 相对 于 孤立 顶点 能 连通 ， 且 除了 可 能 的 两 个 顶点 外 ， 对 于 所 有 顶点 ， 
入 度数 等 于 出 度数 ， 且 至 多 对 于 两 个 顶点 ， 入 度数 与 出 度数 相差 1. 

通过 图 11. 22 的 两 个 多 重 有 向 图 说 明定 理 11. 5，。 这 两 个 图 都 没有 网 拉 路 径 ， 在 第 一 个 例子 
中 ,存在 4 个 顶点 ,它们 的 入 度数 不 同 于 出 度数 ， 在 第 二 个 例子 中 ， 正 好 有 两 个 这 样 的 顶点 , 但 
是 对 于 每 一 个 这 样 的 顶点 ， 人 度数 与 出 度数 的 差 大 于 1， 注 意 定理 11. 5 的 条 件 意味 着 如 果 对 于 
任意 项 点 ， 人 度数 不 等 于 出 度数 ， 那 么 正好 有 一 个 顶点 剩余 一 个 人 度数 ， 及 正好 有 一 个 顶点 剩余 
一 个 出 度数 (练习 9)， 可 以 证 明 这 两 个 顶点 对 应 于 这 条 欧 拉 路 径 的 第 一 个 顶点 和 最 后 一 个 顶点 . 

注意 如 果 存 在 环 ， 那 么 定理 11. 2 一 定理 11. 5 成 立 ， 还 要 注意 在 一 个 多 重 图 中 ， 一 个 环 把 一 
个 顶点 的 度数 增加 2， 而 在 一 个 多 重 有 向 图 中 ， 自 循环 把 人 度数 增加 1， 出 度数 加 1。 因 此 、 自 
循环 不 影响 欧 拉链 (封闭 ) 或 路 径 的 存在 . -一 一 
本 节 练习 £>) i 
1. 对 于 图 11. 23 所 示 的 每 一 条 有 桥 的 河 .构建 一 个 对 应 的 多 重 NS S 

图 并 确定 是 否 有 可 能 从 一 个 给 定点 出 发 经 过 每 一 座 桥 一 次 且 


a) 

仅 有 一 次 ， 并 返回 到 出 发 点 ， | 
2. 图 11. 24 HEER PAEA RKR? 对 于 存在 欧 拉 闭 Sf" ae 
链 的 多 重 图 ， 寻 找 一 条 欧 近亲 链 . We TY 

3. 网 11.24 的 多 重 图 中 ， 有 的 没有 欧 拉 闭 链 , 哪些 有 一 条 欧 
拉链 ? » 


4. FLL 25 的 多 重 有 向 图 中 ， 哪些 图 有 一 条 欧 拉 封 闭路 径 ? 对 于 有 P123 11. 3 节 练习 1 的 河和 桥 
欧 拉 封闭 路 径 的 多 重 有 向 图 ， 寻 找 一 条 网 拉 封闭 路 径 . 


旺 、 即 当 忽 略 弧 的 所 有 方向 时 ， 基 础 多 重 图 是 相对 于 孤立 顶点 连通 的 . 
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5. 图 11. 25 的 多 重 有 向 图 中 ， 有 的 图 没有 欧 拉 封闭 路 径 ， 哪 些 图 有 欧 拉 路 径 ? 


Gy Gy Dy Ds 
图 11.24 11.3 节 练习 的 多 重 图 几 11.25 11.3 节 练习 的 多 重 有 向 图 


6. 对 于 图 11. 26 的 每 一 个 多 重 图 G， 对 顶点 a 及 山王 E(G) 运 用 子 程序 CL CHANG, a). 
7. 对 于 图 11. 26 中 的 每 一 个 多 重 图 ， 运 用 定理 11. 4 寻找 一 条 欧 拉 闭 链 . 
8. 你 如 何 修改 定理 11. 4， 以 便 寻 找 从 工 到 y 的 一 条 欧 拉链 . 
9, 证 明 在 一 个 有 欧 拉 路 径 但 没有 欧 拉 封 闭路 径 的 多 重 有 向 图 中 ， 正 好 有 一 个 顶点 剩余 一 个 人 度数 ， 正 好 有 
一 个 项 点 剩余 一 个 出 度数 . 
10. (a) 合 你 的 笔 不 离开 纸 面 且 不 重合 .能 够 世 出 图 11. 27a 吗 ? 
(b) 对 于 图 11. 27b 情况 又 如 何 ? 
《c) 对 于 图 11. 27c 情况 又 如 何 ? 
(dd) 对 于 图 11. 27d 情况 又 如 何 ? 


d) 
图 11. 26 11.3 节 练习 的 多 重 图 图 11.27 11.3 节 练习 10 的 画图 
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640) 


11. (Harary 和 Palmer[1973]) 证 明 ”个 顶点 的 标签 偶 图 的 数量 等 于 ”一 1 个 顶点 的 标签 图 的 数量 . [提示 : 
对 于 一 个 ”一 1 个 项 点 的 标签 图 ， 增 加 标签 为 ”的 一 个 顶点， 并 把 它 与 奇 度数 的 G 的 顶点 连接 起 来 . ] 

12. (a) 对 于 图 11. 25 中 的 有 欧 拉 封闭 路 径 的 每 一 个 多 重 有 向 图 ， 确 定 开始 和 结束 于 a 的 欧 拉 封闭 路 径 

的 数量 . 

(b) 对 于 图 11. 25 中 的 没有 欧 拉 封闭 路 径 但 是 有 欧 拉 路 径 的 每 一 个 多 重 有 向 图 ， 确 定 欧 拉 路 径 的 数量 . 

13. 对 于 图 11. 26d 的 图 ， 确 定 开始 和 结束 于 a 的 欧 拉 闭 链 的 数量 . 

14. 证 明 没 有 孤立 项 点 但 有 欧 拉 封 闭路 径 的 每 一 个 有 向 图 是 强 连 通 的 . 

15. 证 明 没 有 孤立 项 点 但 有 欧 拉 路 径 的 每 一 个 有 向 图 是 单 连通 的 . 

16. 每 一 个 强 连 通 有 向 图 都 有 欧 拉 封 闭路 径 吗 ? 为 什么 ? 

17. 每 一 个 单 连通 有 向 图 都 有 欧 拉 路 径 吗 ? 为 什么 ? 

18. 描述 使 用 深度 优先 搜索 过 程 寻找 一 条 欧 拉 闭 链 的 算法 . 

19. 证 明定 理 11. 3 的 必要 部 分 . 

20. 证 明定 理 11. 3 的 充分 部 分 . 

21. 证 明定 理 11. 4, 

22. 证 明定 理 11. 5. 


11.4” 欧 拉链 和 欧 拉 路 径 的 应 用 


本 节 ， 我 们 给 出 11. 3 节 所 陈述 概念 的 各 种 应 用 ， 本 节 的 各 小 节 是 独立 的 ， 除 11.4.2 节 和 
11.4. 3 节 要 依赖 于 11. 4. 1 节 之 外 ， 除 这 之 外 ， 各 小 节 的 阅读 顺序 不 限 ， 没 有 时 间 研 读 所 有 各 小 
节 的 读者 ， 可 以 抽出 其 中 的 几 小 节 阅 读 ， 如 11.4.1 节 、11.4.2 节 、11.4.4 节 和 11.4.6 W. 

11. 4. 1 “中 国 邮 差 " 问 题 

从 一 个 邮局 出 来 的 邮递 员 必 须 把 信件 送 到 某 个 区 域 的 每 一 个 街区 ， 然 后 返回 到 这 个 邮局 . 
这 名 邮递 员 所 走 过 的 最 短路 径 是 多 少 ? 这 一 问题 原本 是 Kwan[1962] 所 研究 的 ， 而 且 传统 上 一 直 
把 这 一 问题 称 为 “中 国 邮差 "问题 (chinese postman problem), 或 只 称 邮 差 问 题 (postman 
problem)， 很 多 投递 员 、 地 里 播种 的 农民 、 道 路 维修 人 员 等 都 会 过 到 类 似 的 问题 . 

我 们 通过 构建 每 一 个 顶点 表示 一 个 路 口 、 每 一 条 边 表示 一 条 街 的 图 G， 来 表示 邮差 问题 S. 
为 简便 起 见 ， 假 设 邮 局 在 路 口 附近 ， 那 么 邮递 员 在 这 个 图 中 寻找 一 条 闭 链 ， 这 条 闭 链 开始 和 结束 
于 对 应 于 邮局 附近 路 口 的 顶点 xz， 而且 它 使 用 这 个 图 的 每 一 条 边 至 少 一 次 . 

如 果 图 G 有 一 条 欧 拉 闭 链 ， 我 们 可 以 选 出 这 条 开始 于 的 链 ， 并 沿 着 这 条 链 返 回 到 zx， 没 有 
哪 条 链 能 给 出 更 短 的 路 径 ， 如果 不 存在 这 样 的 欧 拉 闭 链 ， 那 么 我 们 可 以 如 下 盖 述 这 一 问题 .任意 
一 名 邮递 员 的 路 径 都 将 使 用 G 的 所 有 边 一 次 ， 而 且 其 中 某 些 边 可 能 使 用 多 次 .假设 我 们 按 如 下 
方法 修改 G， 我 们 可 以 用 在 这 名 邮递 员 的 路 径 中 出 现 的 边 的 拷贝 取代 G 中 的 每 一 条 边 ， 拷 贝 次 数 
等 于 这 条 边 在 邮递 员 的 路 径 出 现 的 次 数 ,或 者 等 价 于 ,给 G 增 加 足够 多 的 每 一 条 边 的 拷贝 ， 使 
得 可 以 形成 这 名 邮递 员 的 完整 路 径 。 那 么 在 得 到 的 多 重 图 中 ,这 名 邮递 员 的 路 径 对 应 于 从 工 到 
的 欧 拉 闭 链 。 例如， 考虑 图 11. 28 中 的 图 G， 它 代表 一 个 城市 的 一 个 四 方形 区 域 ， 在 G 中 没有 了 欧 
拉 闭 链 ， 因 为 项 点 d 的 度数 为 3， 邮 递 员 的 一 条 可 能 的 路 径 是 闭 链 zx, h, gy d, e fe cy by as 
d, e, b, e, hy xy fy x. 这 条 链 对 应 于 图 11. 28 所 示 的 第 一 个 多 重 图 (增加 的 边 用 虚线 表示 ). 
另 一 条 可 能 的 路 径 是 zx， h, e, hy gs d, e, dy g, dy ay by e, by c, fy e, fy x. 这 条 链 对 
应 于 图 11. 28 的 第 二 个 多 重 图 其 中 第 一 条 路 径 较 短 ; 等 价 地 ， 它 需要 补充 较 少 的 G 的 边 的 拷贝 


O 这 样 做 可 以 简化 这 一 问题 .两 出 有 房子 的 x 和 > 之 间 的 一 条 街 实际 上 应 该 被 表示 成 x My 之 间 的 两 条 边 ， 一 名 
邮递 员 首先 油 着 这 条 街 的 一 侧 行走 ， 然 后 再 在 另 一 侧 向 回 行走 . 
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《第 二 条 路 径 通过 忽略 4，g，d 部 分 可 变 短 ). 

尝试 着 在 G 中 寻找 邮递 员 从 到 zz 的 最 
短路 径 的 问题 ， 等 价 于 这 样 的 问题 : 确定 加 
人 到 G 中 的 G 的 边 的 最 小 拷贝 数量 ， 以 便 得 
到 一 个 有 欧 拉 闭 链 的 多 重 图 ， 即 在 一 个 所 有 
顶点 都 有 偶数 度 的 多 重 图 内 有 一 条 欧 拉 闭 链 . 
解决 这 一 组 合 优化 问题 的 一 般 方 法 是 ， 把 这 
个 问题 翻译 成 第 12 章 将 要 讨论 的 类 型 的 最 大 
权 匹 配 问题 .我 们 将 在 12. 7. 1 节 中 具体 讨论 
这 一 翻译 ， 在 我 们 的 例子 中 ,很 容易 看 到 ， 
因为 存在 四 个 奇数 度 的 顶点 ， 而 且 没 有 两 个 
是 邻接 的 ， 所 到 至 少 要 加 入 四 条 边 ， 因 此 ， 
图 11. 28 的 第 一 个 多 重 图 对 应 于 邮递 员 的 最 
短路 径 . 

在 11.4.3 节 中 ,我 们 扩展 这 一 问题 K 
于 “中 国 邮差 ”问题 讨论 的 较 好 文献 请 参见 1.28 表示 一 名 邮递 员 所 负责 的 区 域 图 和 对 应 于 


Lawler [ 1976 ]、 Minieka [ 1978 J, ` Johnson 邮递 员 路 径 的 两 个 多 重 图 
[2000]. 
11.4.2 计算 机 绘图 
Reingold 和 Tarjan[1981] 指 出 ，11. 4. 1 节 所 讨论 的 “中 国 邮 差 " 问 题 也 会 出 现在 通过 计算 机 人 S 


对 事先 指定 顶点 位 置 的 图 的 机 械 绘制 中 。Reingold 和 Tarjan 所 描述 的 机 械 绘 图 包含 冲击 波 的 传 
播 问题 ， 在 这 一 问题 中 ， 必 须 画 出 数 以 千 记 的 顶点 的 网 格 ; 地 图 绘制 ， 电 网 以 及 活动 图 表 ( 参 见 
Reingold 和 Tarjan 的 论文 作为 参考 ). 

当 绘 图 仪 随 着 笔 离开 纸 面 移动 时 ， 在 机 械 绘图 中 要 浪费 大 量 的 时 间 ， 因 此 ， 我 们 要 设法 最 小 
化 从 项 点 到 项 点 的 笔 离开 纸 面 的 移动 次 数 ， 这 正好 是 下 面 这 样 的 问题 ， 把 边 加 入 到 被 绘制 的 图 
中 ,以 得 到 带 有 欧 拉 闭 链 的 多 重 图 的 边 数 的 最 小 化 问题 . 
11.4.3 街道 清扫 

组 合 数学 应 用 的 一 个 较 大 的 领域 是 城市 公共 事业 的 领域 ， 很 多 城市 每 年 要 花 去 数 以 十 亿 计 
的 美元 提供 公共 服务 ， 组 合 数学 已 应 用 于 很 多 方面 ， 其 中 包括 火灾 和 警察 局 的 位 置 及 人 员 配 置 ， 
快速 运输 系统 的 设计 ， 市 政工 人 班次 的 安排 ， 为 街道 清扫 和 除雪 工具 安排 路 线 等 等 ， 对 于 以 上 各 
方面 的 应 用 例子 ， 可 以 参见 Beltrami1977]、Dror[2000] 和 Helly[1975]， 我 们 在 例子 3. 14 中 讨 
论 了 回收 垃圾 的 垃圾 卡车 的 路 线 问题 ， 这里， 我们 讨论 确定 街道 清扫 和 除雪 设备 的 优化 路 径 的 
问题 ， 我 们 参考 Tuucker 和 Bodin[1983]; 也 可 以 参见 Liebling[1970]. 

我 们 具体 考虑 街道 清扫 问题 ， 设 在 要 被 清扫 的 区 域 的 街道 路 口 是 多 重 有 向 图 的 顶点. 如果 
有 一 条 马路 从 工 指向 >， 那么 就 包含 一 条 从 x By 的 弧 .一 般 地 ， 单 行 线 给 出 从 工 到 的 两 条 
弧 ， 这 就 是 为 什么 我 们 得 到 一 个 多 重 有 向 图 ， 称 这 个 多 重 有 向 图 为 马路 多 重 有 向 图 (curb 
multidigraph). 

在 给 定 的 一 段 时 间 内 ， 要 清扫 某 些 街道 这 些 街道 所 对 应 的 弧 定义 一 个 称 为 清扫 子 图 


O 尽 管 馆 今 仍 用 于 CAD 应 用 ， 但 是 笔 绘 图 仪 很 快 变 得 陈旧 ， 这 归功 于 喷 量 和 激光 打印 机 的 出 现 . 
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(sweep suubgraph) 的 马路 多 重 有 向 图 的 子 图 (根据 停止 规则 ， 在 一 个 较 大 的 城市 诸如 纽约 城中 ， 
要 清扫 的 街道 在 清扫 期 间 要 保持 车 辆 畅通 无 阻 ). 

现在 清扫 子 图 中 的 任意 一 条 弧 与 表明 清扫 对 应 马路 所 需要 的 时 间 长 度 的 一 个 数 有 关 ， 同样 ， 
马路 多 重 有 向 图 中 的 任意 一 条 弧 与 表明 走 过 对 应 马路 而 不 清扫 它 所 需要 的 时 间 长 度 的 一 个 数 有 
关 . 我 们 把 这 个 时 间 称 为 空 载 返 回 时 间 (deadheading time). 

图 11. 29 给 出 一 个 马路 多 重 有 向 图 ， 其 中 一 些 弧 是 实 线 表示 的 ， 这 些 弧 定义 清扫 和子 图 ， 每 一 
个 弧 都 有 在 方 格 中 的 数字 ; 这 个 数字 是 空 载 返回 时 间 . 实 线 弧 有 另外 一 个 在 圆圈 中 的 数字 ， 这 个 
数字 是 清扫 时 间 . 


图 11.29 马路 多 重 有 向 图 ， 实 线 弧 定义 清扫 子 图 ， 方 块 中 的 数字 表示 
返回 时 间 ， 而 圆圈 中 的 数字 表示 清扫 时 间 


我 们 希望 寻找 一 种 方法 ， 从 某 一 特定 地 点 (车 库 ) 开 始 ， 清 扫 清 扫 子 图 中 的 所 有 马路 ， 返 回 到 
出 发 地 点 ， 并 使 用 尽 可 能 少 的 时 间 ， 这 是 11. 4. 1 节 所 讨论 的 “中 国 邮差 "问题 的 扩展 ， 而 且 我 们 
对 此 的 处 理 方法 也 是 类 似 的 .我们 在 马路 多 重 有 向 子 图 中 ， 寻 找 包含 清扫 子 图 的 所 有 弧 的 一 条 
封闭 路 径 。 与 任意 可 接受 路 径 相关 的 时 间 是 ， 被 清扫 弧 的 清扫 时 间 的 总 和 加 上 没有 被 清扫 路 径 
中 的 弧 的 空 载 返回 时 间 总 和 ， 注 意 一 条 弧 可 以 在 这 条 路 径 中 出 现 多 次 ， 即 使 它 是 实 线 弧 ， 我 们 只 
计数 清扫 时 间 一 次 ， 这 条 弧 只 在 第 一 次 经 过 时 被 清扫 .对 于 这 条 弧 的 其 他 每 一 次 出 现 ， 我 们 计数 
空 载 返 回 时 间 . 

如 果 清 扫 子 图 有 一 条 欧 拉 封闭 路 径 ， 那 么 正如 在 “中 国 邮差 "问题 中 那样 ， 这 条 路 径 必定 是 最 
少时 间 的 街道 清扫 路 径 ， 在 我 们 的 例子 中 ,定理 11. 4 表明 不 存在 这 样 的 路 径 ， 因 为 清扫 子 图 中 
有 几 个 顶点 ， 这 几 个 顶点 的 人 度数 不 等 于 出 度数 ， 因 此 ， 街 道 清扫 问题 的 一 个 解 是 使 用 不 在 清扫 
子 图 中 的 某 些 弧 的 马路 多 重 有 向 图 的 一 条 封闭 路 径 P， 假 设 为 空 载 ， 我 们 把 已 中 使 用 的 所 有 弧 
加 入 到 清扫 子 图 中 ， 或 者 是 因为 它们 不 在 清扫 子 图 中 ， 或 是 因为 它们 先前 已 在 已 中 被 清扫 过 . 
加 入 这 些 弧 的 次 数 等 于 它们 所 使 用 的 次 数 ， 加 和 这些 弧 给 出 一 个 多 重 有 向 图 ， 在 这 个 多 重 有 向 
图 中 ,路 径 已 是 一 条 欧 拉 封闭 路 径 ， 例 如 ， 图 11. 29 中 的 马路 多 重 有 向 图 中 的 使 用 了 清扫 子 图 
的 所 有 弧 的 一 条 封闭 路 径 ， 是 由 下 面 的 弧 给 出 的 : 

fre,bsc, fresd,asd,asbsc, f (11.1) 
(假设 车 库 是 在 万 .路 径 (11. 1) 对 应 于 加 到 清扫 子 图 中 的 如 图 11. 30 所 示 的 虚线 弧 . 
一 般 地 ， 我 们 希望 所 加 入 弧 上 的 空 载 返回 时 间 总 和 最 小 化 8 ， 而 且 我 们 想 要 加 入 空 载 返回 


日 ”我 们 忽略 空 载 返回 之 外 的 其 他 耽 捆 的 源头 例如， 与 卡车 调头 相关 的 耽搁 等 。 这 些 耽 搁 可 以 通过 定义 与 不 同 种 
类 的 卡车 调头 相关 的 罚 时 体系 而 引 和 人 (参见 Tucker 和 Bodin[1983])- 
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弧 ， 使 得 在 结果 多 重 有 向 图 中 ， 有 一 条 欧 拉 封 闭路 径 ， 即 每 一 个 顶点 都 有 入 度数 等 于 出 度数 . 

Tucker 和 Bodin[1983] 给 出 如 何 求解 O 

其 结果 的 组 合 优化 问题 ， 其 方法 是 把 A —— | 
Fig < 


题 ， 这 一 方法 类 似 于 用 于 12.7.1 节 所 

述 的 “中 国 邮 差 ” 问 题 的 方法 .在 我 们 SA 
的 例子 中 ,一 条 优化 的 路 线 是 路 径 f， 
es dy ey by Gy by ay de er by cr fi 
这 一 路 线 所 需要 的 时 间 总 量 是 清扫 的 ”网 11. 30 通过 增加 虚线 弧 从 图 11. 29 的 清扫 子 图 (对 应 于 路 


72 加 上 空 载 返 回 的 20， 路 线 (11. 1) 所 RAL 1)) 而 得 的 有 网 拉 封 闭路 径 的 多 重 有 向 图 
需要 的 时 间 总 量 是 清扫 的 72 加 上 空 载 


返回 的 48， 这 种 情况 相对 不 好 . 
11.4.4 寻找 未 知 的 RNA/DNA 链 
本 小 节 考 虑 由 一 个 未 知 串 的 片段 集合 ， 寻 找 未 知 的 RNA/DNA 串 的 问题 . 


【 例 11. 1 酶 的 完全 分 解 】 2. 12 节 讨论 了 在 运用 两 个 酶 之 后 ， 给 定 RNA 链 片段 的 信息 ， 寻 
找 这 个 RNA 链 的 问题 ， 这 两 个 酶 中 的 一 个 在 每 一 个 G 链接 之 后 分 裂 这 个 链 ， 而 另外 一 个 酶 在 每 
一 个 UU 或 C 链 接 之 后 分 裂 这 个 链 . 这 里 ,我 们 给 出 如 何 使 用 欧 拉 封闭 路 径 的 概念 ， 寻 找 有 给 定 
的 G，U，C 片段 的 所 有 RNA ft. 

如 果 仅 存在 一 个 G 片段 或 仅 有 一 个 U，C 片段 ， 那 么 这 个 链 是 确定 的 ， 因 此 ， 我 们 将 假设 至 
少 有 两 个 G 片段 和 至 少 两 个 U，C 片段. 

我 们 将 使 用 下 面 的 G，U，C 片段 说 明 这 一 过 程 ; 

G 片 段 ;CCG,G,UCACG,AAAG,AA 
U,C 片 段 C,C,GGU,C,AC,GAAAGAA. 
我 们 首先 在 每 一 个 G，U，C 之 后 拆 开 每 一 个 片段 : 例如， 把 片段 GAAAGAA PRG + AAAG + 
AA, GGU ÆR G+ G+ U, 而 UCACG 变 成 U，C。AC，G， 每 一 部 分 被 称 为 兴 基 部 (extended 
base)， 一 个 片段 中 除了 第 一 个 和 最 后 一 个 尖 基 部 外 ， 所 有 尖 基 部 被 称 为 内 尖 基 部 (interior 
extended bases)， 使 用 这 个 片段 的 深 一 层 的 分 解 ， 我 们 首先 观察 如 何 确定 所 求 RNA 链 的 开始 和 
结束 ， 我 们 做 两 个 列表 ， 一 个 列表 给 出 由 两 个 分 解 而 形成 的 所 有 片段 的 所 有 内 尖 基 部 ， 而 另外 一 
个 列表 给 出 由 一 个 尖 基部 组 成 的 所 有 片段 ， 在 我 们 的 例子 中 ， 可 得 到 下 面 的 两 个 列表 : 
ARER, C.C, AC, G, AAAG 
由 一 个 尖 基部 组 成 的 片段 :G,AAAG,AA,C,C,C,AC. 

不 难 证 明 第 一 个 列表 中 的 每 一 项 都 在 第 二 个 列表 中 (练习 17)， 另 外 ， 整 个 链 中 的 第 一 个 和 最 后 
一 个 尖 基 部 ， 都 在 第 二 列表 中 而 不 在 第 一 个 列表 中 (练习 17)， 因 为 我 们 假设 至 少 有 两 个 G 片段 
和 两 个 U，C 片段 ， 所 以 不 难 证 明 在 第 二 个 列表 中 总 是 正好 存在 两 项 不 在 第 一 列表 中 (练习 17). 
其 中 的 一 项 是 这 个 RNA 链 的 第 一 个 尖 基部 ， 而 另外 一 项 是 这 个 RNA 链 的 最 后 一 项 ， 在 我 们 的 
例子 中 ,它们 是 AA 和 C， 我 们 如 何 知道 哪个 是 最 后 一 项 ? 我 们 通过 观察 其 中 的 一 个 项 来 自 于 一 
个 异常 片段 (abnormal fragment) 就 可 做 到 这 一 点 ， 即 它 是 - -个 不 结束 于 G 的 G 片段 的 最 后 一 个 
尖 基 部 ， 或 不 结束 于 U 或 C 的 U，C 片段 的 最 后 一 个 尖 基部 ， 在 我 们 的 例子 中 ，AA 是 两 个 异常 
片段 AA 和 GAAAGAA 的 最 后 的 尖 基部 .这 表明 我 们 寻找 的 链 开始 于 C 并 结束 于 AA. 

为 了 寻找 所 有 可 能 的 链 ， 我 们 构建 一 个 多 重 有 向 图 如 下 : 首先 确定 有 多 个 尖 基 部 的 所 有 正 


这 一 问题 设 为 13. 4. 1 节 所 述 的 运输 问 fg 
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常 片段 ， 根 据 每 一 个 这 样 的 片段 ， 使 用 第 一 个 和 最 后 一 个 尖 基 部 作为 项 点， 并 画 出 从 第 一 个 尖 基 
部 到 最 后 一 个 尖 基 部 的 一 条 弧 ， 用 所 对 应 的 片段 标记 这 条 弧 ( 我 们 将 增加 一 条 弧 )， 图 11. 31 说 明 
记 这 一 构造 ， 例 如 ， 我 们 已 包括 了 从 U 到 G 的 一 条 弧 ， 使 用 所 对 应 的 片段 UCACG 的 名 字 标 记 


RRM. KM, RITMAN CA GMA GF U M GAAAGAA*C GGU 

弧 ， 如 果 存 在 多 条 带 有 相同 的 第 一 个 和 最 后 一 个 尖 基 NS 
部 的 正常 片段 ， 那 么 也 许 存在 多 条 从 给 定 的 尖 基 部 到 

另外 的 尖 基 部 的 扳 。 最 后 我 们 把 另 一 条 弧 加 入 到 我 Spa, « EAS 

们 的 多 重 有 向 图 中 ， 通 过 区 分 出 最 长 的 异常 片段 ， 并 ”图 1.31 从 完全 酶 分 类 而 得 到 的 RNA 
画 出 从 这 一 异常 片段 的 第 一 个 尖 基部 到 这 条 链 的 第 一 链 的 重新 移 建 的 多 莉 有 向 图 


个 尖 基 部 的 弧 ， 就 可 以 得 到 这 条 弧 ， 这里， 这 条 弧 即 是 GAAAGAA. 这 里 我 们 加 入 一 条 从 G 到 
C 的 弧 ， 我 们 用 不 同 的 标签 标记 这 条 弧 ， 把 它 记 为 X* Y， 其 中 X 是 最 长 的 异常 片段 ，* 是 标明 
特殊 弧 的 一 个 符号 ,而 YY 是 这 个 链 中 的 第 一 个 尖 基 部 ， 因此， 在 我 们 的 例子 中 ,我 们 用 
GAAAGAA = C 标记 从 G 到 C 的 弧 ， 带 有 给 定 的 G，U 和 C 片段 的 每 一 个 可 能 的 RNA 链 都 可 以 
从 我 们 构建 的 多 重 有 向 图 中 区 分 出 来 .可 以 证 明 每 一 个 这 样 的 链 对 应 于 一 条 结束 于 特殊 弧 X* Y 
(练习 20) 的 一 条 欧 拉 封 闭路 径 ， 在 我 们 的 例子 中 ， 唯 一 的 这 样 的 欧 拉 封 闭路 径 是 从 C 到 G 到 U 
到 G 到 C， 通 过 使 用 对 应 的 弧 标签 ， 我 们 得 到 下 面 的 链 : 
CCGGUCACGAAAGAA, 

很 容易 验证 这 条 链 有 所 给 的 G，U 和 C 片段 ， 有关 这 一 图 理论 方法 的 更 详细 的 讨论 请 参见 
Hutchinson[1969]. a 


【 例 11. 2 杂交 顺序 DNA 排序 中 出 现 的 一 个 问题 是 ， 根 据 出 现在 DNA 串 S 中 的 所 有 长 
度 为 k 的 子 串 的 列表 ， 确 定 这 个 DNA 串 S 的 问题 ， 称 为 杂交 顺序 (sequencing by hybridization) a 
SBH 问题 ， 其 解决 方法 再 一 次 使 用 了 欧 拉 路 径 的 概念 (参见 PevznerL1989]). 

考虑 DNA 链 中 确定 的 4 个 基 A，C，G，T. RL BS 的 所 有 长 度 为 的 子 串 的 列表 [这 
个 数据 来 自 于 对 应 于 所 有 44 个 长 度 为 的 DNA 序列 的 合成 片段 (* 试 样 ”) 的 DNA 数组 (DNA 碎 
片 )， 如 果 包 含 一 个 未 知 序列 的 荧光 标签 DNA 片段 下 的 解 被 运用 于 这 一 数组 ， 那 么 它 与 对 应 于 
FF 中 长 度 为 k 的 子 串 的 试 样 杂交 ,其 含义 是 交换 A 和 及 G 和 C.J] 例如， 如 果 S= 
ACACGCAACTTAAA, H k=3, 那么 

L = (ACA.CAC, ACG,CGC.GCA,CAA, AAC, 
ACT,CTT,TTA,TAA, AAA). 


(我 们 将 假设 长 度 子 串 在 S 中 最 多 出 现 一 次 ， 正 如 本 例子 中 那样 。 实 际 上 ， 约 等 于 10 hy kE 
以 满足 这 一 目的 . ) 我 们 如 下 构建 有 向 图 D(L)。 设 每 一 个 可 能 的 (k 一 1) 长 度 DNA 串 是 D(L) 的 顶 
点 . 因此 | Va) | =A. FL pEARLI Sabe E D(L) 中 存在 一 条 相关 的 弧 
ay. May MARAE 的 前 4 一 1 个 基 的 项 点 出 发 到 代表 ! 的 后 4 一 1 个 基 的 项 点。 所 以 ， 串 1 对 应 于 
下 面 的 弧 : 


(11.2) 


ay = (by brebi- 60263"). 
我 们 还 使 用 /的 最 右边 的 基 64 标记 弧 a:。 最 后 ， 我 们 消除 所 有 D(L) 的 孤立 顶点 (参见 图 11. 32). 
如 果 尸 是 DC(L) 中 的 一 条 路 径 ， 那 么 存在 按 下 面 方法 由 卫 构 建 的 相关 串 Sp: 串 Sp 开始 于 P 中 
的 第 一 个 顶点 的 标签 ， 跟 着 是 已 的 弧 上 的 标签 例如， 在 图 11. 32 中 ,路径 P=AC. CG, GC, 


© ”我 们 的 讨论 来 自 于 Gusfield[1997] 和 Pevzner[2000]. 
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CA, AC, CA, AA, AA, AC, CT. TT, TA, AA 产生 串 Sp 一 ACGCACAAACTTAA， 我 们 称 路 
径 己 指定 串 SP， 有 向 图 D(L) 事 实 上 是 11. 4. 6 节 所 给 出 的 德 布 鲁 因 图 表 的 子 图 . 

给 定 上 长 度 子 串 的 集合 LL， 串 S 称 为 与 L 
相 容 (compatible) ， 如 果 S 包含 L 中 的 每 一 个 
FRAS 不 包含 其 他 长 度 为 FR. 于是， 
目标 是 寻找 与 长 度 DNA 子 串 的 数据 集 相 容 
的 那些 串 ， 下 面 定理 的 证 明 留 作 练习 16. 

定理 11.6 囊 S 与 L 相 容 ， 当 且 仅 当 S 
由 疡 (L) 中 的 一 条 欧 拉 路 径 指定 . 

根据 上 面 的 构造 法 ， 显 然 与 L 相 容 的 串 
与 D(L) 中 的 欧 拉 路 径 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 所 图 11.32 有 向 图 P(L)， 其 中 了 上 是 由 (11. 2) 给 出 的 
以 ， 假 设 工 中 每 一 个 子 串 在 DNA 串 S 中 正好 出 现 一 次 ,那么 上 唯一 确定 S 当 且 仅 当 D(L) 有 唯 
一 的 欧 拉 路 径 . (Van Aardenne Ehrenfest 和 de Bruijn[1951] 给 出 了 有 向 图 D 的 欧 拉 路 径 的 数量 
AR.) 

完成 我 们 的 例子 ， 注 意 ， 图 11. 32 的 有 向 图 D(L) 中 的 每 一 个 项 点 的 人 度数 等 于 出 度数 ， 只 
有 两 个 顶点 AC，AA 除外 ， 对 于 这 两 个 顶点 ， 出 度数 (AC)=1 十 入 度数 (AC) ， 而 人 度数 (AA) 
三 1 十 出 度数 (AA)， 因 此 ，D(L) 有 一 条 欧 拉 路 径 . 

尽管 根据 k 长 度 于 串 重新 构建 DNA 序列 的 目标 似乎 在 理论 上 是 可 达到 的 ， 然 而 杂交 顺序 并 
不 像 我 们 所 描述 的 那样 简单 ， 根 据 一 个 未 知 的 子 串 S 生成 上 中 的 子 串 的 过 程 中 通常 会 出 现 错误 . 
同时 ,我 们 对 工 中 的 子 串 不 重复 的 假设 不 是 非常 合理 ， 这 与 DNA 串 的 性 质 有 关 ， 对 于 更 多 的 杂 
交 顺 序 ， 请 参见 Drmanac 等 [1989]、Gusfield[1997]、Pevzner[2000] 或 Pevzner 和 Lipshutz 
[1994]. a 
11.4.5 编码 应 用 


Hutchinson 和 Wit[1975] 在 下 面 的 假设 下 研究 了 有 ”个 字母 的 字母 表 上 的 代码 : 代码 字 中 的 
所 有 信息 都 由 每 一 个 类 型 的 字母 数量 以 及 字母 的 序 对 的 频率 所 携带 ， 即 由 一 个 字母 跟 在 另 一 个 
字母 之 后 的 频率 所 携带 ， 例 如 ，Hutchinson 和 Wilf 把 DNA 或 RNA 分 子 当 作 一 个 字 来 处 理 ， 且 
以 基 ( 不 是 尖 基 部 ) 作 为 字母 ， 并 对 基因 代码 作 上 面 的 假设 ， 特 别 地 ，Hutchinson 和 Wilf 提出 下 
面 的 问题 :给 定 的 非 负 整数 v vG, j=l, 2, e, 四 是 否 存在 有 个 字母 的 字母 表 中 的 字 ， 
使 得 第 i 个 字母 正好 出 现 vi 次 ， 并 使 得 第 j 个 字母 跟随 第 i 个 字母 之 后 的 次 数 正 好 是 呢 ? 如 果 
存在 这 样 的 字 ， 那 么 所 有 这 样 的 字 是 什么 呢 ? 我 们 将 给 出 Hutchinson 和 Wilf 的 解 ， 这 个 解 使 用 
了 欧 拉 路 径 的 概念 . 
作为 例子 , Biku=2, w=w=l, A vy ih F ENER A h hy: 
fo 1 0 
(w) = [o 0 1 
ul o ©. 
这 时 ， 如 果 A 对 应 于 第 一 字母 ，B 对 应 于 第 二 个 字母 ，C 对 应 于 第 三 个 字母 ， 那 么 有 指定 模式 的 
一 个 字 是 ABCA, 再 给 一 个 例子 , 假设 w= 二 2， w=4, w=3 且 有 下 面 的 矩阵 : 


00 2 
(wy) = ]2 1 1|. (11.4) 


o 2 oj 


. a1. 3) 
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那么 有 指定 模式 的 一 个 字 是 BBCBACBAC. 

为 了 分 析 我 们 的 问题 ， 让 我 们 画 出 以 个 字母 Al Az ，…，A 为 顶点 且 从 A; 到 Ai A vy 
个 弧 的 多 重 有 向 图 ， 人 允许 有 环 ， 对 应 于 矩阵 (11. 3) 和 和 矩阵 
《11.4) 的 多 重 有 向 图 分 别 如 图 11. 33 和 图 11. 34 所 示 . 假设 ee SS 
WSA; Ap =o A 是 一 个 构成 解 的 字 ， 那 么 ， 显然 ww A Pa on 
对 应 于 多 重 有 向 图 中 开始 于 A 并 结束 于 Ai 的 一 条 欧 拉 路 。 图 11.33 对 应 于 (11.3) 式 的 
径 ， 对 于 构成 我 们 给 出 的 两 个 例子 的 两 个 解 的 字 很 容易 看 多 重 有 向 图 
到 这 一 点 ， 在 下 文中 ,我 们 使 用 构成 解 的 字 对 应 于 一 条 欧 
拉 路 径 的 观察 结果 ， 了 解 更 多 关于 构成 解 的 字 ， 读 者 可 以 
跳 过 本 小 节余 下 的 内 容 . 

因为 一 个 构成 解 的 字 对 应 于 一 条 欧 拉 路 径 ， 所 以 如 果 
存在 一 个 构成 解 的 字 ， 那 么 D 必定 是 相对 于 孤立 顶点 弱 连 
通 的 ， 我 们 首先 考虑 nAi NR. WET iA, ig 4 Cott 
我 们 在 A; 处 的 人 度数 等 于 出 度数 ， 对 于 iSi, A 的 出 度 图 11.34 对 应 于 (11. 4) 式 的 
数 比 人 度数 大 1， 且 对 于 iSi, Ai 的 人 度数 比 出 度数 大 1. 多 重 有 向 图 
因此 ， 我 们 有 


Bray 


Dm = Dow tl i=i (11.5) 


这 个 条 件 说 明 在 矩阵 (w ) 中 ， 行 的 和 等 于 所 对 应 的 列 的 和 ， 除 了 在 两 个 位 置 上 它们 以 标明 的 方 
式 相差 1 之 外 .我 们 还 有 一 个 一 致 性 条 件 ， 这 个 条 件 给 出 了 和 vi 的 关系 : 


Du. E 
yas (11.6) 


Dwtl, i=i. 
a 


使 用 定理 11.5， 容 易 看 到 ， 如 果 条 件 (11. DMAREL 6) 对 于 某 两 个 Mig Ai, RIL. ALAN 
果 D 是 相对 于 孤立 项 点 弱 连 通 的 ， 那 么 存在 一 个 构成 解 的 字 ， 而 且 每 一 个 构成 解 的 字 对 应 于 一 
条 开始 于 Ai 并 结束 于 A 的 欧 拉 路 径 、 在 我 们 的 第 二 个 例子 中 ， 条 件 (11.5) 和 条 件 (11. 6) 对 于 
让 二 2，is 一 3 成 立 。 存 在 若干 条 从 B 一 Ai 到 C 一 Ai 的 欧 拉 路 径 ， 而 且 每 一 条 欧 拉 路 径 给 出 一 个 
构成 解 的 字 ， 第 二 个 例子 是 BACBBCBAC. 

如 果 这 个 构成 解 的 字 开 始 且 结束 于 相同 的 字母 ， 即 如 果 1 二 i。， 那 么 情况 又 如 何 呢 ? 这 时 ， 
存在 一 条 欧 拉 封闭 路 径 ， 且 我 们 有 


Sos = Sis i= 1,2, on. (11.7) 


同样 ， 给 定语 ，(11.6) 式 (对 于 所 有 站 成 立 、 条 件 (11.7) 表 明 在 (vi ) 中 ， 每 一 个 行 的 和 等 于 其 对 
应 列 的 和 ， 相 反 ， 如 果 (11. 7) 式 成 立 那 么 对 于 五 。( 对 于 所 有 的 站 条 件 (11.6) 成 立 ， 且 如 果 D 
是 相对 于 孤立 顶点 弱 连 通 的 ,那么 存在 一 个 解 ， 且 每 一 个 构成 解 的 字 对 应 于 多 重 有 向 图 中 的 
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一 条 欧 拉 封 闭路 径 ， 这 条 欧 拉 封闭 路 径 开 始 并 结束 于 A, ， 这 就 是 在 我 们 的 第 一 个 例子 中 五 一 1 
时 的 解 . 

总 之 ， 如 果 存 在 一 个 构成 解 的 字 ， 那 么 DD 相对 于 孤立 顶点 弱 连 通 ， 且 对 于 某 个 (11.6) 式 
成 立 ， 另 外 ,或 者 (11.7) 式 成 立 ,或 者 对 于 a 和 某 个 iA, OLDRRZ. M, Mik D 
相对 于 孤立 顶点 弱 连 通 ， 如 果 对 于 某 个 己 ，(11. 6) 式 成 立 ， 且 对 于 证 MEA i 1A, (11.5) 
式 成 立 ， 那 么 存在 一 个 解 ， 且 所 有 构成 解 的 字 对 应 于 开始 于 A, BARF A, 的 一 条 欧 拉 路 径 . 
如 果 对 于 某 个 二 ，(11. 6) 式 成 立 ， 且 (11. 7) 式 成 立 ， 那 么 存在 一 个 解 ， 而 且 所 有 解 的 字 对 应 于 开 
始 且 结束 于 Ai 的 一 条 欧 拉 封闭 路 径 . 

11.4.6 德 布 鲁 因 序列 和 电信 
本 小 节 考虑 另外 一 个 编码 问题 及 其 在 电信 方面 的 应 用 ， 设 
5={0, 1, =, pol) 
是 有 个 字母 的 字母 表 ， 考 虑 上 所 有 长 度 为 n HF. (p，x) 德 布 鲁 因 序列 (是 以 N. G. de Bruijn 
的 名 字 命 名 的 ) 是 序列 
agarar. (11.8) 
其 中 ， 每 一 个 w 是 5 POE, AFT EKA 的 每 一 个 字 w， 正 好 存在 一 个 i， 使 得 岂 有 
如 下 形式 
dilisi aisn» (11.9) 
其 中 ，(11. 9) 式 中 的 下 标的 加 法 是 模 上 的 8， 例如， 
01110100 
是 字符 表 {0，1} 上 的 一 个 (2，3) 德 布 鲁 因 序列 ， 其 中 "一 3， 因 为 从 序列 的 起 点 开始 ， 可 以 分 别 
得 到 如 下 3 字母 字 aiai+tai+2: 着 
011,111,110,101,010,100,000,001. () 
最 后 的 两 个 3 字母 字 是 asarao 和 araoal， 德 布 鲁 因 序列 在 编码 理论 中 00 
意义 很 大 可 以 通过 移 位 寄存 器 ， 有 时 候 又 称 为 移 位 寄存 器 序列 (shift AN 
register sequence) 来 实现 它们 ， 有 关 这 一 课题 的 更 详细 论述 请 参见 。 ge TS 
Golomb[1982]. 

显然 ， 如 果 存 在 ( 户 ， 办 德 布 鲁 因 序列 (11. 8), 工 必定 是 加， 其 中 
b= | | .我 们 将 证 明 对 于 每 一 对 正 整数 pMn, FE. Mia 
因 序 列 (11. 8)， 给 定 p 和 nn， 如 下 构建 称 为 德 布 鲁 因 图 表 (de Bruijn 
diagram) 的 有 向 图 Dp,n， 设 VC(D.，) 由 字母 表 三 上 所 有 长 度 为 n 一 1 的 
字 组 成 ， 且 包含 从 字 bb…b, -1 到 每 一 个 形 如 bz. baer bn 的 字 的 弧 . 
以 字 如 be…bn 标记 这 样 的 弧 ， 图 11. 35 和 图 11. 36 给 出 p=2, w= 二 3 和 
p=3,n=2 时 的 有 向 图 Don 假设 德 布 鲁 因 图 表 有 一 条 欧 拉 封闭 路 径 . 
这 时 ， 我 们 连续 使 用 这 条 路 径 中 的 每 一 条 弧 的 第 一 个 字母 ， 得 到 一 个 
德 布 鲁 因 序列 (11. 8) ， 其 中 了 一 加 ， 为 了 清楚 看 到 这 是 德 布 鲁 因 序列 ， 
注意 我 们 可 以 识别 上 长 度 为 n 的 每 一 个 字 w。 因 为 如 果 w= bb 
bn， 我 们 知道 这 条 欧 拉 路 径 覆 盖 从 by booby -1 到 bzbs -ba 的 弧 、 因 此 ， 
这 条 欧 拉 路 径 必 定 从 bi 如 …b 一 1 到 bzb…bn。 从 这 里 开始 ， 它 必定 是 
从 后 后 … 到 后 押 … 到 如 …， 因 此 ,这 条 路 径 中 的 弧 的 前 几 个 字母 是 ”图 11.36 有 向 图 Ds 


O 关于 模 算术 的 讨论 ,参见 9. 3. 1 节 . 
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b1bzb3…bn。 利 用 定理 11. 4， 容 易 看 出 ， 图 11. 35 的 德 布 鲁 因 图 表 有 一 条 欧 拉 封 闭路 径 ， 因 为 这 
个 有 向 图 是 弱 连 通 的 ， 且 每 一 个 顶点 的 入 度数 等 于 出 度数 。 德 布 鲁 因 序列 01110100 对 应 于 从 01 
到 11 到 11 到 10 到 01 到 10 到 00 到 00 到 01 的 欧 拉 封 闭路 径 . 

我 们 将 证 明 下 面 的 定理 ， 这 一 定理 表明 对 于 每 一 对 正 整数 p 和 mw， 存在 (p，n) 德 布 鲁 因 序 
列 ， 对 于 p= 的 情况 ， 这 一 定理 是 由 德 布 鲁 因 发 现 的 ， 对 于 任意 的 p 的 情况 ， 这 一 定理 是 由 
Good[1946] 发 现 的 . 

定理 11.7 对 于 所 有 正 整 数 pp 和 nn， 德 布 鲁 因 图 表 Dp.w 有 欧 拉 封 闭路 径 . 

证 明 首先 ,我们 要 证 明 De," 是 弱 连 通 的， 事实 上 它 是 强 连通 的 ， 设 bbrbn M cce 
cn 一 1 是 Do." 的 任意 两 个 项 点， 因为 我 们 有 如 下 路 径 : 


bibertbn-is bebzeerby—iery 姑妈 -clcz sts clcz…cn-ly 
所 以 Do 是 强 和 连通 的 ， 接 下 来 ， 注 意 每 一 个 顶点 的 入 度数 和 出 度数 都 等 于 p， 所 以 根据 定理 
11.4， 此 定理 成 立 . a 
通过 把 我 们 的 结果 运用 于 电信 中 的 一 个 问题 来 结束 Q 
本 小 节 ， 我 们 按照 Liu[1968]， 一 个 滨 简 有 8 个 不 同 的 记 
片 问 题 是 ， 我们 能 否 不 观察 这 个 洪 简 就 能 知道 它 的 位 Ou, 
置 ? AFR AE ME SE AE 
TA ETT JE EE] ey) 


滚 简 旁 使 得 在 这 个 滚 简 的 任意 位 置 中 ， 电 极 都 邻接 三 

个 连续 的 扇 片 ， 如 图 11. 37 所 示 ， 如 果 电 极 邻接 有 导电 材 ”图 11.37 带 有 8 个 出 片 和 3 个 邻接 
BHI CHES BER A. MRR TERA. WAR 电极 的 滚 简 

们 将 选择 这 样 的 导电 和 非 导 电 材料 模式 ， 使 得 触发 的 和 未 触发 的 电极 模式 能 告知 我 们 这 个 滚 简 
的 位 置 . 


我 们 可 以 重新 闻 述 这 一 事实 如 下 ， 设 每 一 个 骨 片 得 到 一 个 1 或 a 
一 个 0， 我 们 希望 把 8 个 0 和 1 绕 圆 分 布 ， 使 得 三 个 连续 数字 的 每 一 (Y 
个 序列 不 同 . 通过 寻找 一 个 (2，3) 德 布 鲁 因 序 列 ， 特 别 是 序列 
01110100， 就 可 以 做 到 这 一 点 ， 如 果 我 们 如 图 11. 38 那样 在 一 个 圆 的 H 
周围 布局 这 些 数据 ， 那 么 下 面 的 连续 数字 的 序列 将 从 箭头 开始 ， 以 j 
逆 时 针 顺 序 出 现 : 011, 111, 110, 101, 010, 100, 000, 001. 这 些 ”图 11. 38 求解 滚 简 问 题 
三 数字 项 ， 如 我 们 希望 的 那样 都 是 不 同 的 因此， 可 以 唯一 编码 滚 的 0，1 分 布 
简 的 每 一 个 位 置 . 

与 电 传 打印 和 密码 学 相关 的 问题 将 在 练习 22 和 练习 23 中 给 以 描述 . 
本 节 练习 


1. 在 图 11. 28 的 图 G 中 ， 寻 找 另 一 种 方法 来 加 入 G 的 边 的 4 个 拷贝 ， 以 得 到 有 了 欧 拉 闭 链 的 多 重 图 . 

2. 枚 举 出 图 11. 32 中 的 有 向 图 DCL) 中 的 所 有 欧 拉 路 径 . 

.在 图 11. 39 的 每 一 个 图 中 ， 通 过 寻找 能 够 产生 有 了 欧 拉 闭 链 的 多 重 图 的 G 的 边 的 最 小 拷贝 数量 ， 寻 找 从 工 
到 工 的 邮递 员 最 短路 径 . 

4. 给 定 图 11. 40 的 清扫 子 图 和 马路 多 重 有 向 图 ， 确 定 加 入 到 清扫 子 图 的 空 载 返 回 弧 的 集合 ， 以 得 到 有 欧 拉 
封闭 路 径 的 多 重 有 向 图 ， 确 定 经 过 这 条 路 径 ， 包 括 清扫 和 空 载 返回 时 间 在 内 的 所 需 时 间 总 量 . 

.对 于 下 面 各 组 数字 ， 画 出 德 布 鲁 因 图 表 D,.. 并 寻找 (p，n) 德 布 鲁 因 序列 : 
(a) p=2, n=4 (b)p=3, n=3 

.对 于 下 列 2. 12 节 各 练习 中 所 给 定 的 G，U，C 片段 ， 使 用 11. 4. 4 节 的 方法 确定 RNA 链 . 
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名 


a b a b 

a a 
e Pee c d 

de b d b 

f A h e i 

e e 
R- g h x 

a) b) 9 


图 11. 39 


(a) 练 习 1 
《c) 练 习 5 


(b) 练 习 3 


. DH FIR L= (CCGA, CGCG, CGTG, 


CGAA, GOCG, GCGT, G GAAC, 
TGCC, AACC, ACCC}, Wi th fj 11.2 
中 的 有 向 图 DL). 

(b) 确 定 D(L) 中 的 欧 拉 路 径 的 数量 . 

COME L WERC). 

(a) 对 于 列表 上 = (AA, AC, AG, AT. 
CA, CT, GA, GT, TA, TC, TG, 
TT)， 画 出 例 11. 2 中 的 有 向 图 DCL). 

(b) 确 定 D(L) 的 网 拉 路 径 的 数量 

(0c)S 一 ACTTCATGAGTAA +j L #1 #25? 

(d)S=AATGAGTACTTCA 与 上 相 容 吗 ? 

(e)S=CTAGTACATGATA 5 L 相 容 吗 ? 


d) 
11.4 节 练习 3 的 图 
回 @ 
a aa 
= = > 
Ho ao haoo 
z z mt ` 回 
© © ol P @ 
l 
t- — “ t- 
© © B © 


图 11. 40 带 有 清扫 子 图 的 马路 多 重 有 向 图 以 及 
如 图 11. 29 所 示 的 清扫 和 空 载 返回 时 间 


个 字母 后 面 的 次 数 正好 是 vs ， 如 果 存 在 这 样 的 码 字 寻 找 一 个 这 样 的 字 . 


(Du =3, w=4, w=5, 


w) = 


(Du=3, w=4, w=5, 


(Ou=3, w=4, w=5, 


(du =3, w=3, w=3, w=3, 


(w) = 


1106 
h: 2 中 
wo 1 4 


e.o 
zene | 


worn 


.对 于 下 列 每 一 种 情况 ， 确 定 是 否 存在 这 样 的 码 字 ， 它 的 第 i 个 字母 正好 出 现 w 次 ,第 j 个 字母 跟随 第 i 


442 第 三 部 分 存在 问题 


(eu =3, w=3, w=2, u=3 且 (w ) 如 部 分 (d). 

10. 对 于 “中 国 邮差 "问题 证明 如 果 x M y 是 G 的 任意 两 个 顶点， 从 = 到 = 的 邮递 员 的 最 短路 径 与 从 > 到 
y 的 邮递 员 的 最 短路 径 的 长 度 相同 . 

11. 注意 ， 在 图 11. 28 的 第 二 个 多 重 图 中 ， 虚 线 的 边 可 以 分 成 两 条 链 ， 每 一 条 链 连 接 G 中 的 两 个 奇 度 顶 点 . 
RHE d, e, DAA, x, f. 

(a) 在 图 11. 28 的 第 三 个 多 重 图 中 能 够 寻找 到 两 条 这 样 的 链 吗 ? 

(b) 一 般 地 ， 如 果 H EAG 通过 使 用 邮递 员 最 短路 径 中 的 边 而 得 到 的 多 重 图 ， 证 明 H 中 的 虚线 边 可 以 
分 类 成 若干 条 链 (不 一 定 是 两 条 ) ， 每 一 条 链 连 接 G 中 的 奇 度数 的 两 个 项 点， 而 且 ，G 中 的 每 一 个 奇 
度数 的 顶点 正好 是 其 中 一 条 链 的 端 顶 点 (这 一 结果 在 12. 7. 1 节 中 讨论 的 "中国 邮差 "问题 的 最 后 部 分 
的 解 很 重要 ). 

12. 在 一 条 邮递 员 最 短路 径 中 ， 存 在 可 以 使 用 两 次 以 上 的 任意 边 吗 ? 为 什么 ? 

13. 假设 对 于 街道 清扫 问题 我 们 有 最 优 解 ， 即 在 马路 多 重 有 向 图 中 有 一 条 封闭 路 径 ， 这 条 路 径 包括 清 扫 子 
图 的 所 有 弧 ， 而 且 使 用 尽 可 能 少 的 时 间 总 量 ， 是 否 有 可 能 某 条 弧 被 经 过 的 次 数 超过 两 次 ? 

14. 给 定 弱 连通 有 向 图 D， 是 否 总 存在 至 少 使 用 DD 的 每 条 弧 一 次 的 路 径 呢 ? 

15. 证 明 有 向 图 万 是 强 连 通 的 ， 当 上 且 仅 当 D 有 一 个 至 少 使 用 DD 的 每 一 条 弧 一 次 的 回路 . 

16. 证 明定 理 11. 6. 

17. 证 明 下 面 关 于 G，U，C 片段 的 内 部 尖 基 部 列表 ， 及 由 一 个 尖 基部 组 成 的 片段 列表 的 事实 
(a) 第 一 个 列表 上 的 每 一 项 都 在 第 二 个 列表 中 . 

(b) 完 整 的 RNA 链 中 的 第 一 个 和 最 后 一 个 尖 基 部 在 第 二 个 列表 中 ， 但 不 在 第 一 个 列表 中 ， 

《c) 如 果 至 少 存在 两 个 G 片段 和 至 少 两 个 U，C 片段 ， 那 么 在 第 二 个 列表 中 正好 总 存在 两 个 不 在 第 一 个 
列表 中 的 项 . 

18. 在 什么 样 的 环境 下 ， 一 个 RNA 链 有 两 个 异常 片段 ? 

19. 确定 最 小 可 能 的 歧义 RNA 链 的 长 度 ， 即 这 个 RNA 链 的 G，U，C 片段 与 另 一 个 RNA 链 的 G，U，C 
片段 相同 . 

20. 本 练习 概括 给 出 断言 S 的 证 明 S :假设 给 定 RNA 链 的 G 和 U，C 片段 ， 该 链 至 少 有 两 个 G 片段 和 至 少 
有 两 个 U，C 片段 .那么 有 给 定 的 G 和 U，C 片段 的 每 一 个 RNA 链 ， 对 应 于 一 条 结束 于 11. 4. 4 节 构 
造 的 多 重 有 向 图 D 中 的 弧 X* Y 的 一 条 欧 拉 封闭 路 径 。 我 们 说 一 个 尖 基 部 有 类 型 (type)G， 如 果 它 结束 
于 G， 有 类 型 (type)U，C， 如 果 结束 于 UBC. HER. 任意 的 RNA 链 都 可 以 写作 下 面 的 形式 ， 


AoA) AAs By 
其 中 每 一 个 A, 者 是 由 一 种 类 型 的 尖 基部 组 成 的 ，A, 的 类 型 交 车 改变 ， 而 且 如 果 这 个 链 结束 于 A, W B 
是 最 后 一 个 尖 基 部 ， 否 则 B 是 空 链 ， 对 于 i 二 0，1，…,k, 设 A 是 Aiai+1， 其 中 a BA; 中 的 第 一 个 


RAR. BATE A4+1B， 最 后 ， 称 一 个 尖 基 部 的 一 个 片段 是 平凡 的 (trivial)， 证 明 下 面 的 事实 . 

WA, Ars vty A 都 是 非 平凡 正常 片段 ， 且 不 存在 其 他 非 平凡 正常 片段 . 

DA n ERKKA RHE. 

(doy as rs an ESRA AM DD 的 顶点 ，A, 是 从 a, Pa MERRE, H A * ao 是 从 ar 
到 ao 的 弧 上 的 标签 . 

(OHEA Aas Ary vy Aris Arni * ao 的 弧 按 此 顺序 定义 一 条 欧 拉 封闭 路 径 . 

《e) 产 生 相同 非 平凡 正常 片段 集合 和 相同 的 最 长 异常 片段 的 任何 其 他 RNA 链 ， 产 生 相 同 的 多 重 有 向 
图 D. 

(Dh DD 构建 的 任意 RNA 链 产 生 相 同 的 非 平凡 正常 片段 集合 和 相同 的 最 长 异常 片段 . 

(g) 非 平凡 正常 片段 和 最 长 异常 片段 唯一 确定 所 有 片段 


日 ”对 于 支持 这 一 证 明 的 思想 ， 作 者 要 感谢 Michael Vivino. 
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Ch) BRB S 成立. 

21. 在 11. 4.5 节 所 讨论 的 问题 中 ， 如 果 存 在 构成 解 的 字 ， 那 么 每 -条 欧 拉 路 径 正好 确定 一 个 构成 解 的 字 . 
然而 ， 每 一 个 构成 解 的 字 可 以 确定 多 少 条 不 同 的 欧 拉 路 径 呢 ? 

22. 下 面 的 问题 出 现在 密码 学 中 : 从 给 定 的 有 m 个 字母 的 字母 表 确 定 一 个 宁 ， 在 这 个 字 中 7 个 字母 的 每 一 
个 排列 正好 出 现 一 次 ， 如 果 一 3，m 一 4， 确 定 这 一 问题 的 解 . 

23. 通信 中 一 个 被 称 为 电 传 打印 的 重要 问题 如 下 : 由 0 和 1 构成 的 使 得 所 有 的 -个 连续 位 序列 的 出 现 次 数 不 
超过 一 次 的 最 长 环形 序列 是 多 长 ?〈 当 ~ 位 序列 在 未 端 附近 开始 并 结束 于 开始 端 时 ， 我 们 (也 ) 认 为 它 出 
现 , ) 求 解 这 个 电 传 打印 问题 (这 个 问题 是 由 Good[1946] 最 先 解决 的 ). 


11.5 “哈密 顿 链 和 哈密 顿 路 径 
11.5.1 定义 

在 图 或 有 向 图 中 ， 类 似 于 欧 拉链 或 路 径 的 是 哈密 顿 链 或 路 径 (hamiltonian chain or path), ix 
样 的 链 或 路 径 使 用 每 一 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 .哈密 顿 链 的 概念 要 追溯 到 William Rowan 
Hamilton， 他 于 1857 年 描述 了 导致 这 一 概念 的 一 个 谜 题 (参见 下 面 )， 本 节 讨 论 哈密 顿 链 和 路 径 
的 存在 问题 ， 这 里 我 们 讨论 其 中 的 一 些 应 用 并 在 11. 6 节 中 讨论 另外 一 些 应 用 . 

注意 ， 哈 密 顿 链 或 路 径 本 身 就 是 简单 链 或 路 径 ， 因 此 根据 我 们 的 习惯 它 也 不 能 是 封闭 的 ， 然 
而 ， 我 们 称 一 个 回路 或 循环 uis uz, ts u, u 是 哈密 顿 的 (hamiltonian) ， 如 果 相 应 的 wr + ue 
ee, u 是 哈密 顿 链 或 路 径 . 

尽管 哈密 顿 链 、 路 径 等 概念 与 相应 的 欧 拉链 和 路 径 的 概念 类 似 ， 但 是 我 们 很 难 知道 一 个 图 
或 有 向 图 是 否 存在 这 样 的 对 象 ， 实 际 上 ， 确 定 一 个 图 或 有 向 图 是 否 有 哈密 顿 链 (路 径 、 回 路 、 循 
环 ) 是 NP 完全 问题 .关于 这 些 对 象 的 存在 问题 已 知 一 些 结果 ， 我 们 在 这 里 给 出 其 中 的 若干 结果 . 
首先 我 们 给 出 哈密 顿 链 、 路 径 、 回 路 或 循环 的 一 些 应 用 . 

【 例 11. 3 跟踪 十 二 面体 的 边 】 我 们 从 一 个 例子 开始 . z 
哈密 顿 迹 题 是 确定 跟踪 十 二 面体 的 边 的 方法 ， 该 方法 访问 
每 一 个 角 正 好 一 次 并 返回 到 出 发 点 ， 把 十 二 面体 的 顶点 和 
边 画 成 如 图 11. 41 所 示 的 图 ， 这 个 问题 就 变 成 在 这 个 图 中 ， < a 
确定 一 条 哈密 顿 回路 ， 存 在 一 条 这 样 的 回路 : @, by cy dy T 2. 
er fr gr hy is jr ky Le my ny 0, Pere sy tea W | À 


【 例 11. 4 卖 货 朗 问题 (再 探 例 2.10)】 哈密 顿 循环 的 概 


念 也 出 现在 卖 货 郎 问题 中 ， 这 一 问题 我 们 已 在 2.4 节 中 讨 ZE 
论 过 ， 一 个 卖 货 郎 想 要 访问 个 不 同城 市 ， 且 每 一 个 城市 4 r 
正好 访问 一 次 ， 然 后 返 中 到 他 的 出 发 地 点 ， 其 目的 是 最 小 图 11. 41 表示 正 十 二 面体 的 
化 成 本 (在 2.4 节 中 ， 我们 讨论 了 卖 货 郎 问题 的 一 些 其 他 应 顶点 和 边 的 图 


用 ， 例 如 ， 寻 找 银行 信使 的 最 优 路 径 ， 或 寻找 自动 仓库 中 机 器 人 的 最 优 路 径 )， 假 设 我 们 设 各 城 
市 是 一 个 完全 对 称 有 向 图 的 顶点 ， 有 向 图 的 所 有 顶点 由 两 条 弧 连 接 ， 并 假设 如 果 cy 是 从 城市 i 到 
城市 j 旅途 所 花费 的 成 本 ， 则 我 们 在 弧 (i， 力 上 放置 权 cz 。 因 为 这 个 完全 对 称 有 向 图 有 哈密 顿 循 
环 ， 所 以 存在 问题 没有 意义 ， 相 反 我 们 要 在 这 个 有 向 图 中 寻找 一 条 公 的 和 为 最 小 的 哈密 顿 循环 . 
正如 我 们 前 面 所 指出 的 那样 ， 卖 货 郎 问题 很 难 ， 它 是 一 个 NP 完全 问题. a 

【 例 11. 5 调度 生产 过 程 】 一 家 制造 工厂 仅 有 单一 的 加 工 设备 、 很 多 产品 要 在 这 里 加 工 ， 如 
果 产品 j 在 产品 i 之 后 立即 加 工 ， 那么 从 加 工 产品 i 的 配置 到 加 工 产品 j 的 配置 ， 重 新 设置 加 工 
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设备 的 成 本 是 如果 没有 必要 重新 设置 那么， 成 本 当然 是 0。 假设 加 工 产品 的 成 本 与 产品 的 
加 工 顺序 无 关 ， 那么 这 一 问题 就 是 选择 一 种 顺序 ， 使 得 重新 设置 的 成 本 cy 的 总 和 最 小 ， 正 如 我 
们 在 例 2. 17 中 所 观察 的 那样 ， 类 似 的 问题 也 出 现在 调度 计算 机 运行 ， 以 及 化 工 和 制药 工业 中 ， 
在 那里 ， 加 工 设备 可 能 是 反应 器 且 重 新 设置 意味 着 需要 清扫 . 当然， 如 果 我 们 可 以 寻找 到 一 种 生 
产 调度 ， 在 这 一 调度 中 没有 必要 重新 设置 设备 ,那么 成 本 就 可 以 达到 最 小 ， 为 了 弄 明 白 这 样 的 生 
产 调度 是 否 存 在 ， 我们 构建 一 个 有 向 图 D， 这 个 图 的 顶点 是 待 加 工 的 产品 ， 如 果 产 品 j 在 产品 i 
之 后 加 工 且 不 必 重 新 设置 设备 ， 那 么 这 个 有 向 图 有 从 i 到 j 的 一 条 弧 ， 如 果 在 D 中 存在 哈密 顿 路 
径 ， 那么 存在 这 样 的 生产 调度 ， 关 于 这 一 问题 的 更 详细 内 容 以 及 对 不 存在 哈密 顿 路 径 情况 的 论 
述 等 相关 内 容 请 参见 Christofiede[1975]， 还 可 以 参考 11. 6. 3 节 的 相关 讨论 . 
11.5.2 图 存在 哈密 顿 回路 的 充分 条 件 

并 不 是 每 个 图 都 有 了 哈密 顿 回路 ， 考 虑 图 11. 42 中 的 图 ， 我 们 注意 到 ， 这 个 图 中 的 每 一 条 边 把 
A={a, b,c 中 的 一 个 顶点 与 B=={z，y) 中 的 一 个 顶点 连接 起 来 ， 因 此 ， a 


哈密 顿 回路 就 必须 从 A 中 的 顶点 到 B 中 的 顶点 交错 通过 如果 | A| = 
181， 这 种 情况 可 以 发 生 . y 
本 小 节 给 出 哈密 顿 回 路 存在 的 充分 条 件 . bg 
定理 11.8(Ore[1960]) 假设 G 是 有 7 个 顶点 ， 且 二 3 的 图 ,而 且 图 11.42 没有 哈密 顿 
只 要 Ay 的 顶点 没有 被 边 连 接 ， 那 么 工 的 度数 加 上 的 度数 总 是 至 少 回路 的 图 


等 于 n， 这 时 ，G 有 哈密 顿 回路 . 
TEARS ”假设 G 没 有 哈密 顿 回 路 。 我 们 将 证 明 对 于 V(G) 中 的 某 些 不 邻接 的 -，y， 有 
dege (x) + dege(y) < n, 11. 10) 
其 中 degc(a) 表 示 a EG 中 的 度数 ， 如 果 我 们 增加 G 的 边 ， 那 么 最 终 我 们 可 以 得 到 一 个 完全 图 ， 
这 个 完全 图 有 哈密 顿 回路 ， 因 此 ， 在 增加 边 的 过 程 中 ， 我 们 必定 最 后 会 遇 到 有 下 面 性 质 的 图 H: 
有 没有 哈密 顿 回路 ， 但 是 在 H 中 增加 一 条 边 ， 可 以 给 出 有 哈密 顿 回路 的 图 .我 们 将 证 明 在 H 
中 ,不 邻接 的 + 和 y 使 得 
degn (x) + degu (y) <n. (11.11) 
但 是 ， 对 于 所 有 a. A degc(a) 一 degH(a) ， 所 以 (11. 11) 式 蕴涵 (11. 10) 式 . 
在 万 中 选择 任意 不 邻接 的 z My. 然后 在 妃 中 加 上 边 {z，y} 就 有 哈密 顿 回路 ， 因 为 可 没有 
哈密 顿 回路 ， 所 以 这 条 哈密 顿 回路 必须 使 用 边 {z，y}， 因此， 这 条 回路 可 以 写成 
ER 
ME, VOM) = {xy y, ais az, =, an-2). 另外， 我们 注意 到 对 于 >1, 有 
{ya1) € EC(H)= {zr,ar1) ¢ ECD. (11.12) 
因为 如 果 上 式 不 成 立 。 那么 就 有 
yrairaitle ran 2 TQ] ai-2 tsal 3》 
是 开 中 的 哈密 顿 回 路 ， 这 是 矛盾 的 ， 现 在 ，(11. 12) 式 和 边 {z，y}E& EDALI. W 
为 了 说 明 Ore 定理 ， 注 意图 11. 43 中 的 图 a 有 哈密 顿 回路 ， 因 为 任意 两 个 顶点 的 度数 和 至 少 
等 于 5， 注意 Ore 定理 没有 给 出 必要 条 件 。 因 为 考虑 长 度 为 5 的 回路 Z;. 它 存在 哈密 顿 回路 , 但 
是 任意 两 个 顶点 的 度数 和 等 于 4， 这 小 于 


O 此 证 明 可 以 跳 过 - 
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下 面 的 结果 ， 原 本 是 独立 证 明 的 , 但 是 它 是 定理 11. 8 的 直接 结果 . 
推论 11.8.1(Dirac[1952]) 假设 G 是 有 n 个 顶点 
的 图 且 n 宇 3， 每 个 边 的 度数 至 少 等 于 0/2. 那么 G 有 哈 


密 额 回路 . 

为 了 说 明 推论 11. 8. 1， 注 意图 11. 43b 有 一 条 哈密 
顿 回路 ， 因 为 它 的 每 一 个 顶点 的 度数 为 3， 且 有 6 个 a 时 
TA. 图 11.43 有 哈密 顿 回路 的 两 个 图 


推论 11.8.2(Bondy 和 Chvital[1976]) 假设 G 是 
An ATEAN, ry RG 中 不 邻接 的 顶点 ， 使 得 
deg(x) + deg(y) > n. 
那么 G 有 哈密 顿 回路 当 且 仅 当 G 加 上 边 {T，y} 有 哈密 顿 回路 时 . 


证 明 如 果 G 有 哈密 顿 回路 , 那么 G 加 上 边 {z，>} 肯 定 有 哈密 顿 回路 ， 逆 叙 可 以 从 定 


FE 11.8 的 证 明 得 到 . 


我 们 看 一 下 当 我 们 尝试 着 重复 推论 11. 8. 2 的 构造 法 时 会 发 生 什 么 ， 也 就 是 说 ， 我们 从 图 
GHG Frit. RANE G1 中 寻找 一 对 不 邻接 的 顶点 zi 和 yy ， 使 得 在 G 中 zl 和 yn 的 度数 的 和 至 
DEFN 设 Cs ÈG MAW (ar. y). WE, 我 们 在 Gz 中 寻找 一 对 不 邻接 的 项 点 zz 和 yo， 
使 得 在 Go 中 xe 和 yz 的 度数 之 和 至 少 等 于 n iG 是 Ge MEW. y). 我们 继续 这 一 过 程 
直到 我 们 得 到 图 H 二 G:， 且 没有 在 G; 中 的 度数 之 和 至 少 等 于 的 不 邻接 的 顶点 x; 和 y;， 不 难 证 
明 (练习 17) 无 论 我 们 执行 构造 的 顺序 如 何 ， 我 们 总 是 可 以 得 到 相同 的 图 H， 我 们 称 这 样 的 图 H 
JEG 的 闭 包 (closure)， 并 把 它 记 为 (C)， 我 们 用 图 11. 44 说 明 这 一 构造 法 ， 下 面 的 结果 是 从 推 


论 11. 8. 2 得 到 的 . 


推论 11.8.3(Bondy 和 Chvital[1976]) G 有 哈密 额 回路 当 且 仅 当 c(G) 有 哈密 顿 回路 . 


b) 


o) 


图 11. 44 三 个 闭 包 的 构造 
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注意 , 在 图 11. 44 中 ， 在 图 a 和 图 中 <(G) 是 完全 图 ， 而 在 图 b 中 不 是 .图 a 和 图 c 说 明 下 
面 的 定理 . [注意 图 c 不 能 使 用 Ore 定理 来 处 理 . ] 
定理 11.9(Bondy 和 Chvital[1976]) 假设 G 是 有 至 少 三 个 顶点 的 图 如 果 c(G) 是 完全 的 ， 
那么 G 有 哈密 顿 回路 . 
证 明 至 少 有 三 个 顶点 的 完全 图 有 哈密 顿 回路 - E 
TER. Ore 定理 是 定理 11. 9 的 推论 . 
我 们 给 出 了 哈密 顿 回路 存在 的 充分 条 件 ， 而 没有 给 出 哈密 顿 链 存 在 的 充分 条 件 。 对 于 后 者 
存在 的 一 些 充分 条 件 ， 可 以 参考 Chartrand 和 Lesniak[1996] 的 内 容 和 练习 . 
11.5.3 有 向 图 存在 哈密 顿 循环 的 充分 条 件 
Ore 和 Dirac 的 结果 (定理 11. 8 和 推论 11. 8. 1) 对 于 有 向 图 有 下 面 类 似 的 结果 .这 里 ，od(w) 
是 “的 出 度数 ， 而 id(w) 是 的 入 度数 . 
定理 11.10(Woodall[1972]) 假设 DD 是 有 nn 个 顶点 的 有 向 图 ，nZ>3， 而 且 只 要 xz 天 y， 且 不 
存在 从 工 到 y 的 弧 ， 则 
od(x) +id(y) > n, (11.13) 
那么 D 有 哈密 顿 循环 . 
定理 11. 11(Ghouila-Houuri[1960]) Mit D ÆA n 个 顶点 的 强 连通 有 向 图 ， 且 对 于 每 一 顶 
点 工 有 
od(z) 十 id(z) =n 《11.14) 
那么 D Ae BRM. 
推论 11.11.1 假设 DD 是 有 n 个 顶点 的 有 向 图 ， 且 对 于 每 一 个 顶点 有 
od(x) > n/2 和 d(x) > n/2, (1. 15) 
那么 DD 有 哈密 顿 循环 . 
证 明 我 们 可 以 证 明 (11. 15) 式 蕴涵 D 是 强 连 通 的 .证 明 留 给 读者 (练习 18). a 
我 们 给 出 了 哈密 顿 循环 存在 的 充分 条 件 ， 但 没有 给 出 哈密 顿 路 径 存在 的 充分 条 件 ， 对 于 后 
者 存在 的 充分 条 件 的 概括 ， 请 参考 Chartrand 和 Lesniak[1996]. 
本 节 练习 
1. 对 于 图 11. 45 中 的 每 一 个 图 ， 寻 找 一 条 哈密 顿 回路 


a) b) 
11.45 11.5 节 练 习 的 图 


. 对 于 图 11. 46 中 的 每 一 个 图 ， 寻 找 一 条 哈密 顿 链 . 

于 图 11. 47 中 的 每 一 个 图 ， 寻 找 一 条 哈密 顿 循环 . 

.对 于 图 11. 48 中 的 每 一 个 图 ， 寻 找 一 条 哈密 顿 路 径 . 

,证 明 图 11. 49 中 的 图 没有 哈密 顿 回路 . [提示 : a 和 将 告诉 你 一 些 事情 . ] 
. 图 11. 50 的 图 有 哈密 顿 回路 吗 ? 为 什么 ? 

. 给 出 满足 下 面条 件 的 图 的 例子 : 


Renee 
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a) b) c) 
图 11.46 11.5 节 练习 的 图 


b 
a 
a b 
L 
e e 
c 
e 
d e d e d 
a) b) c) 
图 11.47 11.5 节 练习 的 有 向 图 
a b 
a b e s VA 
AVA 
d e d e 
a) » 9 
图 11. 48 11. 5 节 练 习 的 有 向 图 


d e 
图 11. 49 没有 哈密 顿 回路 的 图 # 11.50 11.5 节 练 习 6 的 图 
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665) 


(a) 有 欧 拉 回 路 和 哈密 顿 回 路 . 

(b) 有 哈密 顿 回路 , 但 没有 欧 拉 回 路 . 

(cy 有 了 欧 拉 回 路 , 但 没有 险 密 顿 回路 . 

《d) 既 没有 欧 拉 回路 ， 又 没有 哈密 顿 回 路 . 

8. 给 出 下 面 图 的 例子 : 

(a) 没 有 哈密 顿 链 的 图 . 
(b) 没 有 哈密 顿 路 径 的 有 向 图 . 
9. BUGER, 它 有 10 个 顶点 a， b c,d,，e 和 x，y，u，v，w， 前 五 个 顶点 的 每 一 个 顶点 连接 后 五 个 
顶点 的 每 一 个 顶点 . 
(a) Ore 定理 (定理 11. 8) 表 明 G 有 哈密 顿 回路 吗 ? 为 什么 ? 
(b) 狄 拉克 定理 (推论 11. 8. 1) 表 明 G 有 哈密 顿 回路 吗 ? 为 什么 ? 
(中 G 有 了 哈密 顿 回路 吗 ? 
10. (a) 确 定 图 11. 45 和 图 11. 46 中 的 每 一 图 的 闭 包 c(G). 
(b) 对 于 图 11. 45 和 图 11. 46 中 的 哪些 图 ， 定 理 11. 9 表明 存在 哈密 顿 回路 ? 

11. 给 出 一 个 图 的 例子 ， 它 的 闭 包 没有 哈密 顿 回路 . 

12. HEB]: 如 果 G 有 哈密 顿 回路 ， 那 么 <(G) 不 一 定 是 完全 的 . 

13. 对 于 图 11. 47 和 11. 48 中 的 哪些 有 向 图 ， 定 理 11. 10 表明 存在 哈密 顿 循环 ? 

14. 对 于 图 11. 47 和 11. 48 中 的 哪些 有 向 图 ， 定 理 11. 11 表明 存在 哈密 顿 循环 ? 

15, 一 个 疼 是 度 太 规则 的 (regular of degree k)， 如 果 每 一 个 顶点 都 有 同样 的 度数 证 明 G 有 了 哈密 顿 回 路 ， 
如 果 
(a)G 有 11 个 顶点 ， 且 是 度 6 规则 的 . 

(b)G 有 13 个 项 点， 且 是 度 6 规 则 的 . 

16. 假设 ns. 有 "个 人 ,其 中 任意 两 个 人 合 起 来 都 认识 其 余 的 一 2 PA. 证明 可 以 把 这 个 人 安排 就 座 
于 一 个 圆桌 ， 使 得 每 个 人 都 就 坐 于 两 个 朋友 之 间 . 

17. 假设 通过 不 断 地 增加 连接 度数 和 至 少 为 ”的 不 邻接 项 点 的 边 ， 最 终 我 们 可 以 得 到 图 H， 而 且 不 能 青 继 
续 进 行 下 去 ， 假 设 通过 用 不 同 的 顺序 进行 这 一 构造 过 程 ， 最 终 我 们 得 到 图 K， 而 且 不 能 再 继续 下 去 . 
证 明 H= KUER: 如 果 太夫 K， 寻 找 在 第 一 次 构造 过 程 中 被 加 入 到 G 中 的 第 一 个 不 是 K 的 边 的 边 ], 

18. 证 明 等 式 (11. 15) 表 明 D 是 强 连通 的 . 

19. 假设 定理 11. 10 的 假定 ， 当 等 式 (11. 13) 中 的 被 替换 成 一 1 时 成 立 ， 使 用 定理 11. 10 证 明 D 有 哈密 
顿 路 径 . 

20. 证 明 : 推论 11. 8. 1 为 假 ， 如 果 “ 每 个 顶点 的 度数 至 少 为 n/2" 被 替换 成 “每 个 顶点 的 度数 至 少 为 (n — 10/2", 

21. 假设 例 11. 5 的 重新 设置 成 本 是 以 下 面 的 矩阵 C 的 形式 给 出 的 : 
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其 中 6 是 从 加 工 产品 i 的 生产 设备 到 加 工 产品 j 的 生产 设备 的 重新 设置 时 的 成 本 ， 是 否 存在 一 种 生产 
调度 ， 在 这 一 调度 中 没有 重新 设置 成 本 发 生 ? 

22. (Posal 1962] AEH 11. 9 证 明 : WE G 是 有 至 少 三 个 顶点 的 图 ， 且 如 果 对 于 每 一 个 1<j<n/2 的 整 
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数 j， 度 数 不 超 过 j 的 顶点 的 数量 小 于 j， 那么 G 有 哈密 顿 回路 . 
23. 证 明 或 推翻 下 面 关 于 Ore 定理 (定理 11. 8) 的 变形 .假设 G 是 有 n 个 顶点 的 图 ， 且 n 宇 3， 并 有 下 面 的 不 
等 式 成 立 : 
E (dege (x) +deg, Mn, 


9 
其 中 ， 分 子 中 的 和 是 对 于 所 有 不 邻接 项 点 对 工 和 > 求 和 ， 而 4 等 于 这 样 的 z，y 对 的 数量 ; 那么 G 是 哈 
密 顿 图 . 


11.6 “哈密 顿 链 和 哈密 顿 路 径 的 应 用 


本 节 给 出 哈密 顿 链 和 哈密 顿 路 径 概念 的 若干 应 用 ，11.6.2 节 和 11.6.3 节 在 某 些 方面 依赖 于 
11.6.1 节 的 内 容 ， 其 余 各 节 是 独立 的 ， 可 以 按 任意 顺序 阅读 ， 特 别 地 ， 可 以 快速 浏览 11. 6.1 节 ， 然 
后 阅读 11. 6. 3 节 ， 或 者 只 包含 11. 6.4 节 ，11. 6. 5 节 可 以 作为 11. 4. 4 节 的 一 个 自然 的 后 续 来 阅读 . 
11.6.1 锦标 赛 

设 (V，A) 是 一 个 有 向 图 ， 并 假设 对 于 V PRAM uty u VEA PRO WHA, 但 
二 者 不 都 在 A 中 ， 这 样 的 有 向 图 被 称 为 锦标 赛 (tournament)， 锦 标 赛 出 现 于 各 种 不 同 的 场合 ， 明 
显 的 例子 包括 网 球赛 、 篮 球赛 等 的 循环 赛 S， 在 循环 赛 中 ， 每 一 对 赛 手 ( 参 赛 对 ) 比 赛 ， 且 每 一 对 
赛 手中 有 一 个 且 仅 有 一 个 成 员 可 以 打败 另 一 个 (我 们 假设 不 允许 平局 )， 锦 标 赛 也 出 现在 成 对 比 
较 实验 (pair comparison experiment) 中， 在 这 样 的 实验 中 ,我 们 从 一 个 集合 中 选 出 每 一 对 选项 ， 
要 求 受 试验 者 或 决策 者 告知 喜欢 其 中 哪 一 个 ， 或 哪 一 个 更 重要 ， 哪 一 个 更 符合 条 件 等 等 (读者 也 
许 要 考虑 第 4 章 例 4. 1 和 其 他 关于 优先 选择 的 讨论 来 进行 比较 )， 自 然 界 中 也 发 生 锦标 赛 ， 其 中 
给 定 物种 中 的 特定 个 体 统治 相同 物种 的 其 他 个 体 ， 在 这 样 的 情况 下 ， 对 于 这 个 物种 的 每 一 对 动 
物 ， 有 一 个 且 仅 有 一 个 个 体 统治 另 一 个 个 体 ， 这 种 统治 关系 在 有 关 个 体 之 间 定义 了 吃 序 (pecking 
order) KR. 

有 时 候 ， 我 们 想 要 对 锦标 赛 的 选手 进行 分 级 (rank)， 例 如 ， 我 们 要 颁发 第 二 名 、 第 三 名 等 
等 ， 又 例如 ,“ 选 手 "是 某 个 工作 的 候选 人 ， 而 锦标 赛 表 示 候选 人 中 的 优先 选择 ， 这 时 ， 我 们 的 首 
选 工作 候选 人 也 许 不 接受 这 个 工作 ， 那 Jones Smith 
么 我 们 需要 提前 确定 第 二 选择 、 第 三 先 
择 等 等 ， 寻 找 选 手 分 级 的 一 个 方法 就 是 
观察 每 一 个 锦标 赛 是 否 有 哈密 顿 路 径 ， Bee Ra 
这 一 观察 结果 表明 (我 们 将 做 简短 证 
明 )， 我 们 可 以 把 n 个 选手 标记 为 1， White 
u2, tty un, (EA u 打败 uz, uz 打败 
usa，*…，un-1 打 败 ww， 这 样 的 标签 给 
出 选手 的 分 级 uw 被 排 在 第 一 位 ，w 是 第 二 位 ， 以 此 类 推 .为 了 说 明 ， 考 虚 图 11. 51 的 锦标 赛 . 
这 里 有 一 条 哈密 顿 路 径 ， 因此， 给 出 的 分 级 是 : Jones, Smith, Green, Brown, White, Black. 
寻找 选手 分 级 的 另 一 种 方法 是 ， 使 用 练习 20 所 定义 的 积分 序列 (参见 练习 23 和 练习 28). 

定理 11. 12(Redeil1934]) 每 一 个 锦标 赛 (V，A) 有 哈密 额 路 径 . 

证 阴 人 ”我 们 通过 对 顶点 数 使 用 归纳 法 进行 证 明 。 如 果 "一 2， 结 果 是 显然 的 假设 对 于 


Brown 


图 11.51 循环 乒乓 球 锦标 赛 


日 ”读者 应 该 把 循环 赛 和 更 加 普通 的 淘汰 赛区 分 开 来 . 
© EATUR. 
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个 顶点 的 锦标 赛 结果 成 立 ， 现 在 考虑 有 n 十 1 个 顶点 的 锦标 赛 (V，A). 设 :是 任意 一 个 项 点， 考 
虚 由 V 一 {w)} 生 成 的 子 图 ， 容 易 证 明 这 个 子 图 仍然 是 一 个 锦标 赛 。 因 此 ， 根 据 归纳 法 假设 ， 它 有 
哈密 顿 路 径 wi ，wz，…，un。 如 果 存 在 一 条 从 到 wi HM, BBA us us uz, cry un CV, A) 
的 哈密 顿 路 径 ， 如 果 不 存在 从 zx 到 xl 的 弧 ， 那 么 ， 因 为 (V，A) 是 一 个 锦标 赛 ， 存 在 一 条 从 u 
到 w 的 弧 ， 设 i 是 存在 从 ui Bu 的 弧 的 最 大 整数 。 如 果 i 等 于 nx， 那么 存在 从 un Blu HM, FE 


我 们 得 出 结论 ww ，wuz，…，un，u 是 (V，A) 的 哈密 顿 路 径 ， 如 果 i<n， 则 存在 从 wi 到 的 弧 ， 

根据 i 的 定义 ， 不 存在 从 x+ 到 的 弧 .因为 (V，A) 是 锦标 赛 ， 所 以 存在 从 到 wi+1 的 弧 ， 因 

Hos wis uz», t, Uis Wy Mitre Hy Un 是 (V，A) 的 哈密 顿 路 径 . a 
如 果 xi，xw ，…，um 是 锦标 赛 (V，A) 中 的 一 条 哈密 1 2 

顿 路 径 ， 那 么 正如 我 们 已 观察 的 那样 ， 可 以 使 用 这 条 哈密 

顿 路 径 来 定义 选手 的 分 级 ， 遗 憾 的 是 ， 这 个 锦标 赛 中 可 能 

存在 其 他 的 哈密 顿 路 径 ， 在 我 们 的 例子 中 ，Smith， 

Brown, White, Green, Jones, Black 就 是 另 一 个 哈密 顿 3 4 

路 径 ， 这 时 ， 存 在 多 种 可 能 的 选手 分 级 .情况 可 能 更 粳 . 图 11. 52 对 每 一 个 顶点 a 和 分 级 ， 

在 图 11. 52 的 锦标 赛 中 ， 事 实 上 ， 对 于 每 一 个 顶点 a 和 每 存在 哈密 顿 路 径 ， 在 这 一 

一 个 可 能 的 分 级 ~， 存在 哈密 顿 路 径 ， 对 于 这 个 哈密 顿 路 路 径 下 a 有 分 级 x 

径 ，a 有 分 级 一 


一 般 地 ， 给 定 可 能 分 级 的 集合 ， 我 们 可 能 希望 尝试 选择 一 个 “合意 "分 级 ， 在 可 供 选 择 的 可 能 
的 分 级 中 寻找 一 个 合意 分 级 的 问题 ， 是 一 个 相当 困难 的 问题 ， 这 一 问题 的 讨论 超出 了 本 书 的 范 
围 (参见 Roberts[1976，Ch. 7]). 

下 面 我 们 要 问 是 否 存在 这 样 的 环境 ， 在 该 环境 下 不 会 出 现 有 多 种 不 同 分 级 的 问题 ， 即 是 否 
存在 锦标 赛 有 唯一 哈密 顿 路 径 的 环境 ? 我 们 如 下 回答 这 一 问题 : 一 个 锦标 赛 是 传递 的 (transitive)， 
如 果 只 要 (x， 了 是 一 条 弧 ， 而 且 (vw， 吕 也 是 一 条 弧 ， 那 么 (wx，z) 就 是 一 条 弧 B、 图 11. 51 的 锦标 
赛 不 是 传递 的 ， 因 为 Jones 打败 Smith， 而 Smith 打败 Green， 但 是 Jones 没 能 打败 Green 

定理 11.13 ”一 个 锦标 赛 有 唯一 哈密 顿 路 径 ， 当 且 仅 当 这 个 锦标 赛 是 传递 的 . 

证 明 参见 练习 27. a 

现在 ， 我 们 考虑 把 定理 11.13 运用 于 在 选择 方案 中 决策 者 的 优先 选择 ， 或 者 他 的 选择 方案 相 
对 重要 程度 的 分 级 等 等 ， 通 过 优先 选择 的 成 对 数据 比较 就 可 以 得 到 结果 : 例如， 如 图 11. 53 所 示 . 
这 里 ， 传 递 性 成 立 ， 所 以 存在 唯一 的 哈密 顿 路 径 ， 这 一 路 径 是 西北 、 东 北 、 西 南 、 东 南 、 中 央 . 

NW( 西 北 ) 


NW SW C SE NE 
NE( 东 北 ) SEKRI) NW fo ESTAA ) 
SW oo 1 1 0 

c o 000 0 
SE ls o 100 j 

C( 中 央 ) CL NE \O 1 to 1 0 


图 11. 53 地理 区 域 则 的 优先 选择 中 的 成 对 比较 实验 的 结果 ， REPAY x, y 项 是 1 当 且 仅 当 
选择 而 不 是 y>。 在 所 对 应 的 有 向 图 中 ， 从 工 到 y 的 弧 表示 优先 选择 x 而 不 是 > 


日 ”传递 性 在 第 4 章 起 着 重要 的 作用 ， 有 时 候 ， 对 于 有 向 图 传递 性 的 定义 是 不 同 的 : MH uwt, ERA. VA 
Cor wR ERE u, WHEE. TRE. DRG. DA, OR, BAR uw 自动 成 立 ， 为 什么 ? 
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在 优先 选择 的 研究 中 ,通常 假设 (或 要 求 ) 决 策 者 的 优先 选择 定义 一 个 传递 锦标 赛 ， 即 如 果 
Ibi viftu, Hè wt v 那么 他 较 之 也 要 选择 uw 可 以 证 明 ， 这 等 价 于 假设 决策 者 可 以 
唯一 地 分 级 他 表达 优先 选择 的 选择 方案 .读者 也 许 要 与 例 4. 1 中 的 优先 选择 的 讨论 以 及 与 4. 2 
节 中 的 各 种 顺序 关系 的 讨论 加 以 比较 . 以 4.2 节 的 术语 来 说 ， 锦标赛 是 一 个 严格 线性 
序 ( 见 练习 16). 

实施 成 对 比较 实验 进而 得 到 优先 选择 可 能 是 一 件 乏 味 的 工作 。 如 果 存 在 种 选择 ， 则 需要 进 


行 (5) 一 n(n 一 D/2 次 比较 ， 即 使 对 于 适当 的 a， 这 个 比较 次 数 也 可 能 很 大 ， 然 而 ， 如 果 我 们 相 


信 这 个 对 象 是 传递 的 ， 那 么 我 们 知道 成 对 比较 实验 相当 于 一 个 传递 锦标 赛 ， 因 此 相当 于 选择 方案 
的 唯一 分 级 ， 因 此 ， 我 们 是 在 尝试 着 排序 ”个 项 的 集合 ， 恢 复 这 一 分 级 实际 需要 多 少 次 比较 呢 ? 
由 此 ， 恢 复原 来 的 锦标 赛 需要 多 少 次 比较 呢 ? 这 一 问题 是 我 们 已 在 3. 6 节 中 讨论 过 的 排序 问题 . 
在 那里 ， 我 们 已 指出 好 的 排序 算法 大 约 需要 noginn KER, 与 n(n 一 1) 相 比 这 是 一 个 更 小 的 数字 . 
11.6.2 拓扑 排序 

可 以 证 明 ， 一 个 锦标 赛 是 传递 的 当 且 仅 当 它 是 非 循环 的 (acyclic) ， 即 没有 循环 (练习 26)， 在 
一 个 传递 的 或 非 循环 的 锦标 赛 中 寻找 唯一 哈密 顿 路 径 是 如 下 更 一 般 问题 的 一 种 特殊 情况 ， 假 设 
已 知 有 顶点 的 有 向 图 D， 使 用 整数 1，2，…，, nn 标记 DD 的 顶点 ， 使 得 DD 的 每 一 条 弧 都 从 较 小 
标签 的 顶点 指向 较 大 标签 的 项 点， 这样 的 标签 称 为 D 的 拓扑 顺序 (topological order)， 而 寻找 这 
样 一 个 顺序 的 过 程 称 为 拓 裤 排序 (topological sorting). 

定理 11.14 ”有 向 图 D AAMAS ARS D RAE MRM. 

证 明 显然 ， 如 果 存 在 拓扑 顺序 1，2，…，n， BAD 不 能 有 循环 ， 反 之 , 假 没 DD 是非 循环 
的 .根据 练习 31， 存 在 没有 进入 弧 的 顶点 xi， 标记 zi 为 1， 并 从 D 中 删除 这 个 顶点 ， 此 时 ， 得 
到 的 有 向 图 仍然 是 非 循环 的 ， 因 此 有 没有 进入 弧 的 顶点 ze. 标记 ze 为 2; 以 此 类 推 ， 这 显然 给 
出 一 个 拓扑 顺序 . 

通过 寻找 如 图 11. 54a 所 示 的 有 向 图 


m 
万 的 一 个 拓扑 顺序 ， 来 说 明定 理 11. 14 证 
明 中 的 构造 法 ， 首 先 ， 选 择 顶点 MR a 1 
4 之 后 ， 我 们 选择 顶点 。 删除。 之 后 ， 
b E 4 s 
a) b) 


我 们 要 在 b 和 d 之 间 做 一 个 选择 ， 比 如 说 
我 们 选择 b. 那么 删除 4 之后， 我 们 选择 
d. RARE F <， 这 给 出 如 图 11. 54b 图 11.54 b 给 出 a 的 有 向 图 的 一 个 拓扑 顺序 
所 示 的 标签 ， 所 描述 的 这 一 过 程 存 企 的 
一 个 问题 是 在 每 一 步 ， 我 们 必须 为 了 选择 下 一 个 顶点 而 搜索 整个 剩余 的 有 向 图 ， 关 于 基于 11. 1 节 
所 描述 的 深度 优先 搜索 过 程 的 更 高 效 算法 ， 请 参见 Cormen, Leiserson 和 Rivest[1999]、Golumbic 
[1980], Reingold, Nievergelt 和 Deol1977]. 

拓扑 排序 有 着 广泛 的 应 用 .例如 ， 它 出 现 于 工程 规划 (Deo[1974]) 的 活动 网 络 (activity 
network) 分 析 中 ， 把 一 个 大 工程 分 解 成 称 为 活动 (activity) 的 若干 任务 ， 某 些 活动 必须 在 其 他 活动 
开始 之 前 完成 ， 例 如 一 个 产品 必须 在 刷 油漆 之 前 打磨 ， 如 下 构建 有 向 图 D， 顶 点 是 活动 ， 如 果 z 
必须 超前 于 y， 则 存在 从 活动 x 到 活动 的 弧 . 我 们 设法 寻找 一 个 完成 活动 的 顺序 ， 使 得 如 果 在 
DD 中 存在 从 xz 到 > 的 一 条 弧 ， 那 么 工 在 y 之 前 出 现 ， 这 要 求 D 的 拓扑 排序 。 当 且 仅 当 DRAM 
环 时 ， 可 以 做 到 这 一 点 ， 例 如， 当 我 们 排列 术语 表 中 的 字 并 保证 没有 字 在 被 定义 之 前 使 用 时 ， 就 
会 出 现 类 似 的 情况 .这 也 需要 拓扑 排序 . 
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11.6.3 ”运筹 学 中 的 调度 问题 8 

运筹 学 中 的 很 多 调度 问题 ， 如 11. 6. 2 节 所 讨论 的 活动 网 络 等 ， 都 涉及 寻找 执行 特定 数量 操 
作 的 顺序 .我 们 通常 要 寻找 一 个 最 优 顺序 ， 有 时 候 ， 这 样 的 问题 可 以 通过 寻找 哈密 顿 路 径 得 以 解 
决 . 我 们 已 经 在 例 11. 5 中 看 到 了 这 方面 的 例子 ， 这里， 我 们 给 出 另 一 个 例子 ， 相 关 的 问题 将 在 
13. 2. 3 节 讨 论 . 

假设 一 名 印刷 业者 有 n 本 不 同 的 书 需 要 印刷 。 他 有 两 台 机 器 ,一 台 印 刷机 和 一 台 装订 机 .一 
本 书 必须 在 装订 之 前 印刷 ， 装 订 机 操作 工人 比 印 刷机 操作 工人 赚 的 钱 要 多 ， 而 且 这 些 收 入 必须 
在 装订 机 第 一 次 启动 到 所 有 书 装订 完毕 这 段 时 间 内 支付 ， 这 些 书 以 什么 样 的 顺序 印刷 才能 使 得 
装订 机 操作 工人 的 总 支付 达到 最 小 ? 

设 pr 是 印刷 第 4 本 书 所 需 的 时 间 ， 而 bi 是 装订 第 k 本 书 所 需 的 时 间 ， 让 我 们 做 下 面 的 特殊 
假设 ， 对 于 所 有 的 i 和 j， 或 者 pb, RE pyb. 注意 ,现在 有 可 能 寻找 书 的 排列 顺序 ,使 
得 如 果 书 以 这 一 顺序 印刷 和 装订 ， 在 第 一 本 书 印刷 完成 之 后 装订 机 保持 忙碌 而 没有 空闲 时 间 . 
这 显然 最 小 化 支付 给 装订 操作 工人 的 钱 ， 为 了 寻找 到 这 一 理想 顺序 ， 画 出 一 个 有 向 图 ， 它 有 从 i 
到 j 的 弧 当 且 仅 当 6; 宇 p;。 这 时 ， 这 个 有 向 图 包含 一 个 锦标 赛 ， 所 以 根据 定理 11. 12， 这 个 图 存 
在 一 条 哈密 顿 路 径 ， 这 个 路 径 给 出 一 个 要 求 的 顺序 ， 这 一 问题 的 更 一 般 且 没有 特殊 假设 的 情况 
下 的 论述 ， 请 参见 Johnson[1954]( 还 可 参考 练习 38). 

11.6.4 设备 设计 2 

图 论 在 诸如 工厂 、 医 院 、 学 校 、 高 尔 夫 球 场 等 等 的 物理 设施 的 设计 中 有 着 广泛 的 应 用 .在 这 
样 的 设计 问题 中 ， 我 们 有 若干 个 需要 定位 的 区 域 ， 并 和 希望 使 某 些 区 域 相互 接壤 .我 们 画 出 一 个 图 
G， 即 关系 图 (relationship graph)， 它 的 顶点 是 所 讨论 的 区 域 ， 而 且 当 两 个 区 域 应 该 相互 接壤 时 ， 
其 间 有 一 条 边 ， 如果 G 是 平面 图 ， 那 么 这 就 形成 一 个 地 图 (参见 例 3. 19)， 而 所 对 应 的 地 图 表示 
一 个 设计 : 其 中 两 个 被 G 中 的 边 连接 的 区 域 ( 国 家 ) 事 实 上 共享 一 面 墙 ( 边 界 )， 图 11. 55 给 出 一 个 
平面 图 和 相应 的 设施 布局 . 

如果 关系 图 G 不 是 平面 图 ， 那 么 我 们 
设法 消除 某 些 需 求 ， 即 删除 G 的 某 些 边 ， 
设法 寻找 G 的 平面 支撑 子 图 G'。 

这 时 ， 可 以 使 用 G' 去 构建 设计 ， 下 面 8 ey 
是 一 个 寻找 用 于 设施 规划 的 G 的 方法 ( 源 于 
Demourcron, Malgrance 和 Pertuiset[ 1964]). A 
确定 G 是 否 有 哈密 顿 回路 ， 如 果 有 哈密 顿 回 G 
路 , 寻找 这 样 的 一 个 回路 CSu, u, ory 
wu， 按照 这 一 顺序 把 各 顶点 定位 在 一 个 贺 
上 .例如 ,考虑 图 11. 56 的 图 G， WA C=, 2, 3, 4,5 是 一 条 哈密 顿 回路 ， 它 被 表示 成 
图 11. 56 中 的 圆 上 的 点 。 如 下 构建 一 个 新 图 HH 的 顶点 是 G 中 的 那些 不 是 C 的 边 的 边 ， 晶 的 
两 条 边 邻 接 当 且 仅 当 把 所 对 应 的 弦 画 在 由 C 所 确定 的 圆 内 时 ， 这 些 弦 相交 .对 于 我 们 例子 中 的 
弦 ， 参 见 图 11. 56， 对 于 图 及， 参见 图 11. 57. BH 2 可 着 色 的 ， 比 如 说 使 用 红 和 蓝 着 色 . 
那么 G 是 平面 图 ， 为 了 和 弄 明白 这 一 点 ， 只 需 广 意 所 有 红色 的 弦 都 可 画 在 由 C 所 确定 的 圆 内 ， 而 
所 有 蓝 色 的 弦 都 可 画 在 由 C 确定 的 圆 外 ， 没 有 边 相交 例如， 在 图 11. 57 的 图 及 中 ， 我 们 可 以 
着 色 顶 点 {1，3} 和 {1，4} 为 红色 ， 而 着 色 项 点 {2，4} 和 {2，5} 为 蓝 色 . 这 时 ， 我 们 得 到 如 


图 11. 55 关系 图 G 和 对 应 的 设计 


© 本 小 节 基于 Berge[1962]、Johnson[1954] 和 Liu[1972]. 
© 本 小 节 基 于 Charchra, Ghare 和 Moore! 1979]. 
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图 11. 56 ”关系 图 C、 分 布 在 圆 上 的 哈密 顿 回路 的 顶点 、G HMR ea OK 


图 11. 58 所 示 的 G 的 平面 图 ， 如果 H ARSE 2 可 着 色 的 ， 那 a ò n r 
么 我 们 寻找 2 可 着 色 的 H 的 最 大 子 图 K. 把 K 的 边 加 入 HA 42,5) 3 (24) 

到 C， 得 到 一 个 G 的 支撑 子 图 的 平面 图 G'， 利 用 G' 确 定 设 。 图 11.57 从 图 11.56 得 到 的 图 有 
计 ， 例 如 ， 假 设 G 是 通过 加 入 边 {3，5}， 从 图 11. 56 中 的 

图 G 而 得 到 的 . 那么， 利用 相同 的 哈密 顿 回路 C， 我 们 看 到 H 是 如 图 11. 59 所 示 的 图 ， 这 个 H 
不 是 2 可 着 色 的 .我 们 必须 消除 某 个 顶点 来 得 到 K， 例 如 消除 项 点 {3，5}。 所 得 到 的 图 G 是 
图 11. 56 所 示 的 图 G， 它 是 一 个 平面 图 . í 


j 


al 
总 
RI 


5 2 {1,3} (2,4) 
{2,5¥ {3,5} 
3 
{1,4} 
图 11.58 图 11. 56 中 的 图 G 的 平面 图 图 11. 59 如 果 把 边 {3，5} 加 入 到 图 11. 56 中 
的 G， 得 到 图 H 
11.6.5 杂交 顺序 9 


在 例 11. 2 中 ,我 们 描述 了 根据 所 有 长度 子 串 的 列表 上 确定 DNA R S 的 杂交 顺序 问题 . 
这 一 问题 的 另 一 个 解决 方法 是 构建 一 个 有 向 图 E(L)， 这 个 有 向 图 的 顶点 是 二 中 的 串 ， 而 且 如 果 
4 一身 ，a3 一 如 ，…，ak 一 外 -1， 那 么 它 有 一 条 从 工 中 的 aiaz…as 到 工 PAY bibb 的 弧 ， 对 
应 于 (11. 2) 列 表 世 的 有 向 图 下 (L) 如 图 11. 60 所 示 ， 如 在 例 11. 2 中 那样 ， 假 设 每 个 长 度 为 上 的 子 
串 在 工 中 出 现 不 超过 一 次 ， 那 么 不 难看 出 ， 在 访问 E(L) 的 每 一 个 顶点 正好 一 次 的 路 径 与 长 度 
子 串 对 应 于 上 中 的 串 的 DNA 串 之 间 存 在 着 一 一 对 应 ， 我 们 使 用 这 样 的 路 径 中 的 每 一 个 顶点 的 第 


图 11. 60 从 (11.2) 的 列表 工 得 到 的 有 向 图 ECL》 


© #KAN FMF Pevzner[ 2000]. 
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一 个 字母 ， 并 以 路 径 上 最 后 顶点 的 后 k 一 1 个 字 
应 于 E(L) 中 的 哈密 顿 路 径 ， 在 图 11. 60 中 ， 


母 为 结尾 、 因 此， 由 工 所 生成 的 这 个 DNA 串 对 
哈密 顿 路 径 ACA，CAC，ACG，CGC，GCA， 


CAA, AAC, ACT, CTT, TTA, TAA, AAA 对 应 于 DNA $ ACACGCAACTTAAA 然而 ， 
还 存在 其 他 哈密 顿 路 径 ， 例如， 路 径 ACG, CGC, GCA, CAA, AAA, AAC, ACA, CAC, 
ACT,，CTT，TTA，TAA。， 因 为 寻找 哈密 顿 路 径 的 问题 是 NP 完全 问题 ， 所 以 寻找 未 知 DNA 片 
段 的 方法 不 如 在 例 11. 2 中 所 描述 的 欧 拉 路 径 方法 有 效 . 


本 节 练习 


1. 对 于 下 面 的 每 一 种 情况 ， 确 定 对 应 于 二 元 关系 的 有 向 图 是 否 是 锦标 赛 . 


(a) 二 元 关系 (X，R), 其 中 X={1, 2, 3, 4}, R 
关系 (X，S)，, 其 中 X={1, 2, 3, 4}, S 


2. 对 于 


的 顺序 ， 寻 找 一 个 这 样 的 顺序 . 


于 这 一 二 元 关系 的 有 向 图 是 否 有 拓扑 顺序 . 


对 于 锦标 赛 是 否 (i) 总 成立，(ii) 有 时 候 成 立 
(Gi) 不 成 立 . 
证 明 传递 锦标 赛 是 4. 2 节 定义 的 严格 线性 序 . 


Re 


顿 路 径 . 
对 于 根据 表 11. 3 的 优先 选择 数据 定义 的 锦标 赛 
寻找 它 的 所 有 哈密 顿 路 径 . 


se 


2 3 
.对 于 4.1 节 练习 1 中 的 每 一 个 二 元 关系 ， 确 定 对 应 
,对 于 表 4. 2 定义 的 二 元 关系 的 每 一 个 性 质 ， 确 定 它 
1 4 
5 


对 于 图 11. 61 中 的 每 一 个 锦标 赛 ， 寻 找 所 有 的 哈密 


由 等 式 (4. 1) 定 义 . 
由 等 式 (4. 2) 定 义 . 


1 节 练 习 1 中 的 每 一 个 二 元 关系 ， 确 定 所 对 应 的 有 向 图 是 否 是 锦标 赛 . 
,对 于 练习 1 中 的 每 一 个 二 关系 ， 确 定 对 应 于 这 一 二 
元 关系 的 有 向 图 是 否 有 拓扑 顺序 ， 如 果 存 在 这 样 


a) 


图 11.61 


11. 6 节 练 习 的 锦标 赛 


表 11.3 作为 生活 地 点 的 各 城市 间 优先 选择 的 一 个 成 对 比较 实验 结果 
(Ri, 等 于 1， 当 且 仅 当 优选 择 i 而 不 选择 )) 


纽约 波士顿 
纽约 

波士顿 
旧金山 
洛杉矶 
休斯顿 


oomoo 


9. 有 4 个 或 更 少 个 顶点 的 锦标 赛 中 ， 哪 些 是 传递 的 ? 

10. 画 出 一 个 有 5 个 选手 的 传递 锦标 赛 的 有 向 图 . 

11. 寻找 图 11. 62 中 每 一 个 有 向 图 的 拓扑 顺序 . 

12. 在 11. 6. 3 节 的 书籍 印刷 问题 中 ,假设 bh 二 3， 
SAGE. 


.为 图 11. 46 中 的 平面 图 a 和 bb 设计 规划 - 


五 确定 G 的 平面 图 示 。 否则 寻找 平面 图 G. 
.如果 G 是 图 11. 45 中 的 图 b， 重 复 练习 15. 


旧金山 


洛杉矶 休斯顿 


0 


coocoo 
RI O 
6.6 eee 


名 一 5， 久 一 8， 加 一 6， 思 一 2， 包 一 9， 寻 找 一 个 制 书 的 
. 如果 所 一 10， 包 一 7， 久 一 5， 轴 一 11， 户 一 4， 久 一 8， 重 复 练习 12. 


. MR G 是 图 11. 45 中 的 图 a， 寻 找 一 条 哈密 顿 回路 C 并 如 11. 6. 4 节 那 样 构造 万 ， 如 果 存 在 的 话 ， 利 用 


RUE 图 论 中 的 存在 问题 455 


17. 
(a) 对 于 列表 LL= (CCGA, CGCG, CGTG, CGAA, GCCG, GCGT, GTGC, GAAC, TGCC, AACC, 


20. 


21. 


22. 


23. 
24. 


25. 


26. 
27. 


28. 


a) b) 
图 11. 62 11.6 节 练习 11 的 有 向 图 
如 果 G 是 图 11. 43 中 的 图 b， 重 复 练习 15. 
ACCC), it 11.6.5 节 中 的 有 向 图 ECL). 


(OME E(L) 中 哈密 顿 路 径 的 数量 . 
(OTR L WHF DNA FB. 


. Ca) Xt FIR L={AA, AC, AG, AT, CA, CT, GA, GT, TA, TC, TG, TT}, MH 11.6.5 


的 有 向 图 EL). 

(b)S= ACTTCATGAGTAA 与 L 相 容 吗 ? 

(c)S= AATGAGTACTTCA 与 了 上 相 容 吗 ? 

(d)S=CTAGTACATGATA 45 L #78852 

在 一 个 锦标 赛 中 ， 顶 点 u 的 积分 (score)s(w) 是 uw 的 出 度数 (这 是 u 打败 的 选手 数量 )， 如 果 顶 点 被 
标记 为 1，2，…，m,， BSMD Ln), 序列 (s(1)，5K2)，-…，s(m)) 称 为 这 一 锦标 赛 的 
积分 序列 (score sequence). 练习 20 一 练习 24 和 练习 28 都 是 研究 积分 序列 的 ， 寻 找 下 面 锦 标 赛 的 
积分 序列 : 


(aH 11. 51 《b) 图 11. 53 
证 明 ， 如 果 (*(1)，*(2)，…，s(z)) 是 锦标 赛 的 积分 序列 ， 那 么 有 
<- n 
D 一 (2): 
下 面 的 每 一 个 序列 可 能 是 锦标 赛 的 积分 序列 吗 ? 为 什么 ? 
WA, 1, 2, 3) (b)(0, 0, 0, 2, 7) (oO, 1, 1, 4, 4) 
(d)(0, 0, 3, 3) (ey 2, 2, 3, 3, 4) 


证 明 在 锦标 赛 中 ， 使 用 积分 序列 的 选手 分 级 可 以 不 同 于 使 用 哈密 顿 路 径 的 选手 分 级 . 

使 用 积分 序列 画 出 下 面 锦标 赛 的 有 向 图 . 

(a)(0, 1, 2, 3) (b)(2, 2, 2, 2, 2) WOA, 1, l, 4, 4, 4) 

证 明 一 个 锦标 赛 是 传递 的 当 且 仅 当 它 没有 长 度 为 3 的 循环 . 

证 明 一 个 锦标 赛 是 传递 的 当 且 仅 当 它 是 非 循环 的 . 

如 下 证 明定 理 11. 13. 

(a) 证 明 : 如 果 刀 是 传递 的 ， 那 么 它 有 唯一 哈密 顿 路 径 ， 方 法 是 观察 如 果 存 在 两 条 这 样 的 路 径 ， 那 么 一 
定 存在 w 和 vw， 且 在 一 条 路 径 中 w 跟 在 v 的 后 面 ， 而 在 另 一 条 路 径 中 v 跟 在 zx 后 面 . 

《b) 证 明 其 逆 叙 ， 方 法 是 观察 在 唯一 的 哈密 顿 路 径 mm u, oe u P, RAHA Cas w) EA 4AM 
Bij. 

《a) 使 用 练习 27(b) 的 结果 寻找 有 = 个 顶点 的 传递 锦标 赛 的 积分 序列 . 


(676) 


677) 
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29. 


30. 
31. 
32. 


.如 果 你 还 没有 完成 3.6 节 练习 40， 那 么 现在 完成 它 . 
- CHarary, Norman 和 Cartwright[1965]) 如 果 DD 有 层次 分 配 (3. 6 节 练习 40)， 而 ~ 是 的 最 长 简单 路 径 


+ (Camion[ 1959] #1 Foulkes[1960]) 证 明 每 一 个 强 连通 锦标 赛 有 哈密 顿 循环 [提示 : 证 明 对 于 


《b) 证 明 对 于 一 个 传递 锦标 赛 ， 由 积分 序列 而 得 到 的 分 级 与 由 唯一 哈密 顿 路 径 而 得 到 的 分 级 相同 . 

假设 一 个 锦标 赛 的 顶点 可 以 列表 为 mw ，w ，…，w 使 得 积分 s(w) 二 n 一 i 这 一 竞赛 有 哈密 顿 路 径 吗 ? 
《给 出 证 明 或 反例 ). 

使 用 练习 28(a) 的 结果 ， 确 定 表 11. 3 的 优先 选择 数据 是 否 是 传递 的 . 

证 明 每 一 个 非 循环 有 向 图 都 有 没有 入 弧 的 顶点 . 

在 锦标 赛 中 ,顶点 Ax. y, 2) BR 4 i t (transitive), MRA x+，y 和 < 生成 的 子 图 是 传 
递 的 ， 等 价 地 ， 如 果 三 个 顶点 中 的 一 个 打败 其 余 两 个 .这 个 顶点 称 为 这 个 传递 三 元 组 的 传递 者 
(transmitter). 


(a) 如 何 确定 给 定 顶点 u 为 传递 者 的 传递 三 元 组 的 数量 ? 
(b) 证 明 ， 在 锦标 赛 中 ， 如 果 (是 的 积分 , 那么 有 S(O) Meann. 
《ec) 证 明 至 少 有 四 个 顶点 的 每 一 个 锦标 赛 必 定 有 传递 三 元 组 . 


WKE, WEA 十 1 是 DD 的 层次 分 配 中 不 同 层次 ( 值 L,) 的 最 小 数量 . 


如果 你 还 没有 完成 3. 6 节 练 习 41， 那 么 完成 它 . 
.在 传递 锦标 赛 中 ， 如 果 顶 点 w 有 最 大 积分 ,那么 «打败 其 他 每 一 名 选手 . 


(a) 证 明 在 任意 锦标 赛 中 ， 如 果 u 有 最 大 积分 ， 那 么 对 于 其 他 每 一 名 选手 v， 或 者 x 打败 v， 或 者 x 打败 
-名 打败 "的 选手 (这 一 结果 是 由 Landau[1955] 年 发 现 的 ， 当 时 他 在 研究 小 鸡 问 的 吸 序 ， 关 于 这 个 
结果 的 扩展 ， 参 见 Maurer[1980]). 
(b) 证 明 (a) 中 w 为 胜 者 的 必要 条 件 不 是 充分 的 . 


4，…，n， 存 在 长 度 为 的 循环 ， 其 中 是 顶点 的 数量 ]. 


38. 11. 6. 3 节 的 制 书 问题 中 的 另 一 个 优化 标准 是 ， 在 尽 可 能 短 的 时 间 内 完成 所 有 书 的 印刷 和 装订 .证 明 即 
使 在 11. 6. 3 节 的 特殊 假设 的 情况 下 ， 可 能 存在 不 对 应 于 11. 6. 3 节 中 所 构造 的 有 向 图 中 的 哈密 顿 路 径 
的 最 优 解 . 
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12% ”匹配 与 覆盖 


12.1 一 些 匹配 问题 


本 章 研究 属于 匹配 问题 和 覆盖 问题 两 个 范畴 中 的 若干 问题 ， 我 们 从 两 个 方面 考查 这 些 问题 ， 
首先 考虑 存在 问题 ， 然 后 考虑 优化 问题 . 因此， 本 章 是 从 组 合 数学 的 第 二 个 基本 问题 到 第 三 个 基 
本 问题 的 过 渡 ， 即 存在 问题 到 优化 问题 的 过 渡 . 我 们 先 给 出 若干 例子 . 


【 例 12. 1 工作 分 配 (再 探 例 5. 10)】 在 例 5. 10 中 ,我 们 讨论 了 工作 分 配 的 问题 . 一般 地 ， 
可 以 如 下 阐述 这 一 问题 ， 有 ?名 工人 和 普 项 工作 ， 每 名 工人 适合 其 中 的 某 些 工作 ， 给 每 一 名 工 
人 分 配 一 项 工作 ， 确 保 他 适合 这 一 项 工作 ， 并 确保 没有 两 名 工人 得 到 相同 的 工作 ， 在 例 5. 10 
中 ,我们 讨论 了 计数 实现 这 种 分 配 的 方法 数量 ， 我 们 使 用 车 多 项 式 完成 这 一 计数 ， 这 里 ， 我 
们 要 问 一 个 存在 问题 : 是 否 存在 一 个 分 配 ， 它 给 每 名 工人 分 配 一 项 他 所 适合 的 工作 ， 并 确保 
没有 两 名 工人 做 同一 项 工作 ? 随后 ， 我 们 问 一 个 优化 问题 : 最 好 的 分 配 是 什么 ? 

从 图 论 的 角度 并 述 存在 问题 是 很 方便 的 。 如 下 构建 一 个 图 G，G 有 m +n 个 顶点 ， 每 名 工人 
对 应 一 个 顶点 ， 每 项 工作 对 应 于 一 个 项 点， 用 边 把 工人 与 他 所 适合 的 每 一 项 工作 连接 起 来 ， 不 存 
在 其 他 边 ， 图 12. 1 给 出 一 个 具体 的 工作 分 配 问题 的 结果 图 G， 图 G 是 二 部 图 (bipartite graph) 
(X, Y, E), 这样 的 图 的 顶点 集合 被 分 成 两 个 集合 X 和 Y， 且 有 边 集合 已 ， 使 得 瑟 中 所 有 边 都 
在 集合 X 和 YY 之 间 ( 参 见 3.3.4 节 ). 

我 们 寻找 的 这 种 工作 分 配 可 以 通过 下 面 的 方法 表示 : 如 果 工人 工 被 分 配 做 工作 >， 则 用 波形 
边 取代 工 到 y 的 边 ， 图 12. 2 给 出 这 样 的 一 个 分 配 ， 注意 ， 在 这 一 分 配 中 ， 每 一 个 顶点 至 多 在 一 
条 波形 边 上 ， 这 对 应 于 每 名 工人 至 多 被 分 配给 一 项 工作 ， 而 每 项 工作 至 多 分 配给 一 名 工人 .图 G 
中 的 边 的 集合 M 称 为 匹配 (matching) ， 如 果 G 中 的 每 个 顶点 在 M 的 至 多 一 条 边 上 ， 因 此 ,我 们 
要 寻找 一 个 匹配 ， 在 匹配 M 中 ， 一 个 顶点 称 为 是 饱和 的 (saturated)， 如 果 它 在 M 的 某 条 边 上 . 
我 们 寻找 使 对 应 于 工人 的 每 一 顶点 饱和 的 匹配 。 我 们 首先 研究 二 部 图 的 匹配 ， 然 后 再 研究 任意 


图 的 匹配 ， 图 12.3 给 出 一 个 非 二 部 图 的 匹配 . a 
Smith vm Smith 切割 
Jones 定型 Jones 定型 
Brown 合 Brown 粘 合 
Black 抛光 Black 抛光 
White 包装 White 包装 
图 12.1 从 工人 z 到 工作 y 的 边 ”图 12.2 使 用 波 线 边 表示 的 图 12.1 图 12.3 非 二 部 图 中 


表示 适合 工作 y 的 工作 分 配 图 的 匹配 M 


| 


回 
名 
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【 例 12. 2 存储 计算 机 程序 (再 探 例 5. 10)】 在 例 5. 10 中 ,我 们 还 讨论 了 给 计算 机 程序 分 配 
存储 位 置 的 问题 ， 一 般 地 并 述 这 一 问题 我 们 可 以 认为 个 程序 和 m 存储 位 置 构成 一 个 图 的 顶 
点 ， 如 果 位 置 y 对 于 程序 x 有 充分 的 存储 容量 ， 那 么 我 们 在 x 和 > 之 间 放 置 边 ， 我 们 寻找 程序 到 
存储 位 置 的 分 配 ， 使 得 每 一 个 存储 位 置 至 多 得 到 一 个 程序 ， 而 且 每 一 个 程序 正好 被 分 配 到 一 个 
存储 位 置 ， 这 个 位 置 对 这 个 程序 有 充分 的 存储 容量 因此， 我 们 在 对 应 的 二 部 图 中 寻找 一 个 匹 
配 ， 这 个 匹配 使 对 应 于 程序 的 所 有 顶点 饱和 ， 与 例 5. 10 情况 对 照 ， 在 那里 ， 我 们 感 兴趣 的 是 计 
数 这 样 的 分 配 数量 ， 而 这 里 ， 我 们 感 兴趣 的 问题 是 是 否 存在 这 样 的 分 配 . E 


【 例 12. 3 天 花 疫苗 接种 】 在 制定 可 能 爆发 天 花 的 计划 中 ,地 方 卫生 局 设法 给 居住 在 某 城 市 
的 每 一 个 市 民 分 配 一 个 接种 诊所 ， 他 们 要 寻找 一 种 分 配 ， 使 得 每 一 个 人 分 配 到 一 个 离 他 的 家 不 
超过 10 英里 的 诊所 ， 我 们 可 以 考虑 一 个 二 部 图 ， 其 顶点 集合 X 是 居民 ， 而 顶点 集合 Y 是 诊所 . 
一 个 居民 与 他 的 家 10 英里 内 的 任意 诊所 之 间 由 一 条 边 相 连接 注意， 这 不 是 一 个 匹配 问题 ， 因 
为 我 们 允许 多 个 人 被 分 配 到 一 家 然而， 如果 我 们 认识 到 每 一 个 诊所 有 接种 的 最 大 容量 ， 并 用 由 
所 有 诊所 的 可 能 预约 时 间 组 成 的 集合 取代 Y， 那 么 我 们 可 以 重新 闻 述 它 为 一 个 匹配 问题 ， 这 时 ， 
从 一 个 居民 到 距 他 的 家 10 英里 内 的 所 有 诊所 的 所 有 预约 时 间 有 一 条 边 ， 且 我 们 寻找 一 个 使 X 的 
每 个 顶点 饱和 的 匹配 . a 


【 例 12. 4 英国 皇家 空军 的 飞行 员 (Berge[1973]，Minieka[1978])】 第 二 次 世界 大 战 中 的 英国 
战役 期 间 ， 英 国 皇家 空军 (RAF) 有 许多 来 自 外 国 的 飞行 员 ，RAEF 必须 给 每 一 架 飞 机 分 配 两 名 飞 
行 员 ， 而且 总 是 想 给 同一 架 飞 机 分 配 两 名 语言 一 致 且 训 练 相 似 的 飞行 员 ， 我 们 可 以 如 下 翻译 
RAF 问题 ， 给 定 可 用 于 执行 某 项 任务 的 飞行 员 集合 ， 把 他 们 当 作 一 个 图 的 项 点 ， 当 且 仅 当 两 名 
飞行 员 可 以 一 起 飞行 时 ， 将 两 个 顶点， 用 一 条 边 连 接 . 那么 RAF 想 要 这 个 图 中 的 一 个 匹配 ( 它 没 
有 必要 是 二 部 图 )， 另 外 ， 他 们 关心 的 是 尽 可 能 多 驾驶 飞机 因此， 他们 感 兴趣 于 最 大 基数 匹配 
(maxiimum-cardinality matching)， 具 有 最 多 可 能 边 数 的 图 匹配 ， 在 12.4 节 和 12. 5 节 中 ， 我 们 将 
解决 要 求 最 大 基数 匹配 的 组 合 优化 问题 . a 


【 例 12. 5 房地产 交易 (Minieka[1978])】〗 房地产 代理 商 在 给 定时 间 有 一 个 潜在 买主 的 集合 X 
以 及 要 出 售 的 房子 的 集合 Y， 如 果 买 主 工 购买 房子 y>， 那 么 设 roy 是 代理 商 的 收益 ， 纯 粹 从 金钱 
的 角度 看 ， 代 理 商 想 要 使 买主 和 房子 匹配 ， 以 便 最 大 化 相应 的 ray 的 和 ， 我 们 可 以 通过 设 项 点 X 
和 定义 一 个 完全 二 部 图 G 一 (X，Y， 书 来 表示 这 个 代理 商 问题 ; 即 我 们 取 X 和 Y 之 间 所 有 可 
能 的 边 ， 这 时 ， 我 们 寻找 G 中 的 一 个 匹配 ， 这 个 匹配 使 得 权 的 和 最 大 ， 更 一 般 地 ， 我 们 可 以 考 
虑 下 面 的 最 大 权 匹 配 问题 (maximum-weight matching problem). 假设 G 是 任意 的 图 (不 必 是 二 部 
图 )， 且 在 每 一 条 边 {z，y} 上 有 权 ( 实 数 )rw*。 如 果 M 是 G 的 一 个 匹配 ， 那 么 我 们 定义 

r(M)=Sriy: (z+ y EM). 

我 们 寻找 G 的 最 大 权 匹 配 (maximumrweight matching)， 这 是 使 得 对 于 所 有 G 的 匹配 M’, 
r MSMO RKV M. C] 

(6112.6 最 优 分 配 问题 】 让 我 们 返回 到 例 12. 1 的 工作 分 配 问题 ， 但 是 增加 每 名 工人 适合 每 
项 工作 的 简化 假设 ， 这 时 ,“ 适 配 ? 图 C 是 一 个 完全 二 部 图 ， 我 们 再 假设 ， 真 对 工人 z+ 对 工作 y 
的 可 能 能 力 (输出 ) 指 定 给 他 一 个 等 级 rw。 我 们 寻找 工人 到 工作 的 一 个 分 配 ， 这 一 分 配给 每 名 工 
人 一 项 工作 ， 每 一 项 工作 的 人 数 不 超 过 一 人 ， 而 且 这 一 分 配 使 得 等 级 之 和 最 大 .寻找 这 样 的 分 配 
的 问题 称 为 最 优 分 配 问题 (optimal assignment problem)、 如 果 工 人 的 数量 与 工作 的 数量 至 少 相 
同 ， 那 么 这 一 问题 是 可 解 的 ， 它 要 求 的 是 一 个 完全 二 部 图 G 的 一 个 匹配 ， 这 个 匹配 使 工人 的 集 
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合 饱和 ， 而 且 至 少 与 其 他 使 工人 集合 饱和 的 任意 匹配 有 相同 大 小 的 权 和 但是， 显然 每 一 个 最 大 
权 匹 配 都 使 工人 的 集合 饱和 . 因此， 最 优 分 配 问题 可 以 简化 成 一 个 完全 二 部 图 的 最 大 权 匹 配 问 
题 .我们 将 在 12. 7 节 中 返回 到 这 一 最 优 分 配 问题 ， 在 那里 ， 我 们 给 出 解决 这 一 问题 的 算法 ，( 通 
过 12.4 节 的 内 容 ， 特 别 是 推论 12. 5. 1， 可 以 理解 这 一 算法 . ) 


【 例 12.7 天 花 疫苗 接种 (再 探 例 12.3)】 在 例 12. 3 中 ,我 们 试图 给 每 一 个 人 指定 距离 他 的 
家 10 英里 以 内 的 接种 诊所 现在， 假设 我 们 希望 给 每 个 人 指定 最 近 的 可 能 接种 诊所 .我 们 可 以 
Bry RRA x 到 预约 时 间 用 y 表示 的 接种 诊所 的 距离 ， 那 么 ， 我 们 寻找 可 以 最 小 化 所 有 z y 
的 rm 的 和 的 分 配 ， 其 中 工 被 指定 给 >。 这 是 例 12. 6 的 优化 分 配 问题 的 最 小 化 的 变 体 ， 如 果 人 在 
不 同 诊所 的 不 同 预约 时 间 有 优先 选择 的 话 ， 那 么 就 产生 另 一 种 优化 分 配 问 题 ， 设 sy 表示 人 x 对 
相应 诊所 中 预约 时 间 y 的 评估 ， 这 个 值 与 y 是 否 在 zx 的 10 英里 内 无 关 ， 这 时 ， 我 们 要 寻找 人 到 
接种 诊所 的 一 种 分 配 ， 使 得 这 个 评估 sy 的 和 最 大 ， 正 如 工作 分 配 问 题 那样 ( 例 12. 1). 


【 例 12.8 音响 系统 中 的 扬声器 配对 (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[ 1993], Mason 和 Philpott 
[1988])】 音响 系统 制造 商 在 出 售 一 套 音响 系统 之 前 要 设法 把 扬声器 配对 ， 如 何 将 两 个 扬声器 配 
成 套 取 决 于 频率 响应 ， 两 个 扬声器 + 和 y 之 间 的 频率 响应 fm 可 以 (通过 比较 不 同 频率 的 响应 ) 测 
量 ， 且 低 fry 比 高 fm 要 好 .制造 商 也 许 只 想 配对 度量 Ay 足够 小 的 扬声器 ， 比 如 说 小 于 某 个 值 
T. 这 时 ,制造 商 开始 于 一 个 扬声器 集合 ， 希 望 创造 尽 可 能 多 的 扬声器 配对 ， 这 是 一 个 最 大 基数 
匹配 问题 (maximum-cardinality matching). 扬声器 是 顶点 ，z 和 y 之 间 有 边 意味 着 fy AF T. 
更 完美 的 目标 是 创造 满足 /二 本 的 配对 ， 使 得 这 些 配 对 的 所 有 fay 的 和 尽 可 能 小 ， 这 是 一 个 最 
小 权 匹配 问题 ， 与 例 12. 5 的 情况 对 照 (在 那里 最 大 取代 最 小 )， 注 意 这 里 的 问题 是 任意 图 上 的 问 
题 ， 没 有 必要 一 定 是 二 部 图 . sg 

【 例 12. 9 石油 钻井 (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[ 1993], Devine[1973])] 一 家 石油 公司 已 勘测 
出 若干 可 能 的 钻井 场所 ， 两 个 场所 钻 一 眼 井 比分 开 钻 井 要 廉价 ， 这 家 公司 估 测 了 在 每 个 场所 钻 
井 的 成 本 ， 以 及 对 每 一 对 场所 钻 一 眼 井 的 成 本 ， 问 题 是 确定 哪些 场所 单独 钻井 ， 哪 些 场所 配对 钻 
井 ， 以 使 总 钻井 成 本 最 低 ， 如 果 我 们 忽略 单独 钻井 的 可 能 性 ， 那 么 我 们 就 面 对 一 个 最 小 权 匹配 问 
题 ， 如 果 我 们 允许 井 到 其 自身 有 一 条 边 ， 那 么 我 们 还 可 以 阐述 整个 问题 为 最 小 权 匹配 问题 ， 注 意 
所 讨论 的 图 不 是 二 部 图 . a 

匹配 有 很 多 其 他 应 用 ，Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993] 给 出 的 例子 包括 确定 化 学 键 、 在 制造 
业 对 特定 的 电子 打字 机 进行 重新 布线 、 空 间 对 象 定位 、 匹 配 移动 对 象 ， 最 优 的 存货 损耗 以 及 并 行 
机 器 调度 等 等 ， 我 们 在 练习 中 讨论 其 中 的 一 些 应 用 . 

在 12.7 节 中 ， 我 们 将 看 到 最 大 权 匹 配 问 题 与 11. 4. 1 节 的 “中 国 邮 差 ” 问 题 及 11. 4. 2 节 的 相 
关 的 计算 机 绘图 问题 有 关 . 关于 一 般 的 最 大 权 匹 配 问题 以 及 本 章 所 描述 的 其 他 内 容 ， 可 以 参见 
Ahuja, Magnanti 和 Orlin( 1993}, Christofides[ 1975], Cook 等 [1998]、Grotschel，Lovisz 和 
Schrijver[ 1993], Lawler[1976], Lovász 和 Plummer[ 1986], Minickal 1978], Papadimitriou 和 
Steiglita 1982]. 

APRS 
. 对 于 图 12. 4 中 的 图 : 

(a) FRA 4 个 边 的 匹配 . 

(b) 寻 找 使 硕 点 5 饱和 的 匹配 . 

(c) 寻 找 不 是 最 大 的 但 是 极 大 的 匹配 
2. 对 于 图 12. 5 中 的 图 ， 重复 练习 1. 
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3. 对 于 图 12. 6 中 的 每 一 个 加 权 图 ， 寻 找 最 大 权 匹配 . 


a a 
3 p b c 
e 
c 7 
a ft 
a 6 
8 
e e i h 
图 12.4 12.1 节 练习 1 的 图 图 12.5 12.1 节 练习 2 的 图 
1 
a a 
3 4 
b B 
1 
cos a 
d 3 


a) d 9 
图 12.6 12.1 节 练习 3 的 加 权 图 


4. 一 家 公司 有 5 个 职位 需要 填补 计算 机 技师 (c) 、 接 待 员 (r)、 会 计 师 (a)、 文 字 处 理 操作 员 (w) 和 数据 分 
析 员 (d)， 对 这 些 工作 有 7 名 申请 人 ， 第 一 名 申请 人 有 资格 应 聘 职 位 c、r、a; 第 二 名 申请 人 有 资格 应 聘 
职位 w、d; 第 三 名 申请 人 有 资格 应 聘 职 位 +-、w、d; 第 四 名 申请 人 有 资格 应 聘 职 位 c<、a; 第 五 名 申请 
人 有 资格 应 聘 职 位 <、r、a、w 第 六 名 申请 人 有 资格 应 聘 职位 只 有 c 第 七 名 申请 人 有 资格 应 聘 所 有 
职位 ， 所 有 这 些 职位 空缺 都 可 以 填充 上 吗 ? 使 用 本 节 的 术语 交 述 这 一 问题 ， 我 们 要 寻找 什么 ? 这 里 不 
要 求 你 解决 这 一 问题 . 

-家 公司 给 它 的 工人 分 配 临 时 的 工作 ， 一 个 矩阵 的 i，j 项 给 出 工人 i 的 家 到 第 /项 工作 的 距离 ， 这 个 矩 
阵 是 所 给 的 信息 ， 如 果 每 名 工人 适合 每 项 工作 ， 那 么 寻找 工人 到 工作 的 一 个 分 配 ， 这 一 分 配 使 得 工人 必 
须 经 过 的 距离 总 和 最 小 ， 用 本 节 的 术语 这 一 问题 ， 不 必 解 决 它 ， 我 们 要 寻找 什么 ? 
HAREE A M e pR f: Ingram, Knight, Marks, Odell, Quincy, Spencer. Ingram 喜欢 
Knight, Marks, Odell, Spencers Knight 喜欢 Ingram, Odell, Quincy, Spencers Marks 喜欢 Ingram， 
Quincy, Spencers Odell P3k Ingram, Knight. Quincy; Quincy 喜欢 Knight, Marks, Odell; Spencer W 
Xk Ingram, Knight, Marks. t£%, a 喜欢 6 MAM 喜欢 <。 我 们 希望 两 人 一 间 地 分 配 室友 ， 使 得 每 
个 人 都 有 他 喜欢 的 室友 ， 我 们 能 给 每 个 人 分 配 一 间 房 间 吗 ? 如 果 不 能 ， 我 们 能 够 分 配 房间 的 最 多 人 数 是 
多 少 ? 用 本 节 的 术语 阐述 这 一 问题 ， 不 必 解 决 它 .我 们 想 要 寻找 什么 ? 

《Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993] 和 Brogan[1989] 使 用 两 台 红外 传感器 来 确定 空间 中 的 物体 ， 使 用 每 台 
红外 传感器 提供 一 条 投射 到 该 物体 的 光线 ， 这 两 条 光线 帮助 我 们 确定 该 物体 的 位 置 ， 假 设 已 知 从 第 一 台 
传感器 发 射 户 条 光线 ， 第 二 台 传感器 发 射 记 条 光线 ， 但 是 不 知道 哪 条 光线 对 应 于 哪个 物体 ， 从 一 台 传 感 
器 发 射 的 光线 可 以 与 来 自 另 一 台 传感器 发 射 的 多 条 光线 相交 ， 同 时 ， 由 于 测量 误差 ， 两 台 传感器 对 应 于 
相同 物体 的 光线 不 能 相交 ， 我 们 希望 匹配 来 自 两 台 传感器 的 光线 ， 把 这 一 问题 阐述 为 匹配 问题 : 定义 一 
个 图 ， 定 义 任意 适当 的 测量 ”>* ， 并 讨论 所 涉及 的 匹配 问题 的 类 型 : M 饱和 ， 二 部 图 的 最 大 基数 匹配 
等 等 . 

Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993J、Brogan[1989]、Kolitz[1991]) 在 导弹 防御 和 其 他 应 用 中 ， 我 们 希望 评 
佑 空间 物体 的 速度 和 方向 ， 我 们 取 各 种 色 物 体 在 两 个 不 同 的 时 刻 的 “快照 ” 如 果 我 们 能 够 匹配 对 应 于 同 


> 


a 
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一 物体 的 第 一 个 快照 和 第 二 个 快照 ， 那 么 我 们 就 可 以 估 测 它 的 运动 速度 (根据 两 个 快照 之 间 的 时 间 ) 和 方 
向 ， 设 ~ 表示 快照 间 的 距离 .如 果 我 们 假设 能 够 非常 快 地 拍摄 物体 快照 ,我们 可 以 使 用 小 的 r,, 进行 物 
体 匹配 。 如 练习 7 那样 ， 把 这 一 问题 阐述 为 匹配 问题 . 

9. (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993] 、Derman 和 Kiein[1959]) 在 我 们 存货 ( 书 、 化 学 制品 等 ) 目 录 中 的 产品 ， 
经 过 一 段 时 间 后 或 者 升值 或 者 碱 值 ， 假 设 在 开始 时 ， 我 们 知道 存货 目录 中 每 一 种 产品 的 年 代 ， 假 设 我 们 
有 一 个 时 间 集 合 ， 在 集合 中 的 每 个 时 间 ， 我 们 必须 从 我 们 的 存货 目录 中 提取 一 个 产品 用 于 某 种 过 程 ， 诸 
如 制作 过 程 ， 我 们 应 该 什么 时 候 提取 给 定 产品 呢 ? 假设 我 们 可 以 使 用 效用 函数 u(a) 来 评估 年 代 a 的 产品 
的 价值 ， 那 么 ， 在 这 个 过 程 的 一 开始 ， 我 们 可 以 评估 在 时 间 5 提取 年 代 a, 的 产品 的 效用 ww ， 如 练习 7 
那样 ， 把 求解 从 存货 目录 中 提取 产品 的 计划 问题 阐述 为 匹配 问题 . 

10. 证 明 : 为 了 描述 加 权 图 G 的 最 大 权 匹 配 问题 的 一 般 解 ， 我 们 可 以 假设 : 

(a)G 是 有 偶数 个 顶点 . 
(b)G REAM. 

11. TEBE: 为 了 拭 述 二 部 图 G 的 最 大 权 匹 配 问题 的 一 般 解 ， 我 们 可 以 假设 这 个 图 是 完全 二 部 图 且 两 个 类 有 
相同 数量 的 顶点 . 

12, 证 明 ， 一 个 加 权 二 部 图 的 最 大 权 匹 配 不 必 使 第 一 类 顶点 饱和 ， 即 使 该 类 中 的 顶点 不 超过 一 半 . 

13. 画 出 一 个 1X 1 = |Y | =3 的 二 部 图 G=(X，Y，E)， 使 得 G 有 唯一 X 饱和 匹配 且 | E | 尽 可 能 大 . 
解释 为 什么 不 存在 更 大 的 G. 

14. (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993]) 滑 雪 租赁 店 希望 把 ”对 滑雪 板 分 配给 ”位 滑雪 者 ， 滑 雪 板 有 长 度 A 
Leo AY SOD ty dee Sh, EAR HA A OSA TE BIC ah 的 滑雪 板 ， 其 中 
a 是 固定 的 常量 ， 然 而 ， 给 定 滑雪 板 的 供给 是 有 限 的 ， 这 家 店 只 能 设法 最 小 化 oh 与 分 配给 滑雪 者 i 的 
滑雪 板 的 长 度 之 间 的 (绝对 ) 差 的 和 ， 证 明 : 如 果 按 上 述 的 那样 标记 滑雪 板 和 滑雪 者 ， 那 么 把 第 ;对 滑雪 
板 分 配给 第 ; 个 滑雪 者 是 最 优 的 . 


12.2 一些 存在 结果 : 二 部 匹配 和 相 异 表示 系统 
12.2.1 二 部 匹配 

在 前 一 节 的 很 多 例子 中 ， 我 们 构造 的 是 二 部 图 G= (X，Y，E)， 这里, 我们 要 问 这 样 的 问 
题 : 给 定 二 部 图 G=(X，Y，E)， 在 什么 样 的 条 件 下 存在 使 X 饱和 的 匹配 ? 

考虑 图 12.7 的 计算 机 程序 存储 分 配 图 ， 注 意 ， 对 于 三 个 程序 a,c，e， 一 共 只 有 两 个 可 能 的 
存储 位 置 ， 位 置 1 和 位 置 3， 因 此 ， 不 存在 把 每 一 个 程序 指定 给 一 个 有 充分 存储 容量 的 位 置 的 存 
储 分 配 。 不 存在 使 X 饱和 的 匹配 ， 扩 展 这 个 例子 ， 显 然 ， 为 使 存在 X 饱和 匹配 ， 当 SÆ X 的 任 


意 顶 点 集合 而 N(S) 是 S HY A ARA Copen neighborhood) , 六 程序 二 存储 位 置 

即 N(S) 是 通过 一 条 边 与 S 中 的 某 个 x 连接 的 所 有 顶点 y of ' 

的 集合 时 ， 那 么 N(S) 的 元 素数 目 至 少 与 S 的 元 素数 目 相 $ 2 

Fj ERATAI AEP. SÆla c e), 而 N(S) 是 (1， P š 

3}， 令 人 吃惊 的 是 ， 这 个 显然 的 必要 条 件 也 是 充分 的 . i à 
定理 12. 1 ( Philip Hall 定理 ，Hall[1935]) it G= 

(X, Y. DAZE. MARAR X 饱和 的 匹配 当 且 仅 e 5 

当 ， 对 于 X 的 所 有 子 集 S, 有 | N(S) | 三 1S1. 图 12.7 计算 机 程序 存储 问题 的 二 部 图 . 
我 们 将 在 12. 4 节 证 明定 理 12. 1. 中 的 顶点 是 程序 ，Y 中 的 顶 
为 了 看 清 图 12. 1 中 的 二 部 图 是 否 有 使 X 饱和 的 匹 点 是 存储 位 置 ， X 中 的 + 与 Y 中 

At. 其 中 X={Smith,，Jones，Brown，Black，White}, 我 > 之 间 存在 一 条 边 当 且 仅 当 y 有 


们 必须 对 X 的 所 有 子 集 S 计 算 N(S)、 有 215 =25=32 足够 存储 的 容量 


466 第 四 部 分 组 合 优化 


690| 


个 这 样 的 子 集 ， 为 了 计算 ， 例 如 ， 我 们 注意 到 
NC{Smith，Jones，Black)) 一 { 切 割 ， 定 型 ， 粘 合 ， 包 装 } ， 
所 以 N(S) 有 四 个 元 素 ， 而 S 有 三 个 元 素 . 对 于 所 有 32 种 情况 的 类 似 计算 表明 存在 使 X 饱和 的 
匹配 (在 这 种 情况 下 ， 直 接 寻找 一 个 使 X 饱和 的 匹配 更 快 ). 
【 例 12. 10 编码 问题 】 一 个 小 文件 中 的 每 一 项 都 XERE VFO.. 2,-.n 的 集合 
有 一 个 与 它 相 关 的 3 数字 代码 字 ， 使 用 的 数字 是 0，。 对 应 的 


代码 字 5 数字 
l, 2, wn， 我 们 能 否 把 这 个 文件 中 的 每 一 项 正好 与 这 is 7 m 
一 项 的 代码 字 中 的 一 个 数字 联系 起 来 ， 使 得 可 以 根据 这 E 

一 单一 数字 唯一 地 恢复 这 个 项 ? 我 们 可 以 如 下 从 图 论 303 s 4 
的 角度 阐述 这 一 问题 ， 一 个 二 部 图 G=(X,，Y，E) 的 m e 2 
项 点 是 由 项 的 集合 X 和 数字 0，1，2，…，, n 的 集合 i g A 


Y 组 成 的 ， 当 在 项 zx 的 代码 字 中 使 用 数字 > 时 ， 有 一 
条 从 工 到 y 的 边 ， 图 12.8 给 出 一 个 例子 ， 我 们 在 二 图 12.8 n=3 时 的 编码 问题 的 二 部 图 

部 图 G 中 寻找 一 个 使 X 饱和 的 匹配 ， 在 我 们 的 例子 中 ， 表 12. 1 列 出 X 的 所 有 子 集 ， 并 列 出 对 应 
的 开 邻 域 N(S)， 注 意 ， 对 于 每 一 种 情况 都 有 | N(S) | 三 | S|. 因此 ， 存 在 使 X 饱和 的 匹配 . 


691] 


这 并 不 能 帮助 我 们 寻找 使 X 饱和 的 匹配 ， 然 而 ， 容 易 看 到 边 {a，3}，{6，0}，{c，1}，{d，2) 形 
成 一 个 这 样 的 匹配 . 
表 12.1 对 应 于 图 12.8 的 X HFRS 及 对 应 的 开 邻 域 N(S) 
S Ø {a} TO} te {d} (a, b) 
NCS) 四 ü, 2, 3) {0, 3) a} {2} {0, 1, 2, 3) 
S {ay c} la, d) lb, c) lb, d) {ey d} la, b, cb 
NS | a23 (1, 2, 3) {0,1,3) {0,2,3) (1, 2) 0,1,2,3) 
S {ay by d) lasc, dd} (by cy d) {a,b, cy d) 加 p 
N(S)_[{0, 1, 2, 3) 0,2,3} {0,1,2,3} {0,1,2,3} 
a 


-个 图 G 称 为 是 正则 的 (regular)， 如 果 它 的 每 个 项 点 都 有 相同 的 度 ， 即 每 个 顶点 的 邻居 数量 
相同 . 

推论 12.1.1 假设 G=(X，Y， 回 是 至 少 有 一 条 边 的 正则 二 部 图 ， 那 么 G 有 使 X 饱和 的 匹配 . 

证 明 设 S 是 X 的 子 集 RE 是 从 S 的 顶点 出 发 的 边 的 集合 ， 而 EE 是 从 N(S) 的 顶点 出 发 的 
边 的 集合 .因为 瑟 的 每 一 条 边 都 从 S 的 顶点 指向 NOHA, MAESE. it, |B | < 
| 有 | ， 另外， 因为 每 一 个 顶点 都 有 相同 数量 的 邻居 ， 比 如 说 有 上 个 邻居 ， 又 因为 SEX， 所 以 有 
| Ei | =k | S| M | E: | =k | N(S) | 成立 Wik k | S| <k| NO |. 因为 G 有 一 条 边 , 人 是 
正 数 ， 所 以 我 们 得 出 结论 | S| <| NCS) |. a 

作为 推论 12. 1. 1 的 一 个 应 用 ， 假 设 在 例 12. 10 中 ,每 一 个 代码 字 正 好 使 用 数 0，1，2，…， 
nn 中 的 个 数字 ， 而且 0，1，2，…，n 中 的 每 一 个 数字 正好 在 k 个 代码 字 中 出 现 ， 那 么 文件 中 的 
每 个 项 都 有 使 我 们 有 唯一 解码 的 数字 . 

注意 ， 正 则 二 部 图 G 一 (X，Y， 刀 的 使 X 饱 和 的 匹配 也 使 了 饱和 ， 因 为 G 的 每 一 条 边 既 邻接 X 
的 顶点 又 邻接 Y 的 顶点 。 因 此 ,如果 上 是 每 个 顶点 的 邻居 数量 , 那么 k | X | = | E| 和 Ai1Y| = 
| EB) RX. Kit, &|X| 二 k|Y| 和 |X| =| Y | 成立 Hit, 每 个 使 XX 饱和 的 匹配 一 定 使 Y 饱 
和 .使 一 个 图 的 每 个 顶点 都 饱和 的 匹配 称 为 完美 的 (perfect)， 工 作 分 配 中 的 完美 匹配 意味 着 ， 每 名 


第 12 章 ERSMK 467 


工人 得 到 一 项 工作 ， 而 每 项 工作 有 一 名 工人 来 做 .12. 3 节 进一步 讨论 ， 在 一 般 情况 下 ， 什 么 时 
候 存在 完美 匹配 的 问题 (也 可 参见 练习 18、 练 习 21、 练 习 24 和 练习 26). 
12.2.2 相 异 表示 系统 
假设 ={S1，S。，…，Sp}) 是 一 个 集合 族 ， 各 集合 不 必 不 同 ， 设 T= (al a e ap 
ApH, 其 中 a1€ Si, a2 ES， =, ap E Sp. 这 时 ，T 称 为 三 的 表示 系统 (system of 
representative). 另外， 如 果 所 有 的 ai 各 不 相同 ， 那 么 丁 称 为 下 的 相册 表示 系统 (system of 
distinct representative) (SDR)， 例 如 ,假设 
fF={S1,52,S3,S4,5s}, 
其 中 
Sı = {abse}, Se={bcd}), Ss = {csdse}, Si = {dye}, S5 = lesasb). (12.1) 
那么 T=(a, b, cy d, OFHI SDR. HFK, MRF=(Si. Se» Ss Se Ss» Ss). HH 
Si 如 下 所 示 : 
Si = {a,b}, So = {bsc}, S 一 (abcj， 
Sı = {bcd},Ss = {are}, Se = (c,d). (12.2) 
那么 T=(a,b，c，d，a，d) 是 下 的 一 个 表示 系统 ， 然 而 ， 正 如 我 们 下 面 所 看 到 的 那样 ， 不 存 
在 SDR. 


【 例 12. 11 列表 着 色 ( 再 探 例 3. 22)〗 在 例 3. 22 中 ， 我们 介绍 了 图 G 的 列表 着 色 的 概念 ， 即 
G 对 于 每 个 顶点 x 有 一 个 可 接受 颜色 列表 了 上 (z) 的 列表 分 配 ， 一 个 列表 着 色 是 一 个 普通 的 图 着 色 ， 
其 中 指定 给 顶点 zx 的 颜色 是 从 上 L(z) 中 选择 的 ， 如 果 G 是 完全 图 ， 那 么 列表 着 色 对 应 于 列表 LC) 
的 SDR. a 


【 例 12.12 医院 实习 医生 分 配 】 在 给 定年 ， 假 设 有 p 名 医学 院 毕 业 生 申请 做 医院 实习 医生 . 
对 于 第 i 名 医学 院 毕 业 生 ， 设 5; 是 可 接收 ;i 的 所 有 医院 的 集合 ， 这 时 ， 集 合 族 下 一 1Si:， i 一 1， 
2，…， 且 的 表示 系统 为 每 名 实习 医生 指定 一 家 愿意 接收 他 的 医院 另外， 一 个 SDR 将 保证 没有 
医院 会 得 到 超过 一 名 的 实习 医生 ， 实 际 上 可 用 下 面 的 方法 使 用 SDR， 修 改 S;， 使 其 包含 i， 寻找 
-A SDR. 这 个 SDR 为 每 个 i 指定 一 家 医院 或 他 自己 ; 后 者 表示 在 第 一 轮 没有 给 i 指定 医院 ( 练 
习 7 要 求 读者 证 明 SDR 的 存在 性 )， 在 SDR 的 最 初 分 配 之 后 ， 要 求 各 家 医院 修改 还 没有 分 配 出 
去 的 可 接收 申请 者 的 列表 (理想 的 是 ， 在 第 一 轮 至 少 有 一 些 人 被 分 配 出 去 )， 然 后 ， 寻 找 一 个 新 的 
SDR: 以 此 类 推 ， 安排 申请 者 去 研究 院 的 人 学 许可 也 使 用 类 si=ta 必 


似 的 过 程 . 从 1952 年 开始 ， 在 全 国 居民 匹配 程序 中 所 使 用 的 a 
更 复杂 的 过 程 就 利用 了 医院 及 申请 人 分 级 ， 或 选择 分 级 . 我 OE 
们 将 在 12.7 节 讨 论 这 一 思想 . [ Stabe + 


寻找 SDR 的 问题 可 以 从 图 论 的 角度 阐述 ， 假 设 X EFP oy 

的 集合 Si 的 集合 , Y 是 U Si 中 的 点 的 集合 ， 设 G 一 (X，Y， 

DEDRA, 对 于 Y 中 的 y 和 X 中 的 z， 当 且 仅 当 y 在 Se 

工 中 时 ， 从 工 到 > 存在 一 条 边 . 这 时 ，SDR 就 是 G 中 的 使 X setea 

饱和 的 匹配 . 图 12.9 表示 (12.2) 式 的 集合 族 的 
例如 ， 考 虑 (12. 2) 式 中 的 集合 族 。 图 12. 9 给 出 对 应 的 二 二 部 图 

部 图 注意， 如果 S={Si, S2. Ss, Ss}, MBA NGOS la, 

b, ch. 因此 | S| >NCS)， 所 以 根据 Philip Hall 定理 ， 不 存在 使 X 饱和 的 匹配 ， 因 此 ， 不 存在 

SDR. 使 用 SDR 的 术语 ， 现 在 我 们 可 以 如 下 重新 闻 述 Philip Hall 定理 . 


c 


d 


(692) 


(694) 
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推论 12. 1.2 集合 族 太一 {S1 ，Sz ，…，Sp} 拥 有 SDR， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 人 一 1，2，…， 
m， 任 意 人 个 Si 总 共 包含 至 少 USi 的 人 个 元 素 . 


【 例 12. 13 扩展 拉丁 矩形 】 HTH (latin rectangle) 是 使 用 元 素 1，2，…， nn 的 rXs 数 组 ， 
使 得 每 一 行 每 一 列 使 用 1，2，…，n 的 元 素 至 多 一 次 .一 个 拉丁 矩形 称 为 是 完全 的 (complete) ， 
如 果 n=s. 构建 mxXz 拉丁 方 的 一 种 方法 是 尝试 着 一 次 构建 一 行 ， 即 首先 创建 Xn 的 完全 拉丁 矩 
阵 ， 然 后 再 扩展 它 、 例如， 考虑 图 12. 10 中 所 示 的 2X6 拉丁 矩形 ， 可 以 把 它 扩 展 成 6X 6 拉丁 方 
吗 ? 更 特殊 地 ， 我 们 可 以 在 这 个 拉丁 算 形 上 增加 第 三 行 而 得 到 3X6 的 拉丁 矩形 吗 ? 解决 这 一 问 
题 的 一 种 方法 是 使 用 车 多 项 式 ( 参 见 5. 1 节 练 习 15)， 另 一 种 方法 是 问 : 在 新 行 上 的 第 i 列 可 以 放 
置 什 么 数字 ， 设 Si 是 还 没有 出 现在 第 ; 列 上 的 数字 的 集合 ， 在 我 们 的 例子 中 ，， 
Si = {2,3,5,6}， Sz = {1,4,5,6}， Ss = {1,2,4,5}, 
Si = {1,2,3,6}, Ss = {2,3,4,6}, Ss = {1,3,4,5}. 
我 们 要 从 每 个 Si 中 选 出 一 个 元 素 ， 并 要 求 这 些 元 素 不 同 . 因此 ， 我 们 要 求 一 个 SDR. 一 个 SDR 
是 (2，1，4，3，6，5)， 因 此 ， 我 们 可 以 使 用 这 一 组 数字 作为 新 的 第 三 行 ， 得 到 如 图 12. 11 所 示 
的 拉丁 矩形 ， 可 以 把 这 一 想法 一 般 化 .一 般 地 ， 给 定 ~*X? 完 全 拉丁 矩形 ， 设 S; 是 还 没有 在 第 i 
列 出 现 的 数字 的 集合 ， 为 了 增加 第 (r 十 1) 行 ,我 们 需要 一 个 S; 族 的 SDR. 我 们 将 证 明 总 可 以 找 
到 一 个 SDR. 


123456 | yee a 
| 436512 
一 一 214365 

图 12.10 2x6 拉丁 矩形 几 12. 11 通过 扩展 图 12. 10 中 的 矩形 而 得 的 3X6 拉丁 矩形 


a 
定理 12.2 WRr<n, MAB Xn KBT HL 可 以 扩展 成 一 个 (r 十 1) Xn 完全 拉丁 
4%. 

证 明 S AMR Si 如 例 12. 13 中 所 定义 的 那样 ， 那 么 我 们 要 证 明 集合 族 S; 拥 有 SDR， 在 这 个 
集合 族 中 选 出 《个 集合 Sn ，Siz，…，Sa. 根据 推论 12. 1. 2， 只 要 证 明 A=Si USzU…USx 至 
少 有 个 元 素 即 可 ， 每 个 Si An 一 ~ 个 元 素 . 因此，A 有 A(n 一 门 个 元 素 ， 其 中 包含 重复 的 元 素 . 
因为 rXn 拉丁 矩形 是 完全 的 ， 所 以 每 个 来 自 于 1，2，…，n 的 数字 正好 在 每 一 行 上 出 现 一 次 ， 
所 以 1，2,，…，n 中 的 每 个 数字 在 L 中 正好 出 现 r 次 . 因此， 来 自 1，2，…，n 中 的 每 个 数字 正 
好 在 n 一 r 个 集合 S1，S;，…，S, 中 ， 因 此 ，A 中 的 每 个 数字 至 多 在 一 ”个 集合 Sn ，Siz ，…， 
Sx 中 出 现 ， 现 在 ， 如 果 我 们 列 出 A 的 所 有 元 素 ， 包 括 重复 的 ， 那么 我 们 有 k(n 一 个 元 素 .。A 
中 的 每 个 数字 在 这 个 列表 中 至 多 出 现 n 一 r 次 .根据 铝 集 原理 (定理 2.15)， 在 A 中 至 少 存在 k 个 
不 同 的 数字 . a 
本 节 练 习 
1. 对 于 下 面 的 图 G 和 集合 S， 寻 找 NCS). 

(a)G 是 图 12. 1 所 示 的 图 ，S 一 {Smith，White). 
(b)G 是 图 12.8 ARKA, S=la, c d). 
(OG 12.9 RHR, S=(S,. S, S). 
.对 于 下 面 的 图 G 和 集合 S， 寻 找 NCS). 
(a)G= 图 12. 1 所 示 的 图 ，S={ 切 割 ， 定 型 }. 


y 


O 本 证 明 可 以 跳 过 . 


第 12 章 BRSAK 469 


(WG=Ħ 12. 1 所 示 的 图 ，S 一 {Smith，Black，Polishing}. 
《c)G 一 图 12.5 MRA, S={a. b, e). 
3. 对 于 图 12. 12 中 的 每 一 个 二 部 图 G= (X,Y，FE)， 确 定 G 是 否 有 使 X 饱和 的 匹配 . 


x Y x Y x $ x Y 
a a a a a A 1 
b S b f b By oe 2 
Be 
c 7 e e c 3 
7 
a 5 d D 4 
ô 
e E 5 
e 
F 
a) b) 9 a) 


图 12. 12 12.2 节 练 习 的 二 部 图 


+ 


(a) FRM F 12. 1) 式 的 集合 族 的 二 部 图 . 
(b) 使 用 Philip Hall 定理 证 明 (a) 的 二 部 图 中 存在 使 X 饱和 的 匹配 . 
, 对 于 下 面 每 一 个 集合 族 ， 寻 找 一 个 表示 系统 . 
WS =la, b, fis S={a}, $={a, by dy 1)，S 一 fa b), Ss=ib, f), S=id, e fle S= 
{ay f) (695) 
WWS = {ay che S$:={a, chy $={a, chy Silay by cy dy e) 
(DSi = {ary ary as), =la, a), Slas az ash, S,={ar, ay} 
(DS =l, bs), Sp = lhs bss bihe So (bre Bes bshs Si=Ubsy bus bs) 
COS = (zy yh Si={r)}, S={u, v whe S=lzy y zh yy a} 
CDSi= {ay b, che Sem {by che Soles ev fhs Si=lay bby S=la, chy Sid, e f} 
,对 于 练习 5 中 的 每 一 个 集合 族 ， 确 定 是 否 存在 相 异 表示 系统 ， 如 果 存 在 ， 寻 找 一 个 这 样 的 系统 . 
. 在 例 12. 12 中 ,证 明 如 果 ;在 S, 内 ， 那 么 存在 SDR. 
. 求 下 面 每 一 个 集合 族 的 SDR 的 数量 . 
(a)Si={1, 2}, =i 3}, Si={3, 4) {4, 5h S15, 1}, S,={6, 1} 
1, 2), S:={2, 3}, S={3, 4}, S.={n, 1) 
={1, 2}, S:={3, 4}, S={5, 6), Si=(7, 8}, S;={9, 10} 
(dS ={1y 2}, = (3, 4}, S$,={5, 6}, =s S,={2n—1, 2n} 
. 有 六 个 国家 立法 委员 会 财政、 环境 、 健 康 、 运 输 、 教 育 和 住房 。 在 第 1 章 ， 我 们 讨论 了 这 些 委员 会 的 
会 议 安排 问题 ， 这 里 ， 我 们 要 问 另外 一 个 不 同 的 问题 .假设 有 12 个 立法 者 ， 需 要 把 他 们 安排 到 委员 会 
中 ， 每 个 人 去 一 个 委员 会 .下面 的 矩阵 的 ij 项 等 于 1 当 且 仅 当 第 i 个 立法 者 喜欢 就 职 于 第 j 个 委员 会 . 


的 


2 


2 


财政 环境 健康 运输 教育 住房 
Allen 1 1 1 0 0 0 
Barnes 1 1 0 1 1 0 
Cash 1 1 0 0 0 
Dunn 1 0 0 1 1 1 
Ecker 0 1 1 0 0 0 
Frank 1 i 0 0 0 o 
Graham 1 1 1 0 0 0 
Hall 1 0 0 o 0 0 
Inman 1 ï 1 0 0 0 
Johnson 1 1 0 0 o 0 


假设 我 们 要 为 每 一 个 委员 会 正好 选 出 一 个 新 成 员 ， 只 选择 喜欢 该 职业 的 立法 者 ， 你 能 做 到 这 一 点 吗 ? 
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P 


+ 假设 G 一 


(不 是 每 一 个 立法 者 都 必须 被 指定 一 个 委员 会 ， 且 不 能 把 一 个 立法 者 指定 给 多 个 委员 会 . ) 


n 考虑 顶点 {a，b，c，d，e，/} 的 完全 图 且 有 列表 Lla)={2, 3, 4), L(b)={3, 4}, LCOS}, 4 


6}, L(d) 一 (2, 3}, L(e) 一 (2, 4}, LON=(1, 5, 6). FEAR EU? 
(X, Y, EE) 是 一 个 完全 二 分 图 ， 且 对 于 XUY 中 的 每 个 顶点 a 有 列表 L(a)， 给 出 证 明 或 者 
举 出 反例 : GAL 列表 着 色 当 且 仅 当 列表 L(a) 的 集合 有 SDR. 


,图 G 的 一 个 边 着 色 (edge coloring) 是 给 G 的 每 一 条 边 指定 一 种 颜色 ， 使 得 如 果 两 条 边 有 公共 项 点， 那么 


这 两 条 边 得 到 不 同 的 颜色 . 

CO UEDA: 有 种 颜色 的 边 着 色 把 图 分 解 成 个 边 独立 匹配 . 

WEH: 如 果 二 部 图 G 是 正则 的 ， 且 每 个 顶点 的 度 为 <， 那么 存在 有 《种 颜色 的 边 着 色 . 

(证明 如 果 CG 是 一 个 二 部 图 且 A(G) 是 G 中 顶点 的 最 大 度数 ， 那 么 G 有 使 用 A(G) 种 颜色 的 边 着 色 
[提示 : 通过 加 入 顶点 和 边 使 得 G 成 为 正则 图 ]. 


,如 果 9 是 一 个 正 整数 且 Si, Sr r S, 是 整数 的 集合 ， 我 们 说 一 个 SDR(a, ，a:，…，a) 是 g 距离 表 


示 系统 (qdistant representative)， 如 果 对 于 所 有 的 iA; 有 | a 一 ww | 宇 q， 在 信道 分 配 中 出 现 的 这 一 概 
念 是 由 Fiala, Kratochvil 和 Proskurowski[2001] 给 出 的 ， 假 设 G 是 完全 图 ， 对 于 G 的 每 一 个 顶点 a。 有 
WOU La), TEA: 对 于 某 一 个 集合 T，G 有 了 着 色 ( 练 习 3.20)， 当 且 仅 当 列 表 L(a) 的 集合 有 9 距 
离 表 示 系 统 . 


. 假设 我 们 有 一 个 代码 字 集合 ， 而 且 希 望 把 这 个 代码 字 集合 尽 可 能 简单 地 存储 在 计算 机 中 ， 即 从 每 一 个 


代码 字 中 选 出 一 个 字母 存储 起 来 . 
《a) 使 用 代码 字 被 唯一 解码 的 方法 ， 对 下 而 的 代码 字 集 合 能 完成 这 一 工作 吗 ? Fs abed, cde, a, b, ce, 
(b) 如 果 能 够 完成 ， 我 们 可 以 用 多 少 种 方法 做 这 件 事 ? 


.求解 12. 1 节 练 习 4. 
,考虑 下 面 的 数组 。 对 于 每 一 种 情况 ， 能 否 使 用 数字 1，2，3，4，5，6，7 给 这 个 数组 再 增加 一 列 ， 使 


得 在 新 的 一 列 中 的 各 项 都 是 不 同 的 ， 而 且 在 新 数组 的 各 行 中 所 有 项 也 都 是 不 同 的 ? 


|12734 
73456 
34567 


(b) 


, 给 出 证 明 或 举 出 反例 : 至 少 有 一 条 边 的 每 一 个 正则 二 部 图 有 完美 匹配 . 
. (a) 哪些 回路 Z, 有 完美 匹配 ? 


(b) 哪 此 有 nn 个 顶点 的 链 上 ,有 完美 匹配 ? 
《ce) 通 过 给 Z. 的 所 有 顶点 增加 一 个 邻接 顶点 可 以 生成 一 个 轮 图 W。,， 哪 些 轮 图 W,, 有 完美 匹配 ? 
《〈d) 哪 些 树 有 完美 匹配 ? 


n 有 nn 名 男士 和 n 名 女士 ， 且 每 一 名 男人 正好 喜欢 户 名 女人 ， 而 每 一 名 女士 正好 喜欢 户 名 男士 ， 假设 a 


喜欢 b 当 且 仅 当 6 喜欢 a， 证 明 2n 名 人 可 配对 成 ”对 夫妇 ， 使 得 相互 喜欢 的 男士 与 女士 配 成 夫妇 . 


. 如果 每 一 名 男士 至 少 喜 欢 户 名 女士 ， 而 每 一 名 女士 至 多 喜欢 户 名 男士 ， 练 习 19 的 结论 还 成 立 吗 ? 为 


什么 ? 


《Tucker[1980]) 有 n 名 男士 和 n 名 女士 在 计算 机 约会 服务 中 心 登记 ， 假 设 这 一 服务 中 心 已 经 做 了 nm 个 


配对 ， 使 得 每 一 男士 与 m 名 不 同 的 女士 约会 ， 而 每 一 名 女士 与 m 名 不 同 的 男士 约会 假设 m<n, 

(a) 假设 我 们 想 要 在 m 个 晚间 安排 所 有 这 些 约会 .证 明 有 可 能 做 到 这 一 点 ， 即 证 明 这 些 配对 可 以 被 分 成 
mm 个 完美 匹配 . 

(b) 证 明 我 们 可 以 每 次 一 步 进行 (a) 的 分 配 。 即 证 明 无 论 前 个 完美 匹配 是 如 何 选择 的 ， 我 们 总 是 可 以 
寻找 到 第 (4 二 1) 个 完美 匹配 . 
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22. 设 下 二 {S!，S;，…，S,} 是 有 SDR 的 集合 族 . 

(a) MUR x 至 少 在 一 个 S 中 ,证 明 存在 SDR， 它 选择 r 为 至 少 一 个 S, 的 表示 . 
(b) 对 于 每 一 个 包含 工 的 S， 一 定 存在 选择 作为 S, 的 表示 的 SDR 吗 ? 为 什么 ? 

23. WF (Sis Sev wry Soho HPS =U, 2,…, nn} 一 {让 
(a) iE FA SDR. 

(b) 证 明 不 同 SDR 的 数量 是 ”个 元 素 的 错位 排列 的 数量 D。 

24. 一 棵 树 有 可 能 有 多 个 完美 匹配 吗 ? 为 什么 ? 

25. 考虑 二 部 图 G 一 (X，Y， 杞 .假设 mm>1 是 @G 的 顶点 的 最 大 度数 ， 且 X! 是 由 所 有 度数 为 m 的 顶点 组 成 
的 X 的 子 集 ， 假设 X 是 非 空 的 ， 给 出 下 面 陈述 的 证 明 或 给 出 反例 : 存在 G 的 匹配 ， 在 这 个 匹配 中 Xi 
的 所 有 顶点 是 饱和 的 . 

26. WMF H 是 一 个 图 ， 设 oCH) 计 数 有 奇数 个 顶点 的 五 的 分 支 数量 ， 如 果 S 是 图 G 的 顶点 的 一 个 集合 ， 

GS 是 由 不 在 S 中 的 顶点 生成 的 G FR. EA: 如 果 G 有 完美 匹配 ， 那 么 对 于 所 有 的 SEVO, 
Ai AGS)< | S| (Tutte[1947] 证 明了 此 结果 及 其 道 叙 ). 

(b) (Peterson[1891]) 扩 展 11. 2 节 的 想法 . 令 图 G 中 的 一 条 边 {a，b} 称 为 一 个 桥 (bridge)， 如 果 删 除 这 
条 边 ， 但 不 删除 它 端 部 的 顶点 a。 和 5b， 将 增加 分 支 的 数量 .假设 G 是 一 个 图 ， 在 这 个 图 中 每 一 个 顶 
点 有 度数 3， 并 假设 G 没 有 任何 桥 。 假设 (a) 的 逆 作 ,证明 G 有 完美 匹配 . 

27. 假设 AL. Ars ty An MB, Bir e Ba 是 同一 集合 S 的 两 种 划分 ，A, MB, 的 数量 相同 ， 所 有 A, 
FD. WA BAD S 的 划分 就 是 把 S 的 所 有 元 素 分 成 不 相交 的 子 集 )， 设 下 是 S 的 m HREM, E 
对 于 所 有 的 ;有 ANEAD, MPAA jA B NEZD. WA, R. YFA i j AANE 
=] BNE] =1. 集合 已 称 为 划分 4, MB, 的 公共 表示 系统 (system of common representative) (SCR). 
(a) 对 于 下 列 1，2，3，4，5，6) 的 划分 寻找 SCR: A 一 {1, 2, 3), A: 一 {4}, As=(5, 6}; B= 

{1, 3}, B={2, 6), By—{4, 5}. 
(WHEW: 划分 A, ALB, 有 SCR， 当 且 仅 当 存 在 划分 A MB 的 适当 重 编号 ,使 得 对 于 所 有 i 有 


ANB, #0. 

(OEM: 划分 A 和 B 有 SCR， 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 人 = 1，2，…， mm ARAG hs i e tay ji 
favs jets WEA, NA, UNA, 不 是 集合 B, UB, UUB, 的 子 集 [提示 构建 一 个 二 部 图 并 
构建 一 个 匹配 ] 


12. 3 ”任意 图 的 完美 匹配 的 存在 性 S 


【 例 12. 14 英国 皇家 空军 飞机 的 飞行 员 ( 再 探 例 12.4)) 让 我 们 考虑 给 定 一 组 飞行 员 ， 是 否 
可 能 给 每 一 架 飞 机 指定 两 名 相 容 的 飞行 员 ， 使 得 每 一 名 飞行 员 被 指定 一 架 飞 机 ， 情 况 是 这 样 的 ， 
当 且 仅 当 例 12. 4 所 构造 的 图 有 完美 匹配 ， 在 这 一 匹配 中 每 一 个 顶点 都 是 饱和 的 .本 节 研 究 保证 
完美 匹配 存在 的 一 个 条 件 . a 

定理 12.3 ”如果 图 G 有 2m 个 顶点 且 每 个 顶点 的 度数 二 mn， 那么 这 个 图 有 完美 匹配 . 

我 们 通过 给 出 构建 匹配 M 的 步骤 来 证 明 为 什么 这 一 定理 为 真 ， 下面 是 构建 匹配 M 的 算法 

算法 12. 1: 寻找 完美 匹配 

MA: 有 2m 个 顶点 且 每 个 顶点 的 度数 之 n 的 图 G. 

输出 : G 的 一 个 完美 匹配 . 

步骤 1. RH M=. 

HE2 寻找 任意 一 对 由 G 的 边 连接 的 不 饱和 顶点 a 和 65， 把 边 {a, 放 入 M P. 


日 、 本 小 节 可 以 跳 过 而 不 失 连 续 性 . 
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PRI 如 果 存在 由 G 的 边 连 接 的 一 对 G 的 不 他 和 顶点 ， 返 回 步骤 BU, MHSR A. 

步骤 4. 如果 M ANH, 停止 并 输出 M， 如果 M 没 有 nn 条 边 ， 前 进 到 步骤 5. 

BRS. 寻找 G 中 的 一 对 不 饱和 顶点 a 和 6。 它们 不 被 G HAAR ATA). ERM Adiu 
vb, Eikla, ulilo, vyMEG HA. KM 中 删除 边 fu，v)} 并 把 边 {a, ulib, vi MY. 
返回 步骤 4. 


我 们 使 用 图 12. 13 的 图 说 明 这 一 过 程 ， 我们 将 在 后 面 证 明 为 什么 


2 3 
这 一 过 程 可 行 ， 注意 ， 这 个 图 中 有 2n 一 2(3) 一 6 个 顶点 ， 而 且 每 个 顶 i + 
点 的 度数 "之 3， 在 步骤 2 中 ， 从 把 边 {1，6} 放 人 M 中 开始 . 表 12.2 
给 出 M 的 各 个 边 ， 前 进 到 步骤 3， 接 下 来 ， 因 为 存在 一 对 由 G 的 边 连 
接 的 不 饱和 顶点 ， 返 回 到 步骤 2， 寻 找 这 样 的 一 对 项 点， 比如 说 是 3 6 5 
AIS, JEWS, SARM 中 现在， 不 存在 任何 一 对 由 G 的 边 连 。” 图 12.13 用 于 说 明 算法 
接 的 不 饱和 的 顶点 ， 而 且 因 为 M 的 边 小 于 ”， 所 以 我 们 从 步骤 3 前 进 12. 1 的 图 


到 步骤 4， 再 到 步骤 5。 选 出 两 个 顶点 2，4， 它 们 在 G 中 不 饱和 ， 且 没有 被 G 的 边 连接 ， 注 意 ， 
在 M 中 3 和 5 是 匹配 的 ， 而 且 存在 G 中 的 边 {2，3} 和 {4，5}、 因 此 从 M 中 删除 边 {3，5}， 加 入 
边 {2，3} 和 {4，5}， 返 回 到 步骤 4， 因 为 在 M 中 我 们 有 = 3 个 元 素 ， 我 们 停止 ， 得 到 一 个 完美 
匹配 . 
表 12.2 将 算法 12. 1 运用 于 图 12. 13 中 的 图 时 每 一 步 中 M 的 边 
DA 1 2 3 | 4 


AM 中 的 边 z {le 6} 3.5) | (1s 6). (2, aa 5) 


为 了 弄 明 白 为 什么 这 一 过 程 可 行 ， 注 意 ， 在 每 一 个 阶段 我们 都 有 一 个 匹配 。 另 外 ， 如 果 这 
一 算法 停止 那么 我 们 总 以 M 中 的 条 边 结束 ， 因 为 在 G 中 存在 2n 个 顶点 ， 所 以 我 们 必定 有 一 
个 完美 匹配 、 关 键 的 问题 是 ， 我 们 如 何 知道 步骤 5 可 行 ? 特别 地 ,我们 如 何 知道 总 存在 步骤 5 需 
要 的 两 个 顶点 和 w? 为 了 明白 其 原因 S， Bike 和 2 EM 中 是 不 饱和 的 ， 而 且 不 被 G 的 边 连 
接 ， 此 时 在 M 中 存在 ~ 一 ”条 边 . 如 果 步 骤 5 不 能 被 运行 ， 那 么 对 于 M 中 的 每 一 条 边 {u，v}， 边 
las ube la, vh, (b, ub. (b, oI PESAM RU GH. EG Ha Ro 到 匹配 的 边 {u， 的 
边 的 数量 因此 至 多 是 2r， 从 a 或 从 b 的 每 一 条 边 都 经 过 M 中 的 某 条 边 ， 因 为 否则 a BRD 就 会 通过 
G 的 一 条 边 与 G 的 一 个 不 饱和 项 点 连接 ， 那 么 我 们 就 无 法 进行 到 此 算法 的 步骤 5， 因 此 ，a 的 度 
数 十 6 的 度数 志 2r， 因 为 "<n， 所 以 a 的 度数 十 6 的 度数 二 2n， 但 是 根据 假设 ，a 的 度数 十 6 的 度 
数 之 "十 % 一 2m, 这 是 一 个 矛盾 ， 于 是 我 们 得 出 结论 ， 此 算法 总 是 可 以 运行 步骤 5. 

我 们 来 检查 一 下 算法 12. 1 的 计算 复杂 度 . 为 了 得 到 一 个 大 致 的 上 界 ， 假 设 这 一 算法 的 第 i 
次 和 迭代 是 匹配 M 从 有 i 一 1 条 边 到 有 ;i 条 边 之 间 的 过 程 ， 因 此 ， 总 共有 n 次 迭代 .我 们 可 以 记录 
不 饱和 顶点 因此， 寻找 连接 一 对 不 饱和 顶点 的 边 至 多 花费 。 步 其 中 e= | EG) | .如 果 没 有 
这 样 的 边 ， 我 们 选 出 任意 一 对 不 饱和 的 顶点 a 和 4b， 对 于 M 中 的 每 一 条 边 {u，v}， 我 们 问 是 否 
{e， 才 和 1， 吉 都 是 G 的 边 ， 或 fae， 直 和 416， 地 是 否 是 G 的 边 ， 四 个 问题 中 每 一 个 问题 至 多 需要 
条 边 ， 所 以 至 多 需要 4e RU. Al, B-KERELA e 十 4e 一 5e 步 , 而 且 总 共有 n(5e) 步 . 


因为 vs ( 2) 二 咯 ， 所 以 我 们 至 多 有 So! 步 ， 这 是 一 个 多 项 式 界 ， 使 用 2. 18 节 的 术语 ， 我 们 有 一 
个 Oo ) 的 算法 . 


日 ”本 讨论 可 以 跳 过 . 
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本 节 练习 
1. 假设 Ks 是 有 2p 个 顶点 的 完全 图 ，p 宇 2， 且 G 是 通过 从 Ks, 中 删除 一 条 边 而 得 到 的 ，G 有 完美 匹配 吗 ? 
2. 完全 户 部 图 (complete ppartite graph) K(m, m, =, nH pA, EBi KPA, 个 顶点 ， 对 于 
话 疙 第 i 类 中 的 所 有 顶点 与 第 /类 中 的 所 有 项 点 相连 接 ， 且 不 与 其 他 顶点 连接 .下 面 各 图 中 哪些 有 完 
XE? 
(a)K(2, 2) (b)K(3, 3) (KA, 5) (a) K(2, 3) 
(OK(2, 2, D (PKB, 3,3) (KU. 4，4) (WK, 2, 2, 2 
.在 2. 1 节 练习 6 中 ， 能 给 所 有 学 生 指定 室友 吗 ? 
- 对 于 图 12. 14 中 的 每 一 个 图 ， 使 用 算法 12. 1 寻找 一 个 完美 匹配 . 
1 


a) b) 
图 12. 14 12.3 节 和 12.4 节 练习 的 图 


5. 假设 G 有 2n 个 顶点 ， 对 于 所 有 使 得 {a,b 不 是 GG 的 边 的 a 了 bp，a 的 度数 十 6 的 度数 过 2 证明 G 有 完美 
ve Rc. 


12. 4 ”最 大 匹配 和 最 小 覆盖 
12.4.1 顶点 覆盖 

一 个 图 中 的 顶点 蕉 盖 (vertex covering)， 或 简称 覆盖 (covering)， 就 是 包含 这 个 图 的 每 一 条 边 
的 至 少 一 个 端点 的 顶点 集合 ， 例 如 ， 对 于 图 12. 13 中 的 图 ， 顶 点 集合 {1，2，3，4，5} 形 成 一 个 
覆盖 而 顶点 集合 (1，3，5，6} 也 形成 一 个 覆盖 .本 节 研究 最 小 基数 禾 盖 (minimum cardinality 
covering, PRR DAA., minimum covering )、 这 是 尽 可 能 使 用 少量 顶点 的 覆盖 ， 我 们 将 讨论 最 
小 覆盖 与 最 大 基数 匹配 (maximum cardinality matching， 简 称 最 大 匹配 ，maximum matching) 之 间 
的 关系 ， 例 12. 4 中 出 现 过 这 样 的 匹配 . 


【 例 12. 15 警察 监视 】 站 在 城市 交叉 路 口 的 警官 能 够 观察 到 任意 方向 的 一 个 街区 ， 如 果 我 们 
希望 定位 一 名 罪犯 的 位 置 ， 那 么 我 们 要 肯定 附近 的 所 有 街区 都 在 观察 的 范围 之 内 ， 假 设 警官 们 只 
站 在 交叉 路 口 ， 我 们 所 需要 的 警官 的 最 小 数量 是 多 少 ， 我 们 要 把 他 们 安排 在 什么 地 方 ? 通过 设 附 
近 的 交叉 路 口 是 一 个 图 G 的 顶点 ,并且 用 一 条 边 连接 两 个 顶点 ， 当 且 仅 当 两 个 交叉 路 口 由 一 个 街 
区 街道 连接 ， 我 们 就 可 以 回答 上 述 问题 这 时 ， 我 们 要 寻找 这 个 图 G 的 最 小 覆盖 . a 

【 例 12.16 天 花 疫 苗 接种 (再 探 例 12.3)] 在 例 12. 3 中 ,我 们 研究 了 把 人 们 分 配 到 距离 他 们 
的 家 不 超过 10 英里 的 接种 诊所 的 分 配 。 在 那里 ,我 们 假设 接种 诊所 已 经 确定 。 但 是， 如 果 我 们 
想 要 定位 尽 可 能 少 的 诊所 ， 使 得 每 一 个 人 都 在 某 一 诊所 的 10 英里 范围 内 .我 们 可 以 设 这 个 城市 
的 每 一 个 方形 街区 是 一 个 顶点 ， 如 果 两 个 方形 街区 彼此 在 10 英里 内 ， 则 用 一 条 边 连 接 这 两 个 项 
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点 ， 假 设 每 一 个 方形 街区 都 有 人 居住 ， 那 么 我 们 寻找 一 个 数目 最 少 的 顶点 (方形 竺 区) 集合， 使 得 
每 一 条 边 都 有 端点 在 这 个 集合 内 这样 的 集合 是 这 个 图 的 一 个 最 小 覆盖 . a 

接 下 来 ,我 们 要 研究 匹配 与 覆盖 之 间 的 关系 . 设 G 是 一 个 图 ，M 是 G 的 一 个 匹配 , 设 天 是 
一 个 覆盖 ， 那么 | M | 二 | K | ， 因 为 已 知 M 的 任意 边 c 一 {(z，y}， 或 者 工 在 K 中 , 或 者 y 在 K 
中 . AORE K 中 的 那 一 个 上 或 >， 如 果 它 们 都 在 K 中 则 任 选 其 中 一 个 ， 注 意 ， 因 为 M 是 一 
个 匹配 ， 所 以 如 果 a BEM 的 两 条 边 ， 那 么 f(a) 必 定 不 同 于 f(B) (为 什么 )， 因 此 ,我 们 可 以 
为 M 的 每 一 条 边 指定 K 中 的 一 个 不 同 元 素 。 因 此 ，M 的 元 素 个 数 一 定 不 超过 天 . 

因此 ， 如 果 M 是 最 大 匹配 ，K* 是 最 小 覆盖 ， 则 有 | Me | 三 | K* |. 注意 ，| M* | 可 以 
严格 小 于 | K”| .在 图 12. 13 的 图 中 ， 最 小 覆盖 是 由 顶点 1，3，5，6 组 成 的 ， 所 以 | Ke | =4. 
然而 ,一 个 最 大 匹配 是 由 三 条 边 组 成 的 ， 例 如 ，M" 二 {{1，2}，{3，4}，{5，6)} 是 一 个 最 大 匹 

702) 配 ， 因 此 ，| M* | =3<| K”| .下 面 是 一 个 重要 结果 . 
定理 12.4 如 果 M 是 匹配 , AKAA, 且 |M| 二 |K|， 则 是 最 小 覆盖 而 M 是 最 大 


匹配 . 
证 明 ”如果 Me 是 任意 最 大 匹配 ， 而 K* 是 任意 最 小 覆盖 ， 那 么 我 们 有 
IMI<IM* ISI K* ISIK I. (2. 3) 
因为 | M1 = | K | ， 所 以 (12.3) 式 中 的 所 有 项 必须 相等 ， 特 别 地 , 有 | MI 一 | M" | 和 |K|= 
[Ke |. a 


例如 ， 考 虑 图 12.9 中 的 图 ， 这 里 ， 存 在 由 四 条 边 {S1，a}{S3， 65)，{S4，c}{Se，d} 组 成 的 
匹配 ， 而 四 个 顶点 a, b. cy, d 组 成 一 个 覆盖 K， 因此， 根据 定理 12.4，M 是 最 大 匹配 ，K 是 最 
小 覆盖 ， 这 个 例子 说 明 下 面 的 定理 . 

定理 12.5(Kinig[1931]) 假设 G=(X，Y，E) 是 一 个 二 部 图 。 那么 最 大 匹配 的 边 数 等 于 最 
小 覆盖 中 的 顶点 数量 . 

这 一 定理 的 证 明 在 13. 3. 8 节 . 

作为 这 一 定理 的 推论 ， 现 在 我 们 可 以 得 到 Philip Hall 定理 ， 定 理 12. 1. 

Philip Hall 定 理 的 证 明 ( 定 理 12.1)9 我们 还 需 证 明 : 如 果 对 于 所 有 的 SCX, 有 
| NCS) | 三 1S1， 那么 存在 使 X 饱 和 的 匹配 .根据 定理 12. 5， 因 为 G 是 二 部 图 ， 所 以 使 
XX 饱和 的 匹配 存在 当 且 仅 当 对 于 每 一 个 覆盖 KK 有 |K | 三 |X|. 设 天 是 一 个 覆盖 ， 且 设 
X 一 S 是 K 中 的 X 顶点 的 集合 .这 时 ，S 的 顶点 不 在 K 中 ,所 以 N(S) 的 所 有 顶点 一 定 都 在 K 
中 ， 所 以 下 式 成 立 : 

IK |>| X- SIH NCS |=| X |-| SIH NGS |>| X|. 
因此 ， 对 于 所 有 的 天 有 | K | >| X | ， 于 是 存在 使 X 饱和 的 匹配 . a 

定理 12. 5 的 另 一 个 推论 对 于 12. 7 节 中 的 优化 分 配 问 题 的 算法 很 重要 (练习 12. 6)， 为 了 说 明 
这 一 推论 , 设 4 是 0 和 1 构成 的 矩阵 ， 这 一 矩阵 的 一 条 线 (line) 或 者 是 一 行 或 者 是 一 列 ， 这 个 矩 
阵 中 的 0 的 一 个 集合 称 为 是 独立 的 (independent) ， 如 果 没 有 两 个 0 位 于 同一 条 线 上 例如， 假设 
ALF A: 

n 

of 

| 
这 时 ,项 (2，1) 和 (1，3) 形 成 一 个 A 的 0 独立 集合 ， 而 (2，1)，(4，2)，(3，3) 也 形成 一 个 4 的 

[03 0 独立 集合 . 


1 
0 
1 (12. 4) 
1 


coro 
mo oo 


O ”本 定理 证 明 可 以 跳 过 . 
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推论 12. 5. 1( Konig-Egervary EFO) 如 果 4 是 0 和 1 构成 的 短 阵 ， 那 么 最 大 0 独立 集合 的 
元 素数 量 等 于 A 中 和 覆盖 所 有 0 的 线 的 最 小 集合 的 元 素数 量 . 

证 明 ”用 下 面 的 方法 构建 一 个 二 部 图 G 二 (X,Y，E): X 是 4 的 行 , 了 是 A 的 列 , 且 由 一 条 
边 连 接 行 i 和 行 i， 当 上 且 仅 当 入 的 i, j 项 是 0， 那么 4 的 最 大 0 独立 集合 对 应 于 G 的 最 大 匹配 ， 
而 4 中 覆盖 所 有 0 的 线 的 最 小 集合 对 应 于 G 的 最 小 覆盖 . a 

为 了 说 明 这 一 结果 ， 对 于 (12. 4) 式 中 的 4， 最 大 0 独立 集合 是 位 于 项 (2，1)，(4，2)，(3， 
3) 处 的 三 个 0 MRA. APARNA 0 的 线 的 最 小 集合 是 由 第 二 行 、 第 二 列 和 第 三 列 组 成 的 . 
12.4.2 HEA 

一 个 图 的 边 的 集合 下 称 为 边 禾 盖 (edge covering)， 如 果 这 个 图 的 每 一 个 顶点 都 在 下 中 的 一 条 
边 上 ， 一 个 边 覆 盖 称 为 是 最 小 的 (minimum)， 如 果 没 有 其 他 边 数 更 少 的 边 覆 盖 . 最 小 边 覆 盖 被 应 
用 于 计算 机 工程 学 中 的 开关 函数 、 晶 体 物理 学 以 及 其 他 领域 (参见 Deo[1974，pp. 184. ])， 在 练 
习 中 ,我 们 研究 边 覆 盖 及 其 与 匹配 及 顶点 覆盖 间 的 关系 . 


本 节 练 习 
1. 对 于 图 12. 14 中 的 图 as， 寻找 ， 

(a) 五 个 顶点 的 覆盖 Cb) fie] ie 
2. 对 于 图 12. 1 中 的 疼 ， 和 寻找 : 


(a) 六 个 项 点 的 覆盖 (b) 最 小 覆盖 

3. 一 家 公司 在 试图 改进 它 的 计算 机 操作 的 安全 性 的 过 程 中 插入 了 20 个 特殊 密码 ， 每 一 个 密码 这 家 公司 中 
正好 有 两 个 人 知道 寻找 同时 知道 所 有 密码 的 人 的 最 小 集合 .使 用 本 节 的 术语 阐述 这 一 问题 . 

. 假设 4 是 0 和 1 构成 的 矩阵 ， 假 设 我 们 寻找 覆盖 4 中 所 有 0 的 上 条 线 ， 并 且 我 们 发 现 了 个 独立 0， 我 

们 能 够 得 出 什么 结论 ? 

5. 如 果 人 允许 矩阵 以 任意 整数 为 项 ，Kanig-Egervary 定理 还 为 真 吗 ? 为 什么 ? 
对 于 下 面 每 一 个 图 ， 寻 找 一 个 不 是 最 小 的 边 材 盖 和 一 个 最 小 的 边 覆 盖 . 

(a) PA 12. 13 中 的 图 (DR 12. 14 中 的 图 a 
COR 12. 14 中 的 图 b (a) PA 12. 12 中 的 图 b 
(a) 有 孤立 顶点 的 图 能 有 边 材 盖 吗 ? 

DER 个 项 点 的 图 的 边 材 盖 中 ， 最 小 可 能 边 数 是 多 少 ? 

- 辆 巡逻 车 停 在 一 个 街区 的 中 央 ， 它 可 以 观察 这 个 街区 端 处 的 两 个 交叉 路 口 ， 你 如 何 确定 使 附近 的 所 有 
街角 都 在 监视 之 下 所 需 的 巡逻 车 的 最 小 数量 (参见 Gondran 和 Minoux[1984])? 
(Minieka[1978]) 一 个 委员 会 是 按 下 面 的 方法 选举 而 成 的 : 50 个 州 的 每 个 州 至 少 有 一 名 成 员 ， 而 美国 65 
个 主要 少数 民族 中 的 每 一 个 民族 全 少 有 一 名 成 员 ， 如 果 这 一 要 求 得 到 满足 ， 那 么 由 一 组 志愿 者 组 成 的 最 
小 委员 会 是 什么 ? 为 了 回答 这 一 问题 ， 设 一 个 图 的 顶点 是 50 个 州 和 65 个 少数 民族 ， 并 设 每 名 志愿 者 对 
应 于 连接 他 所 在 州 和 所 在 少数 民族 的 边 。 我 们 要 寻找 什么 来 回答 这 个 问题 ? 

10. 通过 计算 下 面 各 图 中 的 最 大 匹配 和 最 小 得 盖 来 说 明 关于 李 格 图 Gm.wz (由 11. 2. 4 节 定 义 ) 的 定理 12. 5: 
(Gre (Gm (OG (dG. 

11. (a) 证 明定 理 12. 5 至 少 对 11. 2. 5 节 所 定义 的 某 些 环形 杨 格 ANCc，s) 不 成 立 . 
(《b) 存 在 使 它 成 立 的 任意 环形 杨 格 吗 ? 

12.(a) 一 个 赂 的 最 小 边 覆 盖 能 包含 回路 吗 ? 为 什么 ? 
(b) 证 明 有 个 顶点 的 图 的 每 一 个 最 小 边 覆 盖 至 多 有 一 1 条 边 . 

13. (GallaiL1959]) 假 设 G 是 一 个 没有 孤立 顶点 的 图 ，K" 是 G 的 最 小 (顶点 ) 覆 盖 ， 而 六 是 顶点 的 最 大 独立 


> 


s 


© ”本 定理 基于 König 1931] Egervary[1931] 的 工作 . 
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集合 . EHIK | 十 11=1VI. 
14. (Norman 和 Rabin[1959] 和 Gall: ) 假 设 G 是 一 个 没有 孤立 顶点 的 图 ，M" 是 最 大 匹配 ， 而 F* 是 最 
小 边 覆 盖 . 证 明 M | 二 |F*| vi. 
15. 假设 [是 一 个 没有 孤立 项 点 的 图 G 的 顶点 的 独立 集合 ， 而 下 是 G 的 一 个 边 覆 盖 . 证 明 | |<) Fl. 
16. 假设 我 们 要 寻找 一 个 没有 孤立 项 点 的 图 G 的 顶点 独立 集合 I MG 的 一 个 边 材 盖 使 得 | T| = 1 F |. 
我 们 能 得 出 什么 结论 ? 为 什么 ? 
17. 假设 G 一 (X，Y， 思 是 一 个 没有 孤立 顶点 的 二 部 图 ， 设 了 是 一 个 有 最 大 顶点 数量 的 独立 集合 (最 大 独立 全 
合 (maximum independent seo). i] 下" 是 G 的 最 小 边 覆 盖 ， 通过 练习 13 和 练习 14 证 明 | | = | Fe |. 
18, (Minieka[1978]) 考 虑 没有 孤立 顶点 的 图 的 如 下 算法 ， 算 法 1 从 一 个 匹配 M 开 始 ， 并 选择 任意 不 饱和 顶 
Ar 它 把 属于 工 的 任意 边 加 入 到 M 中 ， 并 反复 这 一 过 程 直到 每 一 个 项 点 都 是 饱和 的 ， 最终 的 边 集 合 
记 作 C， 算 法 2 开始 于 一 个 边 覆 盖 C， 并 选择 由 C 中 的 多 条 边 覆盖 的 任意 顶点 z， 它 从 C 中 删除 覆盖 了 
的 一 条 边 ， 并 反复 这 一 过 程 直 到 没有 顶点 被 多 条 边 种 盖 。 最 终 的 边 集合 记 作 M . 
(a) 证 明 算法 1 产生 的 C 是 一 个 边 覆 盖 . 
(b) 证 明 算 法 2 产生 的 M 是 一 个 匹配 . 
(中) 证 明 如 果 M 是 最 大 匹配 ， 那 么 C 是 最 小 边 覆盖 
(d) 证 明 如 果 C 是 最 小 边 覆 盖 ， 那 么 M 是 最 大 匹配 . 
19. 从 定理 12. 4 推导 Philip Hall 定理 (定理 12. 1). 


12.5 寻找 最 大 匹配 
12.5.1 M 增 广 链 
本 节 给 出 寻找 一 个 图 G 的 最 大 匹配 的 过 程 . 假设 M 是 G 的 某 个 匹配 ，G 中 的 一 条 M 交互 链 
(M-alternating chain) 是 一 条 简单 链 : 
ul sel suz se: 
使 得 el REMA, e TEMA, e 不 在 M 内， 
ea 在 M 内 ， 以 此 类 推 ， 例 如， 考虑 图 12. 15 中 
由 波 线 表示 的 匹配 ， 这 时 ， 链 a，{a，6}，0， 
{58g},，g，{g，/},f，{f，e},e 是 一 条 M 
交互 链 ， 如 果 一 个 M 交互 链 (12.5) 连 接 两 个 非 
M 人 饱和 的 顶点 wi 和 w+1( 即 ww 和 w+il 不 在 M 的 
任意 边 上 )， 我 们 称 这 条 链 是 一 条 M 增 广 链 (M- 
augmenting chain)， 我 们 的 例子 不 是 M 增 广 链 ， 图 12.15 波 线 边 表示 一 个 匹配 M 
因为 e 是 M 饱和 的 . 然而 下 面 的 链 是 M 增 
广 链 : 
ay {ab} +b, {bsg} ,gs (BS) fel fre) ves lend} sd. 
2.6) 
现在 ， 我 们 通过 从 M 中 删除 所 有 用 在 M 增 广 链 
(12.6) 中 的 M 的 边 ， 并 加 入 增 广 链 (12.6) 中 不 
在 M 中 的 所 有 边 , 来 寻找 一 个 新 匹配 M. 于 
是 ，M 如 图 12. 16 所 示 . 它 的 确 是 一 个 匹配 。 图 12.16 ”通过 使 用 M 增 广 链 (12. 6) 由 图 12. 15 
另外 ，M 的 边 数 比 M 多 一 条 ， 这 一 过 程 总 给 出 的 匹配 MRENE M" 
更 大 的 匹配 . 


(12. 5) 


se 
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定理 12.6 假设 M 是 一 个 匹配 ，C 是 M 的 一 个 M 增 广 链 . 设 M 是 从 M 中 减 去 在 M PHC 
的 边 ， 加 上 不 在 M 中 的 C Hi. 这 时 ，M 是 一 个 匹配 , 且 1 Mi>1MIi. 

证 明 为 了 证 明 | M | > | M | ， 注 意 在 M 增 广 链 (12. 5) 中 ，e 和 e 不 能 在 M 内 ， 所 以 4 
是 奇数 ， 因 此 ， 在 加 入 边 ae es, ere e 并 删除 边 e2，e4 ，…，et-1 时 ,我 们 加 入 的 边 数 比 我 们 
拿 走 的 边 数 多 一 条 .为 了 弄 明 白 M 是 一 个 匹配 ， 注 意 如 果 j 是 奇数 ， 那 么 边 e 被 加 入 ， 而 边 
@j +1 被 威 去 ， 因 此 ， 如 果 j 是 奇数 且 j 关 1，t 十 1， 那 么 之 前 w 只 能 在 ej;-1 上 ， 而 现在 它 只 能 在 
oe 上， 如 果 j 是 偶数 ， 那 么 之 前 w Ee 上 而 现在 它 只 在 e; -1 上. 同样 ， 之 前 uw 没有 被 匹配 ， 


现在 只 能 在 e b. 而 w*1 之 前 没有 被 匹配 ， 现 在 只 能 在 “ 上 . a 
作为 定理 12. 6 的 一 个 推论 ,我们 观察 到 ， 如 果 M 有 M 增 广 链 ， 那 么 M 不 是 最 大 匹配 ， 事 
KE. WIERY. 


Æ 12. 7(Berge[1957], Norman 和 Rabin[1959]) G 的 匹配 M 是 最 大 的 当 且 仅 当 G 不 包含 
M 增 广 链 . 

为 了 运用 这 一 定理 ， 注 意图 12. 6 中 的 匹配 M 不 是 最 大 的 ， 因 为 存在 如 下 的 MA GE: 

jj i {ish},h, {hsg} sg ig f} foi fok} sk. (12.7) 

如 果 我 们 通过 删除 链 (12.7) 的 M PHH Li. h) 
和 {g，/}， 并 加 入 链 (12.7) 的 非 M 的 边 {j， i), 
fh，g) 和 {f，k}， 我 们 得 到 图 12.17 所 示 的 匹 
RM. 不 存在 M' 增 广 链 ， 因 为 只 有 一 个 未 饱和 
顶点 ， 因 此 ，M" 是 最 大 的 . 


12.5.2 定理 12.7 的 证 明 S se yy 
为 了 证 明定 理 12.7, 还 需 证 明 : 如 果 存 在 ”图 12.17 根据 图 12.6 的 匹配 M 通 过 使 用 M 
匹配 M 使 得 |M | > | M | ,那么 存在 M 增 广 增 广 链 (12. 7) 得 到 的 匹配 M” 


链 ， 设 及 是 G 的 子 图 ， 它 的 顶点 由 G 的 所 有 项 

点 组 成 ， 而 它 的 边 由 G 的 所 有 在 M 中 或 在 M' 中 ,但 不 是 既 在 M 又 在 M' 中 的 边 组 成 ， 注 意 ， 在 
日 中 ，M 中 的 边 数 大 于 M 的 边 数 ， 另 外 ，H 的 每 个 顶点 在 H 中 至 多 有 两 个 邻居 ， 因 为 它 在 M 
中 至 多 有 一 个 邻居 ， 在 M 中 至 多 有 一 个 邻居 ， 利 用 后 者 的 观察 结果 ， 可 以 证 明 ( 参 见 练习 10)H 
的 每 一 个 连通 分 支 或 者 是 一 个 回路 Zs， 或 者 是 有 个 顶点 的 简单 链 上 .另外 ，Z R La 中 的 边 
在 M 和 M' 之 间 必 须 是 交互 的 . 因为 M 和 M' 是 匹配 ， 因 此， 每 一 个 Z, 取 自 M 的 边 和 取 自 M' 的 
边 的 数量 相同 ， 由 此 ， 因 为 H 中 M' 的 边 数 大 于 M 的 边 数 ， 形 如 Ly 的 某 个 分 支 具有 这 一 性 质 . 
这 个 L 一 定 是 形 如 (12. DRHE., Hers e e, e 在 M' 中 而 不 在 M 中 ,而 ez，@4，…， e-i 
在 M 中 而 不 在 M 中. 另外， 和 w+ 不 能 是 M 饱 和 的 ， 因 为 否则 La 不 是 H 的 分 支 。 因此， 
链 Ln 是 M 增 广 链 .这 就 完成 了 12. 7 的 证 明 . 

为 了 说 明 这 一 证 明 ， 考 虑 图 12. 18 所 示 的 匹配 MAM. 这 时 ,图 有 H 也 如 图 中 所 示 ， 链 
gr {goh} she (hei) sis lis) of 


是 包含 M 的 两 条 边 和 M 的 一 条 边 的 简单 链 . 


S ATSB. 


B 
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ab e d | Wey es a b. “e d 

i 一 hd 

e i e S e of 

e oe oe o 

i i h g j i hog J i hog 
M M' H 


图 12. 18 从 匹配 M AM’ B09 H 


12.5.3 寻找 最 大 匹配 的 算法 

接 下 来 ， 我 们 描述 一 个 寻找 最 大 匹配 的 算法 .这 一 算法 源 自 L. R. Ford 和 D. R. Fulkerson 的 
工作 (参见 Ford 和 Fulerson[1962])， 这 一 算法 有 两 个 基本 子 程序 。 子 程序 1 搜索 开始 于 一 个 不 
饱和 顶点 x 的 M 增 广 链 ， 如 果子 程序 1 寻找 到 M 增 广 链 ， 则 子 程序 2 构建 一 个 更 大 的 匹配 M. 
算法 选择 一 个 不 饱和 顶点 工 并 运用 子 程序 1， 如 果 发 现 一 个 开始 于 工 的 M 增 广 链 ， 那 么 调用 子 程 
序 2， 如 果 没 有 发 现 这 样 的 链 ， 那 么 在 子 程序 1 中 使 用 另 一 个 不 饱和 顶点 y 这 一 过 程 将 反复 进 
行 ， 直 到 或 者 发 现 一 个 M 增 广 链 或 者 没有 剩余 不 饱和 顶点 。 对 于 后 者 的 情况 ,我们 得 出 不 存在 
AM 增 广 链 ， 所 以 有 一 个 最 大 匹配 的 结论 . 

子 程序 2 的 运行 正如 定理 12.6 所 描述 的 那样 .现在 我 们 给 出 子 程序 I， 描述 这 一 子 程序 的 
最 容易 方法 就 是 使 用 一 个 二 部 图 G 来 说 明 ， 如 果 G 不 是 二 部 图 ,那么 这 一 过 程 将 会 更 复杂 一 些 . 
正 是 Edmonds[1965a] 首 次 观察 到 的 那样 ， 这 里 需要 一 些 更 巧妙 的 东西 (参见 练习 16)， 关 于 二 部 
和 非 二 部 匹配 的 更 详细 论述 ， 参 见 Ahuja, Magnanti 和 Orlin[1993]、Cook 等 [1998]、Lawler 
[1976], Lovász 和 Plummer[1986]，Minieka[1978]、Papadimitriou 和 Steiglitz[1982]. 

子 程序 1 开始 于 一 个 匹配 M 和 M 中 的 一 个 不 饱和 顶点 xz， 而 且 分 阶段 构建 一 棵 称 为 交互 树 
(alternating tree) 的 树 T. HEE ETH. 且 工 中 开始 于 z 的 所 有 简单 链 是 M 交互 链 ， 例 
如 ， 对 于 图 12.15, MR zx 三 a， 这样 的 一 棍 交 互 树 是 由 下 面 的 边 组 成 的 ，{a, bh, {bs whe {g 
h), (g, f) ZER 上 的 顶点 称 为 外 部 顶点 或 内 部 顶点 顶点 y 称 为 外 部 的 (outer) ， 如 果 x 
Aly 之 间 的 唯一 简单 链 9 结 束 于 M 中 的 边 ， 否 则 顶点 是 内 部 的 (inner)， 顶 点 工 称 为 是 外 部 的 
(outer)。 如 果 发 现 一 棵 带 有 一 个 不 饱和 顶点 yár ERT, MRA xH y 之 间 的 唯一 简单 链 是 
一 个 M 增 广 链 ， 把 项 点 和 边 加 入 到 T， 直 到 或 者 发 现 这 样 的 一 个 链 , 或 者 不 再 有 可 以 加 入 到 T 
中 的 顶点 ， 对 于 后 者 的 情况 ,不 存在 M 增 广 链 ， 现 在 我 们 详细 给 出 这 个 子 程序 . 


算法 12. 2: 子 程序 1 一 一 搜索 一 个 开始 于 顶点 x 的 M 增 广 链 

MA: 一 个 二 部 图 G,，G 的 一 个 匹配 M， 以 及 M 中 的 一 个 不 饱和 顶点 工 . 

MH: 一 个 开始 于 工 的 M 增 广 链 ， 或 不 存在 这 样 的 链 的 信息 . 

SMA 设置 T= ,TT 二 (TT 是 树 中 的 边 的 集合 ，T 是 肯定 不 在 树 中 的 边 的 集合 )， 集 合 
O={z}，1! 一 纪 (O 是 外 部 顶点 的 集合 ， 了 是 内 部 顶点 的 集合 ). 

步骤 2. : 

SM 1. 在 既 不 在 工 中 也 不 在 工 中 的 各 边 中 ， 如 果 不 存 在 外 部 顶点 (O 中 的 顶点 ) 和 其 他 任 
RWAZH HM, WAMISRI FUR u. Re wEO 的 这 样 的 一 条 边 . 

步骤 2.2. 如 果 顶 点 立 是 一 个 内 顶点 (在 工 中 )， 那 么 把 边 {u。，z 放 入 开 中 并 重复 步骤 2. 1. 


O ”我 们 要 使 用 定理 3. 18 的 结果 ， 即 在 一 标 树 中 ， 任 意 一 对 项 点 之 间 存 在 唯一 简单 链 - 
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如 果 顶 点 v 既 不 是 外 部 顶点 也 不 是 内 部 顶点 ， 那 么 把 边 {u，v)} 放 入 荆 中 ， 并 前 进 到 步骤 2.3( 因 
为 G 是 二 部 图 ,vv 不 可 能 是 外 部 顶点 因为 否则 你 可 以 证 明 G 有 奇 回路 ,根据 定理 3.4 对 于 二 部 
图 这 是 不 可 能 的 ， 参 见 练习 11). 

步骤 2.3. 如 果 v 不 是 饱和 的 ， 停止。 本 中 从 工 到 vv 的 唯一 链 形 成 从 工 到 v 的 M 增 广 链 ， 如 
Rukmi, £M 中 存在 唯一 的 边 {v，tw}， 这 时 ， 把 边 {v, ww} 放 入 醋 中 , v 在 1 中 且 w 在 O 
p. ROSR21 

PRI 只 有 当 向 了 或 了 进一步 加 入 边 是 不 可 能 的 时 候 ， 我 们 进入 到 这 一 步骤 ， 停 止 并 给 出 
不 存在 开始 于 工 的 M 增 广 链 的 信息 . 


注意 ， 这 个 算法 以 两 种 方式 停止 ， 发 现 了 一 条 M 增 广 链 ， 或 发 现 了 一 棵 交互 树 T， 其 中 已 
不 能 把 边 加 入 到 工 或 了 中 ， 对 于 前 者 的 情况 ， 过 程 前 进 到 子 程序 2， 对 于 后 者 的 情况 ， 可 以 证 
明 不 存在 从 顶点 开始 的 M 增 广 链 ， 我 们 对 另 一 个 不 饱和 项 点 zx 重复 这 一 子 程序 ， 如 果 在 重复 
使 用 子 程序 1 时 ， 我 们 没有 找到 从 不 饱和 顶点 z 开始 的 M 增 广 链 ， 那 么 我 们 得 出 这 个 匹配 是 最 
大 匹配 的 结论 . 

我 们 对 于 图 12. 19 中 的 匹配 M 说 明 这 一 算法 ， 挑 选 
一 个 不 饱和 顶点 工 为 ac， 并 称 a 为 外 部 顶点 。 这 是 步骤 1. 
前 进 到 步骤 2. 1， 选择 边 {(a，b}， 它 既 不 在 内 也 不 在 了 
内 ， 且 连接 外 部 顶点 ， 因 为 6 不 是 外 部 也 不 是 内 部 的 ， 在 
,步骤 2.2 中 我 们 把 这 条 边 放 入 到 TT 中 ,并 前 进 到 
步骤 2. 3， 因 为 4 是 饱和 的 ， 所 以 我 们 考虑 M 的 唯一 边 
{5，g}， 我 们 把 这 条 边 放 入 到 TP, HPR 5 是 内 部 的 ， 而 
称 g 是 外 部 的 ， 并 返回 到 步 又 2.1( 参 见 表 12. 3 的 概括 ， 为 了 这 一 概括 的 目的 ， 考 虑 返回 到 步 又 
2.1 的 迭代 ). 


表 12.3 运用 于 图 12. 19 中 的 M 的 算法 12. 2 的 各 步骤 ， 且 开始 于 顶点 =a 


图 12. 19 波形 线 表示 一 个 匹配 M 


PYN 7 KAR O( 外 部 
和 迭代 T | r | aay | 
1 Jø | 1 a 
2 |ia. b} | Ø | 2 a 
la, b}, {by gh Ø b ag 
a flas bh tb, gh tee P | 2 |è ag 
{ay bjs {6, ghs (ae fhs (fs eb Ø bf a gre 
4 {ay b}, (bs whe igs fe (fe ede (ge h) | Ø b, f age 
Kas bhe (be ghs Lae fhe (fe ehs dae A), the i) | 2 bs fsh | a Bei 
Slay bby tbs whe ige Flo ifo ehs (Be h)s thy i) fe, h} bo fh | as gre 
6 [lay bl, (b, gl, (g. fhe {fs el, ig. hì. ih, fle ter di | tes A) by fk | agei 


在 步骤 2. 1 中 ， 我 们 考虑 既 不 在 工 中 也 不 在 并 中 ,， 且 连接 一 个 外 部 顶点 的 边 ， 有 两 条 这 样 
的 边 {g，h} ，{g，/}， 假 设 我 们 选择 了 边 {g，/}。 因 为 f 既 不 是 外 部 的 也 不 是 内 部 的 ， 所 以 在 
ER 2.2, RIE PHATE. 现在 了 是 饱和 的 ， 所 以 我 们 考虑 M 的 唯一 边 {f，e}， 我们 
把 这 条 边 放 和 人工 中 ， 称 f 为 内 部 的 ， 而 e 为 外 部 的 ， 并 返回 到 步骤 2. 1. 

接 下 来 ， 我 们 再 一 次 考虑 既 不 在 工 中 也 不 在 T 中, 且 连 接 一 个 外 部 顶点 的 边 . 这 样 的 可 能 
WA gs hh}, (e, AiAlle, d). 假设 我 们 选择 {g，h}。 那 么 在 步骤 2. 2 中 ， 因 为 大 既 不 是 内 部 的 
也 不 是 外 部 的 ， 所 以 我 们 把 边 {g，h} 放 入 醋 中 .于 是 在 步骤 2.3 中 ， 因 为 H 是 饱和 的 ， 所 以 我 
们 把 边 {h, HATH, FRA HARK, i 为 外 部 的 . 

我 们 再 一 次 考虑 既 不 在 丁 中 也 不 在 T' 中 ， 且 连接 一 个 外 部 顶点 的 边 ， 这 样 的 可 能 边 有 {e， 
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全 和 {e，d}、， 假 设 我 们 选择 了 前 者 .那么 顶点 大 是 内 部 的 ， 所 以 在 步骤 2. 2 中 ， 我 们 把 边 {e，h} 
放 入 丁 中 ,并 重复 步骤 2.1. 

在 步骤 2. 1 中 ,现在 我 们 选择 边 {fe:，d} ,而 且 在 步骤 2.2 中 我 们 把 边 {e，d} 加 入 中 ， 于 是 在 
步骤 2. 3 中 ,因为 4 不 是 饱和 的 ， 我 们 停止 ， 并 寻找 工 中 的 唯一 从 工 到 的 链 ， 即 从 < 到 d 的 链 . 
这 样 的 链 是 a，{a, bb, by (by gh. ge {ge fis fr (fe els ev ler d), d. 这 是 一 条 M 增 广 链 . 

在 结束 之 际 ， 我 们 注意 到 ， 可 以 证 明 、 给 定 一 个 二 部 图 G 一 (X，Y，E) ， 我 们 可 以 修改 所 描 
述 的 算法 ， 使 其 需要 [min{ | X | ，|Y | )j。|1 EE | 步骤 量 级 ， 因 此， 这 一 算法 是 一 个 关于 顶点 


Molt n= | V | 的 多 项 式 算法 .因为 | E|<(")<n? Amini | X 1 ，|Y |}<n 因此 , 这 一 算 


法 以 n 步骤 量 级 结束 ， 用 2. 18 节 的 记 法 ， 我 们 说 这 一 算法 是 OOe ) 算 法 ， 对 于 任意 图 G 的 相关 
算法 也 大 约 花费 到 步骤 量 级 ， 到 我 们 写 这 本 书 的 时 候 , 已 知 最 快 的 寻找 最 大 匹配 的 算法 花费 
LE) 1V 1 步骤 量 级 ， 用 表示 ,这些 算法 大 约 花费 她 ?步骤 量 级 ， 关 于 寻找 最 大 匹配 的 算法 
的 计算 复杂 度 ， 对 于 二 部 图 的 情况 ， 要 归功 于 Hopcroft 和 Karp[1973]。 而 对 一 般 情况 归功 于 
Micali 和 Vazirani[1980]。 这 些 算法 把 匹配 与 网 络 流 联系 起 来 (我 们 将 13. 3. 8 节 讨 论 这 一 关系 )， 
有 关于 匹配 算法 的 计算 复杂 度 的 详细 讨论 ， 参见 Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993] 、Cook 等 
[1998]、 Lawler[1976]、Papadimitrionu 和 Steiglitz[ 1982]. 
本 节 练 习 
,对 于 图 12. 20 中 的 匹配 : 

(a) 寻 找 一 个 不 是 M 增 广 链 的 M 交互 链 . 


1 2 3 
《b) 如 果 存在 M 增 广 链 ， 寻 找 一 个 这 样 的 链 . 
《ce) 使 用 (b) 的 链 ， 如 果 存 在 的 话 ， 寻 找 一 个 更 大 的 匹配 . a 5 5 
2. 对 于 图 12. 21 中 的 匹配 重复 练习 1. 
3. 对 于 图 12. 22 中 的 匹配 重复 练习 1. 
4. 对 于 图 12. 23 中 的 匹配 重复 练习 1. 了 gS 
5. 对 于 图 12. 24 中 的 匹配 重复 练习 1. 图 12. 20 12.5 节 练习 的 匹配 
2 6 9 10 14 
3 Z 
1 n 13 15 17 
4 5 8 12 16 
图 12. 21 12.5 节 练习 的 匹配 PA 12. 22 12. 5 节 练习 的 匹配 
1 2 6 7 
6 3 $ 
6 
5 4 ti 4 5 


图 12. 23 12.5 节 练习 的 匹配 图 12. 24 12.5 节 练习 的 匹配 
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6. 把 子 程序 1 运用 于 下 面 的 情况 : 
(a) FA 12. 20 中 的 匹配 M 和 项 点 5 
《b) 图 12. 20 中 的 匹配 M 和 顶点 3 
Co) PA 12. 21 中 的 匹配 M 和 顶点 12 
7. 把 子 程序 1 运用 于 图 12. 24 中 匹配 M， 以 顶点 1 开始 ， 且 在 之 后 的 迭代 中 ， 分 别 选 择 v 一 2，z 一 4，z 一 
6, v=4, v=8. 

8. WEW: 如 果 把 子 程序 1 运用 于 图 12. 23 中 的 匹配 ， 开 始 于 顶点 3， 有 可 能 在 步骤 2. 1 hi Pu. vb 

连接 两 个 外 部 顶点。 为 什么 会 发 生 这 样 的 情况 ? 

9. 对 于 下 列 情况 ， 寻 找 开始 于 项 点 的 交互 树 . 

(az 一 6 和 图 12. 21 中 的 匹配 
(b)x=8 和 图 12. 20 中 的 匹配 

10. 让 明 在 定理 12. 7 的 证 明 中 ， 万 的 每 一 个 分 支 是 Z。 RL. 

11. 证 明 在 算法 12. 2 的 步骤 2. 2 中 ，v 不 可 能 是 外 部 顶点. 

12. 当 运用 子 程序 2 时 ， 证 明 一 旦 一 个 顶点 被 饱和 ， 那 么 它 就 保持 被 饱和 . 

13. 证 明 算法 12. 2 可 行 . 

14. 如 果 顶 点 工 是 匹配 M 中 的 不 饱和 顶点 ， 且 不 存在 开始 于 工 的 M 增 广 链 ， 证 明 存 在 其 中 并 是 不 饱和 的 最 
大 基数 匹配 . 

15. 顶点 的 子 集 S 称 为 可 匹配 的 (matchabie)， 如 果 S 中 每 一 个 顶点 在 某 个 匹配 中 被 匹配 证明， 如果 S 是 
可 匹配 的 ， 那 么 S 中 每 一 个 顶点 在 某 个 最 大 基数 匹配 中 被 匹配 . 

16. 假设 M 是 图 G 的 一 个 匹配 ， 一 个 相对 于 M 的 花生 (bljossom) 是 一 个 有 2+1 个 顶点 且 在 M 中 有 k 条 边 
的 奇数 长 度 回路 B， 证 明 ， 如果 不 存 在 相对 于 M 的 花 艇 那么 如 果 存 在 开始 于 zx 的 M 增 广 链 的 话 ， 子 
程序 1 可 以 找到 一 个 这 样 的 M 增 广 链 (因此 ， 仅 当 找 到 花 簇 时 ， 我 们 才 必须 修改 所 描述 的 寻找 最 大 匹配 
的 算法 ，Edmonds[1965a] 所 做 的 修改 是 通过 搜索 花 儿 并 把 它们 缩减 成 单一 顶点 ， 然 后 在 结果 图 中 寻找 
M 增 广 链 完成 的 ). 


12.6 匹配 尽 可 能 多 X 的 元 素 


假设 G 一 (X，Y，EE) 是 二 部 图 ， 如 果 G 中 不 存在 使 X 饱和 的 匹配 ， 那 么 我 们 至 少 可 以 希望 
寻找 一 个 匹配 ， 它 匹配 尽 可 能 多 X 的 元 素 . 设 m(G) 是 G 的 匹配 中 可 以 被 匹配 的 X 元 素 的 最 大 
数量 ， 我 们 说 明 如 何 计算 m(G)， 首 先 ， 我 们 给 出 这 一 想法 的 几 个 应 用 . 


【 例 12. 17 电话 切换 网 络 〗 在 电话 切换 站 ， 电 话 呼叫 从 呼 入 线 被 发 送 到 呼出 线 ， 切 换 网 络 
(switching network) 把 每 一 条 呼 人 线 与 某 些 呼出 线 连接 起 来 ， 一 个 呼叫 沿 着 一 条 呼 人 线 进 来 ， 它 
通过 切换 网 络 到 达 一 条 呼出 线 。 切换 网 络 可 以 用 二 部 图 G 一 (X，Y， DRR. X 的 顶点 是 呼 人 
线 ,Y 的 顶点 是 呼出 线 ， 呼 人 线 和 呼出 线 之 间 有 一 条 边 ， 当 且 仅 当前 者 与 后 者 是 连通 的 ， 假 设 一 
次 进入 多 个 呼叫 ， 我 们 想 在 同一 时 间 内 尽 可 能 把 它们 发 送出 去 ， 如果 S 是 有 呼叫 的 呼 人 线 的 集 
合 ， 我 们 想 要 给 S 的 每 一 条 线 指定 一 条 导向 不 同 呼出 线 的 C 的 边 。 即 我 们 想 要 一 个 G 的 S 饱和 
匹配 ， 当 不 可 能 这 样 做 时 ， 我 们 就 要 匹配 S 中 较 大 数量 的 线 、 一般 地 ， 我 们 想 要 设计 一 个 切换 
网 络 ， 使 得 如 果 呼 叫 进入 到 所 有 可 能 的 呼 入 线 ， 那 么 我 们 能 够 把 它们 中 的 大 部 分 与 呼出 线 匹配 . 
即 我 们 设计 一 个 切换 网 络 ， 使 得 它 有 很 多 边 的 最 大 匹配 ， 换 句 话说， 对 于 给 定 的 X MY. 我 们 
要 寻找 一 个 二 部 图 G 二 (X,Y，EE) 使 得 m(G) 合 理 地 足够 大 . a 


【 例 12. 18 天 花 疫 苗 接种 (再 探 例 12.3)】 在 提前 制定 的 公众 健康 紧急 事件 ， 如 天 花 的 处 理 
计划 中 ， 我 们 想 要 确定 有 足够 的 诊所 给 人 们 接种 然而， 接种 诊所 也 许 没有 能 力 给 每 一 个 人 接 
种 ， 至 少 在 短 时 间 内 不 能 给 每 一 个 人 接种 假设 每 一 个 接种 诊所 每 一 天 至 多 给 特定 数量 的 人 接 
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种 ， 我 们 想 要 安排 人 与 诊所 之 间 的 分 配 ， 使 得 我 们 能 够 在 第 一 天 尽 可 能 给 更 多 的 人 接种 ， 换 句 话 
说 ,我 们 想 要 做 人 与 接种 诊所 间 的 分 配 ， 定 义 一 个 图 CG， 使 得 m(G) 尽 可 能 大 . 
如 果 SIX, SHF R (deficiency) a(S EXA | S| — | N(S) | ,并 设 G 的 亏 度 
(deficiency)6(G) 是 maxd(S). TER, 6(D)=0, HLL, 根据 Philip Hall 定理 ，G 有 使 X 饱和 的 
匹配 当 且 仅 当 3(G)=0. 
定理 12.8(Kinig[1931]) #RG=(X, Y, DAR, 那么 m(G)= | X | 一 8(G). 


为 了 说 明 此 定理 ， 考 虑 图 12. 25 中 的 图 ， 注 意 , a, b, d)) 一 x Y 
2,， 且 这 是 最 大 的 ， 所 以 KG)=2. 因此 , m(G)= | X | 一 5(G) 一 a x 
4 一 2 一 2， 可 以 匹配 的 X 的 最 大 子 集 有 两 个 元 素 .这样 的 集合 的 一 b y 
个 例子 是 ta，c}. a 5 
练习 6 和 练习 7 概述 了 定理 12. 8 的 证 明 . å 
本 节 练 习 


图 12.25 有 5G)=2 的 图 G 


,对 于 图 12. 12 中 的 每 一 个 图 ， 计 算 AGOM mG). 

2. 考虑 有 9 条 呼 人 线 和 6 条 呼出 干线 的 切换 站 .假设 根据 工程 学 的 考虑 ， 每 一 条 呼 人 线 在 这 一 切换 网 络 中 

正好 与 两 条 呼出 线 连通 ， 而 且 每 一 条 呼出 线 至 多 与 3 条 呼 人 线 连 通 . 

(a) 考 虑 户 条 呼 人 线 的 任意 集合 S， 证 明 在 这 一 切换 网 络 中 ，S 中 的 顶点 的 度数 总 和 至 多 等 于 N(S) 中 的 
顶点 的 度数 总 和 。 


(b) 使 用 (a) 的 结果 证 明 ， 对 于 有 p 条 呼 人 线 的 任意 集合 S，NCS) 至 少 有 忌 记 个 元 素 . 


COMPA p 条 呼 人 线 的 任意 集合 5， 得 出 O<, p e. 


(d) 证 明 : 无 论 切 换 网 络 是 如 何 设计 的 ， 总 存在 一 个 匹配 ， 它 至 少 匹配 6 RIFA. 

.假设 我 们 修改 练习 2 的 情况 ， 使 得 有 12 条 呼 人 线 和 10 条 呼出 线 ， 如 果 每 一 条 呼 入 线 正 好 与 3 条 呼出 线 
连通 ， 而 每 一 条 呼出 线 至 多 与 4 条 呼 人 线 连通 ， 证 明 无 论 这 一 切换 网 络 是 如 何 设计 的 ， 总 是 存在 一 个 匹 
配 ， 它 至 少 匹 配 9 条 呼 人 呼叫 . 

.假设 我 们 修改 练习 2 的 情况 ， 使 得 有 两 种 类 型 的 呼 入 线 ， 类 型 A 4 条 呼 人 线 ， 类 型 下 也 有 4 RIFA 
线 ， 且 有 8 条 呼出 线 ， 它 们 有 相同 类 型 ， 假 设 类 型 | 的 每 一 条 呼 人 线 正好 与 3 条 呼出 干线 连通 ， 而 类 型 
卫 的 每 一 条 呼 人 线 正好 与 6 条 呼出 线 连通 ， 并 假设 每 一 条 呼出 线 至 多 与 4 条 呼 入 线 连 通 ， 证 明 无 论 这 一 
切换 网 络 是 如 何 设计 的 ， 总 是 存在 一 种 匹配 ， 它 至 少 匹 配 7 条 呼 人 呼叫 ， 考 虑 类 型 I 的 p 条 呼 人 线 和 类 
型 [的 9 条 呼 人 线 的 集合 S， 做 上 述 相同 的 工作 证明 有 : 


XS < (pg — SPESI, 


得 出 因为 p<4 H q>0, KAKO 的 结论 . 

. 假设 在 一 个 小 城镇 里， 有 4 个 天 花 疫苗 接种 诊所 和 56 个 人 ， 另 外， 每 一 个 人 将 在 他 们 所 选择 的 两 个 接 
种 诊所 中 的 一 个 完成 接种 ， 但 是 每 一 个 诊所 的 日 承受 能 力 为 14 人 .定义 一 个 二 部 图 G， 使 得 m(G) 对 应 
于 这 个 小 镇 中 一 天 所 接种 的 最 大 人 数 . 

. 作为 定理 12. 8 的 证 明 的 准备 ， 证 明 下 面 的 事实 : 二 部 图 G 二 (X,Y，E) 有 上 个 元 素 的 匹配 ， 当 且 仅 当 对 
于 所 有 子 集 SEX，| N(S)|>|S| +k- |X| =k- | XX 一 S | [提示 : 通过 向 Y 中 加 入 |X| 一 k 个 
顶点 ， 并 把 Y 中 的 每 一 个 新 顶点 与 X 中 的 每 一 个 顶点 相连 来 修改 GJ. 

7. 使 用 练习 6 的 结果 证 明定 理 12. 8. 

.本 练习 给 出 Konig-Egervary 定理 (推论 12. 5. 1) 的 另 一 个 证 明 . 设 A 是 由 0 和 1 构成 的 矩阵 ， 如 König 
Egervary 定理 的 让 明 那 样 ， 根 据 4 构建 一 个 二 部 图 G 二 (X,Y，E). 设 S 是 4 的 行 集合 X 的 一 个 子 集 ， 
使 得 8(S) 二 8(G). 


p 


g 
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(a) 证 明 : 对 应 于 X 一 S 的 顶点 的 行 以 及 对 应 于 N(S) 的 顶点 的 列 包含 A 中 的 所 有 0. 
CER: (a) 中 的 所 有 行 和 列 的 数量 总 和 等 于 | X| 一 83(G). 

(CTE: 覆盖 所 有 0 的 4 的 线 的 最 小 数量 至 多 是 | X | 一 2(G). 

(DEN: G 中 的 独立 0 的 最 大 数量 是 | X | 一 8(G). 

《e) 证 明 König-Egerváry 定理 . 


12.7 最 大 权 匹 配 


在 12.1 节 的 例 12.5~ 例 12.9 中 ,我 们 介绍 了 寻找 在 边 上 有 权 的 图 的 最 大 权 匹 配 问题 ， 这 
里 ， 我 们 更 详细 地 讨论 这 一 问题 ， 并 用 这 些 问题 的 术语 给 出 解决 这 一 问题 的 算法 . 
12.7.1 再 论 “ 中 国 邮差 "问题 

在 11.4.1 节 ， 我 们 讨论 了 希望 寻找 能 够 覆盖 指定 路 线 上 所 有 街区 且 行 走 最 少 街区 的 邮差 问 
题 ， 我 们 如 下 阐述 这 一 问题 ， 给 定 一 个 图 G， 我 们 研究 可 行 多 重 图 (feasible multigraph)H， 这 个 
多 重 图 有 一 条 封闭 的 欧 拉 链 ， 且 这 个 图 是 根据 G 通过 增加 G 的 边 的 拷贝 而 得 到 的 .我 们 寻找 一 
个 最 优 多 重 图 (optimal multigraph)， 即 有 最 小 边 数 的 可 行 多 重 图 ， 在 11. 4. 2 节 中 ,我们 发 现在 
计算 机 绘图 领域 也 出 现 这 样 的 问题 ， 在 11. 4 节 的 练习 11 中 ， 要 求 读者 注意 ， 在 任意 最 优 多 重 图 
媚 中 ， 新 增加 的 边 可 以 被 划分 成 连接 图 G 中 奇 度数 顶点 的 链 ， 其 中 任意 一 个 这 样 的 项 点 正好 是 
一 个 这 样 链 的 一 个 端 顶点 ， 假 设 对 于 G 中 的 奇 度数 的 每 一 对 项 点 x 和 ~， 我 们 寻找 G 中 它们 之 间 
的 最 短 链 [我 们 可 以 使 用 类 似 于 Dijkstra 算法 (13. 2. 2 节 ) 的 算法 去 做 这 件 事 ]， 我 们 通过 取 图 G 中 
的 所 有 奇 度数 顶点 作为 顶点 来 构建 一 个 图 G， 用 一 条 边 连 接 每 一 对 顶点 ， 并 给 这 条 边 设置 一 个 等 
于 4 和 vw 之 间 的 最 短 链 长 度 的 权 。 为 了 说 明 , BG a b < b 
是 图 11. 28 中 的 图 图 12. 26 重新 给 出 这 个 图 ， 那 
么 G 中 有 4 个 奇 度数 顶点 : bs fe h, d. 这 4 个 顶 
点 中 的 每 一 对 顶点 之 间 ， 显 然 最 短 链 的 长 度 都 是 2. 
因此 ,图 G 如 图 12. 26 中 第 二 部 分 所 示 ， 现 在 ， 由 
G 而 得 的 任意 最 优 多 重 图 H 对 应 于 连接 G 中 的 奇 度 
数 项 点 对 的 链 的 集合 ， 其 中 每 一 个 这 样 的 顶点 正好 a ¢ 
为 这 样 的 链 的 一 个 端 端点 ， 这 样 的 链 集合 定义 图 G”。 图 12.26 图 11. 28 中 的 图 G 和 对 应 的 图 G 
中 的 一 个 完美 匹配 ， 而 且 ， 一 个 最 优 图 有 H 对 应 于 这 
样 的 链 的 一 个 集合 ， 使 得 这 样 的 链 的 长 度 之 和 尽 可 能 小 ， 这 一 集合 本 身 又 定义 C' 中 最 小 权 的 完 
美 匹配 ， 如 果 通过 对 每 个 权 取 负 来 修改 G`， 那 么 我 们 要 寻找 G' 的 最 大 权 匹 配 (这 样 的 匹配 也 是 完 
美的 ， 为 什么 )， 这 是 我 们 在 例 12. 5 一 例 12. 9 中 所 讨论 的 主要 问题 .对 于 我 们 的 例子 ，G“ 的 最 
小 权 完 美 匹配 是 由 任意 两 条 不 邻接 的 边 组 成 的 ， 例 如 16，d} 和 {f，h}。 这 时 ， 对 应 于 所 选择 的 
边 的 最 短 链 将 定义 一 个 最 优 多 重 图 H. KB. bd 之 间 的 最 短 链 是 2，e，d， 而 f 和 hh 之 间 的 
最 短 链 是 f，r，h. 如 果 我 们 把 这 些 链 上 的 边 加 到 G 中 ， 我 们 得 到 图 11. 28 中 的 第 一 个 最 优 多 重 
图 有 现在 我 们 知道 为 了 得 到 一 个 有 欧 拉 闭 链 的 及 ， 这 是 可 以 加 入 的 最 小 边 数 ， 万 中 的 这 条 欧 
拉 闭 链 给 出 邮递 员 在 G 中 的 一 条 最 优 路 径 . 

我 们 所 描述 的 方法 归功 于 Edmonds (参见 Edmonds[1965b], Edmonds 和 Johnson[ 1973). 
应 该 指出 的 是 ,我 们 所 描述 的 过 程 是 一 个 高 效 的 过 程 。 因 为 高 效 的 最 短路 径 算法 (13.2.2 节 的 
Dijkstra 算法 ) 可 以 在 wr 步骤 量 级 内 完成 ， 而 且 可 以 在 n 步骤 量 级 内 完成 最 小 (最 大 ) 权 匹配 
(Lawler[1976]). 


DX 
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12.7.2 最 优 分 配 问题 (最 大 权 匹 配 ) 的 算法 S 

在 例 12. 6 中 ,我 们 讨论 了 下 面 的 工作 分 配 问题 有 nn 名 工人 和 m 项 工作 ， 每 名 工人 适合 每 
一 项 工作 ,已 知 工人 i 对 工作 j 的 可 能 能 力 由 等 级 ri 给 出 ， 我 们 希望 给 工人 们 指定 工作 ， 使 得 可 
以 最 大 化 能 力 等 级 的 和 ， 这 是 一 个 最 大 权 比 配 问 题 的 例子 ， 我 们 假设 mn, HAL zj 是 这 样 的 变 
Ht: 如 果 工 人 i 被 指定 工作 j 它 等 于 1， 否 则 它 等 于 0， 于 是 ,因为 m 二 n， 所 以 我 们 要 最 大 化 
FR: 


Drize 
我 们 要 求 没有 两 个 工人 得 到 相同 的 工作 ， 即 一 
Saye: (2.8) 
我 们 还 要 求 每 名 工人 都 得 到 一 项 工作 ， 即 
Ds =1. (12.9) 
于 是 ， 内 为 工人 的 数量 等 于 工作 的 数量 ， 所 以 (12. 8) 式 和 (12.9) 式 给 出 下 面 的 限制 条 件 : 
Sly =1 和 Èu =. (12. 10) 


现在 我 们 给 出 一 个 解决 最 优 分 配 问题 的 算法 .假设 我 们 有 一 个 nXn 和 矩阵 (cy )， 而 且 我 们 希 
望 寻 找 数 ry =0 或 z 一 1， 使 得 我 们 可 以 最 小 化 > cyzy ， 而 且 (12. 10) 式 成 立 ， 注 意 ， 如 果 从 
Co ?的 利和 行 的 所 有 项 中 减 去 -个 常量 pe， 给 出 另 -个 矩阵 (cj )， 本 

cbry = Levey 一 P Day = = Levey 一 

因此 ， 最 小 化 > cozy 的 分 配 zy 也 最 小 化 之 cüzü. 如 果 从 (ey ) 的 第 ! 列 的 每 一 项 中 减 去 一 个 
常量 gi， 结果 是 类 似 的 . 实际 上 ， 对 于 所 有 i， 从 (cs ) 的 第 i 行 的 所 有 项 中 减 去 常量 p;， 而 对 于 
所 有 的 7， 从 (ci ) 的 第 j 列 的 所 有 项 中 减 去 常量 9; 也 有 相同 的 结果 . 

使 用 上 述 观察 结果 ， 我 们 设 pi 是 (ci ) 的 第 i; 行 中 的 最 小 元 素 ， 对 于 每 一 个 i, 我 们 把 (cj ) 的 
第 i 行 的 每 一 个 元 素 都 碱 去 p;， 得 到 一 个 矩阵 (c5 )， 现 在 我 们 设 9% EOWA j 列 中 的 最 小 元 
素 ， 对 于 每 一 个 j， 我 们 把 (c$ ) 的 第 j 列 的 每 一 个 元 素 减 去 9 ， 得 到 一 个 矩阵 (5y )， 我 们 把 这 一 
和 矩阵 称 为 简化 矩阵 (reduced matrixz)， 根 据 我 们 上 面 所 做 的 观察 ， 我 们 可 以 使 用 这 个 简化 矩阵 来 
解决 最 优 分 配 问题 . 

为 了 说 明 这 一 过 程 ， 假 设 "一 4 且 和 矩阵 (cy ) 为 
p2 14 15 14] 
9 6 "11 8 
10 9 16 14 
L2 13 13 10. 
kf. pi =12, po=6, p=9, pr=10 HEECH 

023 2) 


(cj ) = | (12.11) 


O 本 小 节 的 内 容 可 以 推迟 到 13. 4 节 后 阅读 - 
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现在 ，@ 一 0，gz 一 0，g3 一 3，qg4 一 0， 所 以 矩阵 (cr ) 为 
ie 2 0 2) 
0 2 2| 
o 4 5f 
le 3 0 OJ 
TERME Cy ) 总 有 非 负 项 (为 什么 )， 给 每 名 工人 分 配 一 项 工作 且 每 一 项 工作 只 有 一 名 
工人 的 工作 分 配 切 对 应 于 这 一 简化 矩阵 的 ”个 项 的 选择 ， 即 每 一 行 上 有 一 个 项 且 每 一 列 上 有 一 
个 项 ， 当 且 仅 当 我 们 选择 i,j 项 时 有 zj 二 1 现在， 假设 我 们 可 以 确定 个 项 的 一 种 选择 ， 其 中 
每 一 行 上 有 一 个 项 且 每 一 列 上 有 一 个 项 ,使 得 所 有 项 都 等 于 0。 为 了 明确 这 nn 个 i，j 项 ,我们 取 
zi Hl. BWR zj =0. BA, MM SD) 而 xz5 将 等 于 0， 因 为 当 zi =1 Ht, G0. 例如， 如 果 


HEME CG ) 为 


a 3 
= | (12. 12) 


[3 0 1 
j= [e 5 4j, 
o 3 ol 

我 们 可 以 取 1，2 项 ，2，! 项 和 3，3 项 ， 如 果 我 们 取 ziz 一 1，z2i 一 1，zs 一 1， 否 则 zy =0, BB 
ALGjry =0. BARBER, AMF oy SO, RNAL Gry >0. 

回想 一 下 ， 在 12. 4. 1 节 ， 一 个 矩阵 的 0 独立 集合 是 这 样 的 0 的 集合 : 其 中 任意 两 个 0 不 在 
同一 行 也 不 在 同一 列 上 ， 我 们 刚刚 观察 到 的 结果 是 ， 如 果 我 们 能 够 在 (5 ) 中 找到 一 个 0 独立 集 
合 ， 那 么 我 们 就 能 够 通过 取 对 应 的 项 z 等 于 1， 而 找到 一 个 最 优 的 工作 分 配 ， 因 为 在 (5 ) 中 不 
存在 超过 nn 个 0 的 0 独立 集合 ， 所 以 我 们 寻找 最 大 的 0 独立 集合 ， 我 们 又 将 如 何 寻 找 这 样 的 集合 
呢 ? 让 我 们 把 矩阵 (5 ) 的 所 有 正 项 都 改 成 l， 于 是 ， 因 为 机 是非 负 的 ， 所 以 其 结果 矩阵 是 0 和 1 
构成 的 矩阵 ， 回 想 一 下 ， 在 12. 4. 1 节 ， 一 个 矩阵 的 线 (line) 或 者 是 一 行 或 者 是 一 列 ， 所 以 ， 根 据 
König-Egerváry 定理 (推论 12.5.1). Coy ) 中 独立 0 的 最 大 数 攻 ， 等 价 地 ， 在 其 由 0 和 1 构成 的 修 
改 和 矩阵 中 独立 0 的 最 大 数量 ， 等 于 覆盖 所 有 0 的 线 的 最 小 数量 ， 因此， 我 们 可 以 通过 检查 是 否 存 
在 覆盖 所 有 0 的 ”条 线 的 集合 ， 来 检查 是 否 存在 ”个 独立 0 的 集合 ， 另 一 方面 ， 根 据 König- 
Egervary 定理 的 证 明 ， 回 想 一 下 甜 阵 (; ) 中 的 0 的 最 大 独立 集合 ， 等 价 地 ， 修 改 后 的 0 和 1 矩阵 
的 0 的 最 大 独立 集合 ， 对 应 于 二 部 图 G= (X,Y，E) 中 的 最 大 匹配 ,其 中 X=Y= {1, 2,…， 
， 而 且 在 此 图 中 ， 当 且 仅 当 而 一 0 时 ，X 中 的 i 和 Y 中 的 j 之 间 存 在 边 ， 因 此 ， 我 们 可 以 运用 
12. 5. 3 节 的 最 大 匹配 算法 来 验证 是 否 存在 个 独立 0 的 集合 . 

在 等 式 (12. 11) 的 例子 中 ， 我 们 在 等 式 (12. DPA). EE. M 
盖 (5 ) 中 的 所 有 0 的 线 的 最 小 数量 是 3; 使 用 第 一 行 ， 第 四 行 和 第 二 列 
(参见 图 12. 27)， 因 此 ，0 的 最 大 独立 集合 有 三 个 元 素 ， 这 不 足以 给 出 我 | 3 f? ? 
们 所 要 求 的 工作 分 配 ， 因 为 我 们 需要 四 个 独立 0. ban) (tea 

解决 最 优 分 配 问题 的 算法 是 通过 持续 修改 简化 矩阵 (5 ) 进 行 的 ， 使 
得 最 终 得 到 可 以 找到 个 独立 0 的 简化 矩阵 ， 修 改 的 步骤 是 使 用 线 的 0 i 2 0 的 最 小 
的 最 小 覆盖 ,诸如 图 12. 27 所 示 的 图 ， 并 寻找 最 小 的 未 覆盖 元 素 ， 然 后 ， ame 
从 每 一 个 未 覆盖 元 素 减 去 这 个 最 小 元 素 ， 并 把 它 加 到 每 一 个 两 次 覆盖 元 
素 上 ， 寻 找 一 个 新 的 矩阵 ， 在 这 个 新 矩阵 中 搜索 独立 0， 对 于 我 们 的 例子 ， 最 小 未 覆盖 元 素 是 1 ， 
它 是 处 于 3，1 的 元 素 . 我 们 把 矩阵 ( 毒 ) 的 2,， 1 项，2, 3 项 ,2, 4 项 ,3，1 项 , 3, 3 项 和 3, 4 
项 减 去 1， 并 把 它 加 入 到 1，2 项 和 4，2 项 ， 得 到 如 下 新 简化 矩阵 : 


了 719| 


720) 


*(721) 
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0 0. 
不 难 证 明 ， 可 以 在 前 面 的 简化 矩阵 的 不 同行 或 不 同 列 上 加 上 或 减 去 一 个 常量 而 得 到 这 个 新 的 简 
化 矩阵 (练习 8)， 因 此 ， 使 用 这 一 矩阵 来 解决 最 优 分 配 问题 与 使 用 前 面 的 简化 矩阵 来 解决 最 优 分 
配 问题 是 一 样 的 ， 而 且 ， 这 个 新 的 简化 矩阵 的 所 有 项 都 是 非 负 的 ， 因此， 我 们 可 以 使 用 这 一 新 矩 
E, 再 一 次 寻找 有 n 个 0 的 独立 集合 .我 们 通过 寻找 线 的 最 小 覆盖 来 寻找 这 样 的 集合 ， 在 
(12. 13) 式 中 ， 最 小 覆盖 使 用 四 条 线 ， 因 此 ， 一 定 存在 四 个 0 的 独立 集合 ， 一 个 这 样 的 集合 由 1， 
3 项 ，2，2 项 ，3，1 项 和 4，4 项 组 成 、 因 此， 我 们 通过 设 z13=1, zz2 一 1, za 二 1, zu 二 1， 
而 所 有 其 他 zi =0 来 得 到 一 个 最 优 分 配 。 如 果 我 们 没有 找到 有 个 0 的 独立 集合 ， 那 么 我 们 要 重 
复 修改 简化 矩阵 的 过 程 . 
我 们 所 描述 的 算法 称 为 向 牙 利 算法 ， 它 归功 于 Kuhn[1955]， 我 们 将 其 概括 如 下 . 


算法 12.3: 最 优 分 配 问题 的 匈牙利 算法 

MA: 一 个 nXn 和 矩阵 (cs)。 

输出 : 一 个 最 优 分 配 zy. 

步骤 1. (初始 化 ) 

SMALL 对 于 每 个 it pi; 是 矩阵 (ci ) 的 第 i 行 中 的 最 小 元 素 . 

步骤 1.2. 设 (cf ) 是 对 于 所 有 i， 通 过 把 矩阵 (ci ) 的 第 i 行 中 的 每 个 元 来 减 去 pi 而 得 的 矩阵 . 

ERLI 对 于 每 一 个 j, hay 是 (cf ) 的 第 了 列 中 的 最 小 元 素 . 

步骤 1.4. 设 ( 画 ) 是 对 于 所 有 ji， 把 矩阵 (cf ) 的 第 二 列 的 每 个 元 素 减 去 gj HEME. 

步骤 2. 

PMA 寻找 覆盖 ( 己 ) 的 0 的 线 的 最 小 集合 . 

步骤 2.2. 如 果 这 个 线 的 集合 的 元 素数 量 小 于 n， 进 入 步骤 3， 否 则 进入 步骤 4. 

步骤 3. (修改 简化 乱 阵 ) 

步骤 3. 1. 使 用 在 步 怠 2.1 得 到 的 覆盖 , 设 户 是 (三 ) 中 的 最 小 未 炸 元 素 . 

步骤 3.2. 通过 从 每 一 个 未 禾 盖 元 素 中 减 去 p， 并 把 户 加 到 每 个 两 次 巴 盖 元 素来 修改 简化 矩 
PECs). ALM 2. 

PRA. 

步骤 4.1. 寻找 (局) 中 的 n 个 0 的 独立 集合 . 

步骤 4.2. ORG ) 的 i 项 是 独立 0 之 一 ， 则 设 等 于 1， 和 否则 设 ay SFO. MHA ay 
并 停止 . 


定理 12.9 如 果 所 有 的 cj 都 是 整数 ， 那 么 铭 牙 利 算法 给 出 一 个 最 优 分 配 . 

ERS 我 们 已 经 观察 到 ， 如 果 这 一 算法 给 出 一 个 分 配 zy ， 那 么 它 一 定 是 最 优 的 . 但是， 
我 们 如 何 知道 这 一 算法 将 会 给 出 一 个 分 配 呢 ? 这 一 算法 会 给 出 一 个 分 配 的 理由 是 : 因为 简化 矩 
阵 总 是 有 非 负 整 数 项 ， 而 且 因为 在 每 一 次 修改 时 ， 正 如 我 们 下 面 所 看 到 的 那样 ， 这 一 矩阵 的 所 有 
项 的 和 减少 一 个 至 少 等 于 1 的 整数 。 因 此 ， 经 过 有 限 步 台 ， 如 果 我 们 还 没有 得 到 一 个 最 优 解 的 
话 ， 这 个 简化 矩阵 的 所 有 项 都 将 等 于 0， 对 于 这 种 情况 ， 当 然 存 在 个 独立 0 的 集合 ， 所 以 我 们 


(12. 13) 


oow 


日 、 本 证 明 可 以 跳 过 . 
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可 以 找到 一 个 最 优 角 . 

MERIKEN, WRA EAER CG, ) 通 过 步 又 3 而 得 到 简化 逢 阵 ， 那 么 

Da- Nas 

是 一 个 不 小 于 1 的 整数 . k i 

HBF, BRUT <n RARE LAL. BES, AG OARS AS. 是 未 各 
HUIS, S, 是 各 盖 行 的 集合 ，S: 是 覆盖 列 的 集合 . 设 e= |S, | HP= | S. | .那么 h(n 一 
外 十 (n 一 四 同时， 回想 一 下 ,是 ( 书 ) 的 最 小 未 覆盖 项 ， 于 是 ， 册 我 们 从 ( 书 ) 得 到 (3 ) 的 方 
法 ， 我 们 有 

De l= 2 ler ay] + ele dy] + Byler ay] + 2 ley — ay] 


jes, 5 jes, 


KZA je: 
= pet Bot yor yw 
JES, JES, JES, ies, 
= ofp — (n—a)(n—® p 
=n(a+B—mp. 
而 十 8 是 未 禾 盖 行 和 列 的 数量 ， 所 以 
a+p—n=(2n—k)—n=n—k>0, 
BWW k=(n—-a) +(n—f), Hk<n. Wit, Bn, a 二 Bn 和 都 是 正 整 数 ， 所 以 
Ecs- DY dy =nlat+p—mp 722) 
是 一 个 不 小 于 1 的 整数 . 本 
最 后 ， 如 果 有 名 工人 和 项 工作 ， 使 用 2.18 节 的 术 诸 ， 匈 牙 利 算法 可 以 在 00 ) 的 时 间 内 
完成 ， 关 于 这 一 点 的 讨论 ， 参 见 Papadimitriou 和 Steiglitz[1982]. 
本 节 练 习 
1. 对 于 图 11. 39 中 的 每 一 个 图 G， 如 12. 7. 1 节 中 对 “中 国 邮差 ”问题 的 解 所 描述 的 那样 ， 寻 找 对 应 的 图 G 
寻找 G' 中 的 最 小 权 完 美 匹 配 并 把 这 一 匹配 翻译 成 “中 国 邮差 ”问题 的 一 个 解 . 
2. 下 面 的 每 一 个 矩阵 给 出 使 用 工人 i 做 工作 j 的 成 本 cs. 使 用 匈牙利 算法 寻找 最 小 成 本 工作 分 配 . 


Ag. Bra 和 ick ee ah 
1p832¢ 1n7 5 8 1 
[ zlo76 13 
2/10 9 3 6 2) 3°92. 16 
(a) (b) | (c) 3/12 9 4 8 2 
3/2115 hae: s 
7 4|123 56 
al3 821 al7 64 5 A | 
5U142 8 2 
3. 下 面 的 矩阵 给 出 工人 i 做 工作 j 的 等 级 rs. 使 用 匈牙利 算法 寻找 一 个 最 优 ( 即 最 高 效率 ) 的 工作 分 配 . 
1234 5 
178759 6] 
2|n 974 8 
3412 6 7 5 10 
s|9 769 6 
sla s89 al 


4. 一 家 公司 购买 了 不 同类 型 的 5 台新 机 器 .在 它 的 工厂 ， 有 5 个 可 以 放置 这 些 机 器 的 位 置 ， 对 于 给 定 的 机 
器 ,放置 的 位 置 对 处 理 材 料 的 难 易 程度 有 影响 ， 例 如 ， 如 果 这 台 机 器 靠近 为 它 生产 原料 的 工作 中 心 ， 那 


723] 


724| 
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么 它 将 是 高 效 的 。 对 于 位 置 ;处 的 机 器 i， 运送 给 这 台 机 器 的 原料 处 理 的 小 时 成 本 可 以 计算 出 来 ， 下 面 
的 矩阵 给 出 这 一 信息 . 


机 器 


ae eee 
Naa ow 
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2 
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4 
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nawn 


10 5 
我 们 如 何 给 机 器 分 配 位 置 ， 使 得 可 以 最 小 化 最 终 的 原料 处 理 成 本 呢 ? 

5. 下 面 的 矩阵 给 出 扬声器 和 配对 时 的 频率 响应 fy (参见 练习 12. 8). 
《a) 使 用 匈牙利 算法 寻找 最 小 频率 响应 配对 . 

1 6 
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6 0 
《b) 如 果 某 一 行 上 的 所 有 项 相同 (对 角 线 上 的 项 除外 ， 它 们 必须 是 0)， 那 么 这 将 如 何 影 响 匈牙利 算法 的 
使 用 ? 
6. 回想 一 下 ，12. 1 节 例 12. 5 的 房地产 交易 例子 ， 假 设 一 个 代理 商 有 三 套房 子 Hl ，H; 和 H;， 且 有 四 位 买 
EB. B. B. B. 如果 B, 买房 子 Hl ，H; 或 H ,那么 她 的 报价 分 别 是 20, 18 和 8 千 美元 ， 如 果 
B: 买 一 套房 子 ， 她 的 报价 分 别 是 20，12 和 16 千 美元 ， 如 果 B 买 一 套房 子 ， 报 价 分 别 是 18，20 和 20 
千 美元 ， 如 果 B 买 一 套房 子 ， 报 价 分 别 是 16，18 和 16 千 美元 ， 对 于 她 的 最 大 利润 问题 ， 是 否 存在 唯 
- 解 ? [提示 : 引入 “虚设 的 "第 四 套房 子 . ] 
7，(a) 假 设 在 12. 1 节 例 12. 7 的 天 花 接 种 问题 中 ， 必 须 把 某 些 人 分 配 到 特定 的 接种 诊所 ， 解 释 如 何 满足 这 一 
要 求 ， 特 别 地 ， 需 要 对 匈牙利 算法 的 输入 矩阵 做 什么 样 的 修改 ? 
《b) 现 在 假设 在 12. 1 节 例 12. 7 的 天 花 接 种 问题 中 ， 某 些 人 不 能 分 配 到 特定 的 接种 诊所 ， 解 释 如 何 满足 
这 一 要 求 ， 特 别 地 ， 需 要 对 匈牙利 算法 的 输入 矩阵 做 什么 样 的 修改 ? 
8. 证 明 ， 在 匈牙利 算法 中 ， 新 简化 矩阵 可 以 通过 把 旧 简 化 矩阵 的 不 同行 或 列 减 去 或 加 上 一 个 常量 而 得 到 . 


12.8 稳定 匹配 


在 例 12. 12 中 ， 我 们 介绍 了 如 何 分 配 医学 院 毕业 生 到 某 些 医院 作 实习 医生 的 问题 ，1952 年 ， 
人 们 开发 出 一 个 称 为 全 国 实习 医生 匹配 程序 的 算法 来 做 这 样 的 分 配 ， 其 思想 是 实习 医生 应 该 提 
交 他 们 申请 的 医院 的 等 级 ， 而 且 医 院 将 类 伏地 等 级 化 它们 的 申请 者 现在 称 为 全 国 居民 匹配 程 
序 的 算法 本 质 上 没有 太 大 的 改变 且 还 在 使 用 其 目的 在 于 产生 一 个 “稳定 的 "匹配. 

把 优先 选择 与 匹配 结合 起 来 产生 一 个 稳定 匹配 的 思想 是 由 Gale 和 Shapley[1962] 提 出 的 ， 我 
们 在 4. 2. 5 节 粗 略 地 讨论 了 这 一 思想 .这 一 工作 还 带 来 理论 上 的 巨大 进展 以 及 更 进一步 的 实际 应 
用 ， 关 于 这 一 方面 的 深入 讨论 ， 参 见 Gusfield 和 Irving[1989] 、Roth 和 Sotomayor[ 1990]. (作为 
稳定 性 的 另 一 个 方法 ，Balinski 和 Ratier[1997] 使 用 有 向 图 的 术语 重新 开发 了 稳定 匹配 的 思想 . ) 

由 Gale 和 Shapley[1962] 提 出 的 稳定 匹配 的 一 个 特殊 类 型 解决 了 稳定 婚姻 问题 .大 小 为 的 
稳定 婚姻 问题 (stable marriage problem of size 站 涉及 名 男 十 和? 名 女士 的 集合 .每 个 人 提出 一 
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个 对 于 所 有 异性 成 员 的 (严格 ) 优 先 选择 顺序 、 如 果 为 每 个 人 建立 起 一 夫 一 妻 制 的 婚姻 ， 那 么 这 一 
婚姻 集合 称 为 一 个 匹配 ， 即 男士 和 女士 之 间 的 一 对 一 的 对 应 关系 .一 个 匹配 称 为 是 不 稳定 的 
《unstable) ， 如 果 某 名 男士 和 某 名 女士 ， 按 照 他 们 的 优先 选择 顺序 ， 愿 意 离开 他 们 各 自 的 配偶 ( 相 
HAA). 这样 的 一 对 男女 称 为 中 断 对 (blocking pair)。 如 果 不 存 在 中 断 对 ， 那 么 这 一 匹配 是 稳 
定 的 . 

本 节 考 虑 与 稳定 婚姻 问题 相关 的 问题 中 的 存在 问题 、 计 数 问题 和 优化 问题 .下面 的 例子 突 
出 强调 这 三 点 . 

【 例 12. 19 稳定 婚姻 3 ”假设 有 四 名 男士 和 四 名 女士 要 相互 结婚 .他 们 的 优先 选择 顺序 由 
表 12.4 给 出 ， 我 们 用 mi 一 ww 表示 mi 和 wi 之 间 的 婚姻 .注意 M=(m —wi, mws, m3 一 
zw1，m4 一 ww2) 是 一 个 婚姻 的 稳定 集合 ， 为 了 和 弄 明白 其 原因 ， 注 意 ，ws ，ws 分 别 与 他 们 的 第 一 选 
择 结婚 ; 所 以 双方 都 不 愿意 离开 他 们 的 配偶 m 和 mz。 同样，ms 和 m4 在 其 余 的 女士 ， 即 wy 和 
we 中 获得 了 他 们 的 最 好 选择 . 


表 12.4 大 小 为 4 的 稳定 婚姻 问题 的 优先 选择 顺序 


男士 的 优先 选择 | 女士 的 优先 选择 
m m m m | m w m w 
wi w w w m ms m m 
w w w w m m m m 
w w mn wr m m m m 
w i uw m | m m m m 


虽然 M 是 稳定 的 ， 但 实际 上 还 存在 另外 9 种 与 这 些 人 和 他 们 的 优先 选择 相关 的 稳定 匹配 . 
总 共 是 41 一 24 种 匹配 (为 什么 )，M. 一 {m wis mws, mw, m 一 ww) 是 不 稳定 匹配 的 
-个 例子 ， 为 了 弄 明白 原因 ， 注 意 m 尽管 已 与 us 结婚 ,但 实际 上 他 更 喜欢 rw (还 有 wi 和 
wz). wi 虽 已 与 ms 结婚 ， 但 实际 上 她 更 喜欢 mm). WA m 和 re 互相 喜欢 对 方 胜 过 喜欢 
各 自 的 配偶 ， 所 以 他 们 形成 一 个 中 断 对 ， 因 此 ，M, 是 不 稳定 的 . 

另外 两 个 明显 的 稳定 匹配 是 Mn = {m — wi» mz 一 we, mus, m wy) Al Mw = {m — 
wm 一 w3，m3 一 w2，m4 一 w1}， 这 两 个 匹配 都 是 稳定 的 ， 因 为 Mm 中 的 每 名 男士 及 Mu 中 的 
每 名 女士 都 得 到 了 他 们 的 第 一 选择 ， 同 样 ， 央 为 这 一 事实 ， 注 意 ， 与 其 他 任意 稳定 匹配 相 比 ， 所 
有 男士 都 更 喜欢 Mo ， 而 所 有 女士 都 更 喜欢 Mu. a 
12.8.1 Gale-Shapley 算法 

每 一 个 稳定 婚姻 问题 都 存在 婚姻 的 稳定 集合 吗 ? Gale 和 Shapley[1962] 对 这 一 存在 问题 给 出 
了 肯定 的 答案 ， 我 们 描述 寻找 稳定 匹配 的 Gale-Shapley(GS) 算 法 .GS 算法 考虑 了 临时 “订婚 ” 直 
到 最 后 的 阶段 ， 即 当 所 有 的 订婚 终结 于 婚姻 时 ， 一 个 阶段 有 两 个 步骤 ， 其 中 所 有 自由 男士 (未 订 
婚 ) 求 婚 ， 然 后 所 有 被 求婚 的 女士 都 订婚 . 

GS 算 法 开始 于 每 名 男士 向 他 的 优先 选择 列表 上 的 1 号 女士 求婚 ， 然 后 每 名 女士 与 她 的 优先 
选择 列表 中 排 在 最 高 位 的 求婚 者 订婚 、 在 步骤 2， 所 有 剩余 的 自由 男士 向 他 们 的 2 号 女士 求婚 ， 
然后 每 一 位 女士 与 她 的 新 的 求婚 者 ， 或 她 的 未 婚 夫 中 最 中 意 者 订婚 ， 如 果 存 在 这 样 的 选择 的 话 
(注意 在 任意 阶段 ， 有 可 能 有 些 女士 不 能 做 出 任何 决定 ， 因 为 在 那个 阶段 没有 人 向 她 们 求婚 ). 

每 一 个 后 继 阶段 都 以 相同 的 方式 进行 ， 所 有 自由 男士 向 他 的 优先 选择 列表 上 他 还 没有 求婚 
的 最 喜欢 的 女士 求婚 、 每 一 位 女士 把 她 的 新 求婚 者 和 未 婚 夫 比较 以 获得 她 的 最 好 选择 ， 然 后 步 


© ”本 例 来 自 于 Gusfield 和 lrving[1989]. 
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人 她 的 新 婚约 . 当 所 有 女士 (男士 ) 都 已 订婚 时 ，GS 算法 终止. 

GS 算法 所 产生 的 匹配 是 稳定 的 吗 ? 假设 mw 和 wj 没有 结婚 ,但 是 mi 较 之 他 的 妻子 wi 更 喜 
欢 wj。 那么 一 定 是 mi 在 向 we 求婚 之 前 先 向 w; 求婚， 然而 ， 当 wy 接 到 mi 的 求婚 时 ,或 者 她 
拒绝 他 而 接受 她 所 选择 的 某 人 ， 或 与 mi 订婚 而 后 来 拒绝 他 并 接受 了 一 个 更 好 的 求婚 者 .无 论 是 
哪 种 情况 ， 较 之 mi, w 更 喜欢 她 的 丈夫 ， 因 而 由 GS 算 法 所 产生 的 匹配 是 稳定 的 . 

注意 ，GS 算 法 也 可 以 以 女士 求婚 的 方式 进行 操作 ， 并 产生 一 个 稳定 此 配 ， 这 一 稳定 匹配 可 
能 不 同 于 用 “男士 求婚 ”方式 得 到 的 匹配 . 

为 了 计算 GS 算法 的 复杂 度 ， 我 们 注意 到 ， 在 每 一 步 ， 接 到 求婚 的 女士 或 者 (i) 第 一 次 接受 求 
婚 ， 或 者 (iD) 拒 绝 新 求婚 或 解除 婚约 ， 对 于 (iD 她 正好 做 一 次 ， 而 对 于 (iD 她 至 多 做 一 1 次 ， 因 
此 ， 对 每 名 女士 这 个 算法 有 O(n) 步骤 ， 因 此 总 共有 Om) HR. 

对 于 GS 算法 做 最 后 的 说 明 .我 们 通过 所 有 自由 男士 向 他 优先 选择 列表 上 的 下 一 位 喜欢 的 女 
士 求 婚 来 描述 一 个 阶段 ; 然而 ， 并 没有 给 出 男士 应 该 这 样 做 的 顺序 ，Gusfield 和 Irving[1989] 已 
证 明 特 殊 的 顺序 不 影响 GS 算法 的 结果 . 

定理 12. 10(Gusfield 和 Irving[1989]) GS 算法 的 所 有 可 能 执行 都 产生 相同 的 稳定 匹配 . 

AT FWA GS 算法 的 使 用 ， 考 虑 表 12. 5 中 的 四 位 男士 和 四 位 女士 的 优先 选择 列表 ，GS 算 
法 开始 于 m, m, m, m 分 别 向 ws wee way w 求婚 ， 这 些 求婚 所 产生 的 婚约 是 m 一 wi ， 
m3 一 w3，m4 一 wz TERE we 选择 m4 ， 因 为 在 她 优先 选择 列表 中 mm 高 于 m2)， 第 二 阶段 me 向 他 
的 第 二 选择 rw 求婚 ， 她 接受 他 的 求婚 ， 并 解除 与 ml 的 婚约 ， 因 为 在 她 的 优先 选择 列表 中 m 高 
Fm. WERB m 向 他 的 第 二 选择 ws 向 求婚 ， 她 接受 他 的 求婚 ， 而 且 他 们 订婚 ， 此 时 ， 所 
有 女士 (和 男士 ) 都 已 订婚 ， 所 以 GS 算法 以 所 有 婚约 变 成 (稳定 ) 婚 姻 而 停止. 


表 12.5 大 小 为 4 的 稳定 婚姻 问题 的 优先 选择 顺序 


男士 的 优先 选择 | 女士 的 优先 选择 
m, m m 型 m m w m 
w w w w m m m: m 
w w w w m m m m 
w w w w m m m m 
w w w m m m m m 


尽管 GS 算 法 保证 至 少 存在 一 个 稳定 匹配 ， 但 很 多 稳定 婚姻 问题 正好 只 存在 一 个 稳定 匹配 ， 
BP GS 算法 产生 唯一 的 稳定 匹配 (练习 6)， 在 下 一 节 ， 我 们 考虑 可 能 是 大 小 为 n 的 所 有 稳定 婚姻 
问题 中 稳定 匹配 的 最 大 数量 . 
12.8.2 ”稳定 匹配 的 数量 

在 大 小 为 2 的 任意 稳定 婚姻 问题 中 ， 总 共存 在 2! =2 个 匹配 根据 GS 算法 ， 总 是 至 少 存在 
一 个 稳定 匹配 ， 接 下 来 的 例子 说 明 所 有 的 (两 表 12.6 大 小 为 2 的 稳定 婚姻 问题 的 优先 选择 顺序 
个 ) 匹 配 都 可 能 是 稳定 的 。 考虑 大 小 为 2 且 有 | 


表 12.6 的 优先 选择 列表 的 稳定 婚姻 问题 ， 容 OR 
易 验证 ,Mn 二 {m 一 wi, m—ur) Al Mw= 于 = me = 
{m 一 we，mz 一 wn MEREN. EE, Mn bt 7 m n 
是 男士 求婚 时 GS 算法 的 输出 ,而 Mu 是 女士 一 一 — ~ 
求婚 时 GS 算法 的 输出 . 


在 例 12. 19 中 ， 我 们 说 总 共 24 种 匹配 中 这 一 问题 存在 10 种 稳定 匹配 ， 对 于 较 小 的 例子 ， 不 
难 枚 举 出 所 有 的 匹配 并 一 一 验证 每 一 个 是 否 是 稳定 的 . (练习 7 要 求 读者 设计 一 个 验证 稳定 匹配 
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的 算法 )、 然 而 ， 对 于 较 大 的 问题 ， 枚 举 是 不 可 能 的 ， 因 为 大 小 为 的 稳定 婚姻 问题 有 n! 种 匹 
配 ， 下面 的 定理 给 出 大 小 为 ”的 问题 的 稳定 婚姻 集合 数量 的 下 界 . (寻找 大 小 为 的 稳定 婚姻 集 
合 的 最 大 可 能 数量 是 一 个 未 解 问题 ， 参 见 Knuth[1997]. ) 

定理 12. 11 (Irving 和 Leather[1986]) 对 于 每 一 个 n>1, nn 是 2 的 轿 ， 硝 在 大 小 为 nn 且 至 少 
有 2"-! 个 稳定 匹配 的 稳定 婚姻 问题 . 

证 明 对 ”做 归纳 来 证 明 这 一 定理 ， 对 于 "一 1 一 20，2"” 1! 一 20 王 1， 根据 GS 算法 ， 在 任意 
稳定 婚姻 问题 中 ， 包 括 大 小 为 1 的 婚姻 问题 ， 一 定 存在 (至 少 ) 一 个 稳定 匹配 ， 对 于 "一 2 一 2 ， 
K 12. 6 描述 的 问题 给 出 大 小 为 2 且 有 2 二 22“! 个 稳定 匹配 的 稳定 婚姻 问题 ， 这 一 稳定 婚姻 问题 
的 例子 对 此 证 明 非常 重要 .假设 这 一 定理 对 一 2# 成 立 ， 即 假设 存在 大 小 为 二 2* 且 至 少 有 
2"! 二 24%"! 个 稳定 匹配 的 稳定 婚姻 问题 ， 假 设 在 这 种 情况 下 男士 和 女士 分 别 被 标记 为 hh， 
bay vty bot gis gzs vty Bete 

回想 一 下 ，m m, Mur, we 分 别 是 表 12. 6 中 的 大 小 为 2 的 稳定 婚姻 问题 中 的 男士 和 女 
士 ， 为 了 完成 这 一 证 明 ， 我 们 需要 创建 一 个 大 小 为 AH HEDA 22” ~! 个 稳定 匹配 的 新 稳定 婚 
姻 问 题 . 

考虑 大 小 为 2:*! 且 有 下 面 的 男士 和 女 上 的 稳定 匹配 问题 . 

By As: Cor wm) ee: ,bet ,mn ) s (br sm2) 420% (bot vz) 
和 

BA (gi wr) oes (gA pwr) (gr pee) Cg per). 
上 述 的 每 名 男士 的 优先 选择 列表 如 下 所 示 : 

(bin mj RZ ge» wr EPR ge, wr), WR my BZ wr EEK w, MAM =l H bi 
RZ ge DAK ge. 

eA AA OR FER PRIM AR ULAR OL az LL EE A — 2 og te 221 a 
匹配 即 可 . 

BE My. M2, sory Mn 是 表 12.6 的 稳定 婚姻 问题 的 任意 (不 必 是 不 同 的 ) 稳 定 匹 配 序列 ， 注 
意 ， 每 个 Mi 有 两 种 选择 ， 设 M 是 上 面 所 述 的 大 小 为 "一 24 问题 的 (至 少 )2% 一 ! 个 稳定 匹配 中 的 
任意 一 个 ， 因 此 ， 对 于 这 "十 1 个 稳定 匹配 Mi. Mey ，…，M,， 可 能 选择 的 总 数 M 至 少 是 2 。 
2 ， 2…2，22 -1 ， 这 个 数 等 于 2"。22 一 一 28 。22 -1 一 28” -1!， 接 下 来 ， 我 们 要 证 明 在 大 小 为 
24+ 1 的 新 稳定 婚姻 问题 中 ， 不 同 的 稳定 匹配 可 以 通过 这 些 组 合 的 任意 一 个 来 定义 ， 这 意味 着 对 于 
大 小 为 2t+1 的 稳定 婚姻 问题 ， 我 们 已 发 现 至 少 2 ”一 个 稳定 的 匹配 ， 于 是 就 可 以 完成 证 明 . 

根据 稳定 匹配 序列 M, Mo. ，…，M,，M， 我 们 如 下 定义 一 个 婚姻 ， 


《bismj) 与 (M 中心 的 配偶 ,Mi 中 mj; 的 配偶 ) 结婚 . (12. 14) 
只 要 证 明 这 些 婚姻 形成 一 个 匹配 ， 每 一 个 匹配 都 是 不 同 的 且 匹 配 是 稳定 的 ， 就 可 完成 这 一 证 明 . 
这 三 个 事实 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 . = 


其 中 ,定理 12. 11 证 明了 稳定 婚姻 问题 的 稳定 匹配 的 数量 随 着 问题 的 大 小 而 成 指数 增加 .中 
尽管 寻找 给 定 稳定 婚姻 问题 的 所 有 稳定 匹配 ， 无 论 是 在 算法 上 还 是 在 数量 上 都 很 困难 ， 但 是 我 
们 仍然 可 以 评定 稳定 匹配 的 结构 .这 就 是 我 们 下 一 节 所 要 做 的 事情 . 

12.8.3 稳定 匹配 的 结构 

正如 4. 2.5 节 中 那样 ,我们 可 以 如 下 定义 稳定 匹配 的 支配 (dominance ) 关 系 : 一 个 人 工 喜欢 
一 个 稳定 匹配 M; 超过 另 一 个 Mi ， 如 果 与 Mi 中 的 他 的 配偶 相 比 ，z 更 喜欢 Mi; 中 的 他 的 配偶 . 
而 向 男士 支配 关系 (man-oriented dominance relation) 是 说 ，M; 支配 Mi ， 如 果 每 一 位 男士 或 者 更 


© Irving 和 Leather[1986] 发 现 了 大 幅度 改进 定理 12. 11 的 递 推 关系 . 
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EKM 而 不 是 Mi ， 或 者 对 二 者 的 喜好 没有 差异 (回想 一 下 ， 你 对 选择 A 和 B 没 有 差异 ， 如 果 你 既 
不 是 较 之 B 更 喜欢 A， 也 不 是 较 之 A 更 喜欢 B)， 面 向 女士 支配 关系 (womarroriented dominance 
relation) 的 定义 类 似 . 

正如 我 们 在 4. 2. 5 节 中 所 描述 的 那样 ， 稳 定 匹配 在 面向 男士 支配 关系 或 面向 女士 支配 关系 
下 ， 形 成 一 个 偏 顺 ( 实 际 上 ， 它 们 形成 一 个 格 ). (这 一 事实 的 证 明 是 练习 9 的 一 部 分 )、 考 虑 与 表 
12. 4 的 稳定 婚姻 问题 相关 的 所 有 稳定 匹配 有 如 下 10 种 匹配 : 


Mo = {mi — wy ,maz — ws m3 — wa rms — w } 
Mı = {m — ws sm — wy sm3 — wa om, — wi} 
M: = {m — wy sm — w3 m3 — wr om — wr} 
M; = {m — wy sm — w m3 — wi om, — ur} 
M; = {m — wsm — un „m3 — wy sm, — wr} (12. 15) 
Ms = {m — wzm — w »m3 — wi om — ws} 
Ms = {m — we sme — wi sms — wy ‚m — ws} 
Mz = {m — wi sm2 — w om3 — wy om, — ws } 
Ms = {m — w sm2 — wi sms — w „m — wy } 
Mo = {m — wi mz — wz „m3 — ws my — wi} 


在 面向 男士 支配 关系 之 下 ， 本 例 的 格 图 示 如 图 12. 28 所 示 ， 格 的 性 质 之 一 是 它们 有 最 大 元 素 和 最 
小 元 素面 向 男士 格 中 的 最 大 稳定 匹配 和 最 小 稳定 匹配 分 别称 为 男士 最 优 (man-optimal) 和 男士 


最 劣 (manrpessimal)， 这 是 因为 ， 面 向 男士 支配 的 定义 形式 ， m 

在 面向 男 十 格 的 最 大 元 素 中 ， 每 名 男士 的 结婚 对 象 都 是 在 任意 

稳定 匹配 中 与 其 结婚 的 所 有 女 十 中 等 级 最 高 的 女士 ， 然 而 ， 注 M < 

意 ， 当 考虑 该 格 中 的 所 有 稳定 匹配 时 ，w m, m. m 或 

m 结婚 ， 在 这 四 名 男士 中 ， 她 最 不 喜欢 m1， 而 他 就 是 在 面向 a em 

男士 格 的 最 大 元 素 中 与 她 结婚 的 男士， 对 于 所 有 女士 情况 都 是 

这 样 ， 每 一 位 女士 在 面向 男士 客 的 最 大 元 素 中 的 结婚 对 象 ， 者 m < m 

是 在 任意 稳定 匹配 中 与 其 结婚 的 所 有 男士 中 她 最 不 喜欢 的 ， 这 

绝 非 偶然 图 12. 28 在 面向 男士 支配 关系 下 
定理 12. 12(McVitie 和 Wilson[1971]) 在 男士 最 优 稳定 匹配 表 12.4 的 优先 选择 的 

中 ， 每 一 位 女士 在 好 的 所 有 稳定 婚姻 的 配偶 中 有 最 不 喜欢 的 配偶 所 有 稳定 匹配 的 格 


证 明 我们 通过 矛盾 法 来 证 明 这 一 定理 ， 设 Mm 是 男士 最 
优 稳定 匹配 ， 假 设 女士 w 与 其 在 另 一 个 稳定 匹配 M 中 的 配偶 mz 相 比 ， 更 喜欢 Mn 中 的 配偶 mi 
因为 婚姻 w 一 mu 发 生 在 Mm 中 ， 所 以 与 其 他 稳定 匹配 ， 包 括 M 中 他 的 任意 其 他 对 象 相 比 ，m 
一 定 更 喜欢 w， 注 意 到 这 时 m A wM 中 的 一 个 中 断 对 ， 这 导致 矛盾 . a 

推论 12.12.1 面向 男士 格 中 的 最 大 元 素 是 面向 女士 格 中 的 最 小 元 素 ， 即 男士 最 优 稳定 匹配 
是 女士 最 劣 稳定 匹配 . 

对 于 面向 女士 支配 关系 和 格 也 有 类 似 的 结果 . 

最 后 ， 让 我 们 看 一 看 ， 面 向 男士 格 中 哪个 元 素 是 产生 于 GS 算法 的 稳定 匹配 . 

定理 12.13 在 GS 算法 的 稳定 匹配 中 ， 每 名 男士 获得 在 任意 稳定 匹配 中 可 以 获得 的 最 佳 的 配偶 . 

GS 算法 产生 面向 男士 格 中 的 最 大 (男士 最 优 ) 元 素 这 一 事实 没有 什么 令 人 惊奇 的 ， 因 为 男士 
求婚 ,而且 是 从 他 的 第 一 选择 开始 向 下 进行 求婚 的 。 练习 10 给 出 定理 12. 13 的 证 明 . 
12.8.4 稳定 婚姻 的 扩展 

本 节 所 介绍 的 稳定 婚姻 问题 有 相当 的 局 限 性 . 即 男士 和 女士 的 集合 大 小 相同 ， 每 一 个 人 的 
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优先 选择 列表 包含 与 其 性 别 相反 的 每 一 个 人 ;没有 平局 ;婚姻 必须 是 一 夫 一 妻 而 且 是 异性 的 等 
等 .在 本 小 节 以 及 练习 中 ,我 们 讨论 稳定 婚姻 问题 的 若干 变形 . 


【 例 12. 20 全 国 居民 匹配 程序 】 当 医 学 院 学 生 从 医学 院 毕业 时 ， 他 们 向 医院 申请 做 实习 医生 . 
每 名 学 生 ( 居 民 ) 列 出 医院 的 等 级 列表 ， 而 医院 也 列 出 居民 的 等 级 列表 .人 们 设计 开发 出 全 国 居民 匹配 
程序 (NRMP)， 来 寻找 医院 和 居民 之 间 的 稳定 匹配 (关于 NRMP 的 广泛 论述 ， 参 见 Roth[1982]). 

NRMP 在 几 个 方面 不 同 于 稳定 婚姻 问题 . 首先 ， 居 民 和 医院 的 数量 不 必 相同 ， 其 次 ， 每 家 
医院 一 般 需 要 匹配 多 个 居民 ， 注意 ， 这 两 个 条 件 不 是 独立 的 . 

我 们 利用 对 GS 算法 稍 加 修改 而 得 的 NRMP 算法 寻找 上 述 情况 下 的 稳定 匹配 ， 假 设 医院 H 
有 qi 个 居民 的 定额 .与 GS 算法 中 的 婚约 相反 ，NRMP 算法 把 等 待 列 表 临 时 提交 给 一 名 居民 . 
当 这 一 算法 停止 时 ， 等 待 列表 变 成 实习 医生 列表 . 

与 GS 算法 相同 ，NRMP 算法 的 每 一 阶段 也 是 一 个 两 步 过 程 ， 在 这 一 过 程 中 ， 所 有 自由 (不 
在 等 待 列表 上 ) 的 居民 申请 他 们 还 没有 申请 过 的 优先 选择 列表 上 的 最 高 等 级 医院 ， 然 后 ， 每 家 医 
院 把 这 些 新 的 申请 人 与 已 在 它 的 等 待 列表 中 的 那些 人 比较 ， 并 在 定额 以 内 ， 基 于 它 的 优先 选择 列 
表 ， 选 择 更 新 的 等 待 列表 ， 当 每 名 申请 人 或 是 在 等 待 列表 上 或 者 已 遭 到 优先 选择 列表 上 的 每 家 医 
院 的 拒绝 时 ， 这 个 算法 停止 (稳定 性 的 证 明 类 似 于 GS 算法 产生 一 个 稳定 匹配 的 证 明 ， 留 作 练 习 ). 

例如 ， 假 设 有 两 家 医院 Ha 和 Hs， 每 家 医院 都 在 两 名 居民 的 定额 下 接受 实习 程序 ， 且 有 5 
名 居民 ris roe ray cts rs 居民 和 医院 有 表 12. 7 所 示 的 优先 选择 列表 (注意 有 一 名 居民 将 不 被 
匹配 ， 在 男士 和 女士 这 样 的 等 大 小 列表 的 稳定 婚姻 问题 中 ， 这 是 不 可 能 的 )。NRMP 算法 的 各 阶 
段 如 表 12. 8 所 示 . 因为 医院 Ha 与 它 的 两 个 最 高 优选 居民 匹配 ， 这 不 可 能 是 中 断 对 的 一 部 分 . 
因此 ， 在 这 种 情况 下 ，NRMP 的 结果 产生 一 个 稳定 匹配 . 


表 12.7 5 名 居民 ，2 家 医院 稳定 匹配 问题 的 优先 选择 列表 


居民 优先 选择 | 医院 优先 选择 
一 re A hn rA | He H 
H, H H. H. H. re r 
Hy Hy Hy Hy m | on n 
| r rs 
r n 
{oon n 
表 12.8 应 用 于 表 12.7 的 优先 选择 列表 的 NRMP 算法 
阶段 2 阶段 3 阶段 4 
a | 等 待 列表 : 等 待 列表 : | 等 待 列表 : 
申请 He He 申请 He Hs 申请 Ha Hs 
nH, nr = To ri n= re rn 
n | rr no H nors n> ry ors 
n= | n- n= 
re am mn—H, 
rH | re re 


除了 上 面 所 提 到 的 不 同 之 处 外 ，NRMP 算法 还 包含 不 是 每 家 医院 都 在 每 个 人 的 优先 选择 列 

表 上 的 可 能 性 ， 稍 微 做 一 下 修改 ,就 有 可 能 允许 每 家 医院 提供 仅 包含 其 申请 人 的 优先 选择 列表 . 

a 

稳定 婚姻 问题 和 实习 医生 匹配 问题 的 共同 点 是 ，( 稳 定 ) 匹 配 是 在 两 组 不 同 对 象 之 间 进 行 的 : 

男士 和 女士 ， 居 民 和 医院 ， 例 如 ， 当 学 校 分 配 室友 时 ， 他 们 仅 有 一 组 工作 对 象 (男生 或 女生 )， 寻 
找 室友 的 稳定 匹配 问题 归功 于 Gale 和 Shapley[1962]. 
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【 例 12. 21 稳定 室友 】 考虑 有 四 个 人 要 分 配 到 两 间 宿 舍 ，2 人 一 室 的 情况 .每 个 人 有 其 他 三 
个 人 的 严格 优先 选择 等 级 ， 必 须 做 稳定 的 宿舍 分 配 ， 即 基于 他 们 的 优先 选择 列表 ， 没 有 两 个 人 能 
够 离开 他 们 的 各 自 室友 而 更 友好 地 住 在 一 起 .假设 他 们 的 优先 选择 列表 如 下 所 示 : 
j2 z ps $ 
a p ho p 
pe ps Mp 
ps ps 2 ps 


如 果 配 对 是 R={p1-p2，ps-p4)， WBA pi 和 ps 都 愿意 离开 他 们 各 自 的 室友 而 住 在 一 起 ; 在 ps 
的 列表 中 pi 高 于 p3， 而 在 pi 的 列表 上 ，ps 高 于 pe. Rit, RABEL. AMR h 
5S 二 {Pi1-p4，p2 -ps) 是 稳定 匹配 . 
稳定 室友 问题 是 Donald Knuth 于 1976 年 提出 的 12 个 未 解 问题 中 的 一 个 ， 参 见 Knuth[1997]. 
他 问 到 ， 根据 某 个 优先 选择 顺序 ，2n 个 人 的 集合 中 的 每 个 人 可 以 等 级 化 其 他 2n 一 1 个 人 ， 如 果 
可 能 的 话 ， 寻 找 一 个 有 效 的 算法 ， 使 得 我 们 可 以 得 到 一 个 n 对 的 稳定 集合 ，Irving[1985] 给 出 了 
Knuth 问题 的 答案 ， 他 寻找 到 了 一 个 多 项 式 时 间 算法 ， 这 个 算法 产生 一 个 稳定 匹配 ， 如 果 这 样 
的 匹配 存在 的 话 ， 与 稳定 婚姻 问题 不 同 ， 在 稳定 室友 问题 中 稳定 性 并 非 总 是 可 能 的 ， 练 习 11 
给 出 一 个 这 样 的 例子 ， 关 于 稳定 室友 问题 的 其 他 参考 资料 ， 可 以 参见 Subramanian[1994] 和 
Feder[ 1992]. 
稳定 性 问题 已 进入 很 多 不 同 的 领域 ， 除 了 实习 医生 和 室友 问题 之 外 ， 稳 定 匹配 与 拍卖 、 计 算 
机 科学 (如 散 列 法 和 数据 结构 ) 、 数 学 (如 着 色 和 最 短路 径 问题 )、 息 票 托 收 等 领域 也 存在 一 定 的 关 
联 (参见 Galvin[1995]、Knuth[1974]、Knuth[1997]、Roth 和 Sotomayor[1990]、Spira[1973] 以 
及 Ullman[1972]). 
本 节 练习 
,有 多 少 大 小 为 n 的 不 同 稳定 婚姻 问题 ?为 什么 ? 
.在 大 小 为 n 的 稳定 婚姻 问题 中 ， 有 多 少 可 能 的 匹配 ? 请 给 出 解释 . 
,寻找 表 12. 5 所 给 出 的 大 小 为 4 的 稳定 婚姻 问题 的 所 有 稳定 匹配 . 
, 证 明 对 于 表 12. 4 所 给 出 的 大 小 为 4 稳定 婚姻 问题 ，M 一 {m 一 ww ，m 一 ws，m 一 wy ，m —w | RRB 
定 匹配 . 
，(a) 把 GS 算法 运用 于 表 12. 9 所 示 的 稳定 婚姻 问题 . 


表 12.9 大 小 为 4 的 稳定 婚姻 问题 


Pepe 


男士 的 优先 选择 女士 的 优先 选择 
m m m m w w m w 
wi w ws w m ms m m 
w w w w m m m m: 
w w w w m m m ms 
we ws w w m m: m m 


《b) 把 “女士 求婚 "GS 算法 运用 于 表 12. 9 所 示 的 稳定 婚姻 问题 . 
. 制作 大 小 为 3 且 正好 有 一 个 稳定 匹配 的 稳定 婚姻 问题. 
. 写 出 大 小 为 n 的 稳定 婚姻 问题 的 匹配 的 稳定 性 测试 算法 . 
.本 练习 完成 定理 12. 11 的 证 明 . 

(a) 证 明 (12. 14) 式 中 定义 的 婚姻 形成 一 个 匹配 . 

《bb 证明 所 有 匹配 都 是 不 同 的 . 

CHERA. 14) 式 中 定义 的 婚姻 所 产生 的 匹配 是 稳定 的 . 


ere 
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9. 对 于 任意 给 定 的 稳定 婚姻 问题 ， 证 明 稳定 匹配 在 面向 男士 或 面向 女士 支配 关系 下 形成 一 个 格 . 

10. 本 练习 通过 矛盾 法 给 出 定理 12. 13 的 证 明 ， 设 Mos 和 M 是 大 小 为 n 的 稳定 婚姻 问题 面向 男士 格 下 的 两 
个 稳定 匹配 ， 假 设 男士 m 在 Mos 中 与 由 结婚 ， 在 M 中 与 ww; 结婚 ,而 且 假设 与 WA m ERK w. 
(a) 解 释 在 这 个 GS 算法 中 ， 为 什么 必要 解除 与 mm 的 婚约 ， 而 与 其 他 人 订婚 ， 比 如 说 与 m 订婚. 

(b) 在 GS 算 法 中 ， 不 失 一 般 性 ， 假 设 wy 在 某 个 稳定 匹配 中 选择 了 mm' 而 首次 破坏 了 某 个 稳定 婚约 ， 在 
所 有 稳定 匹配 中 的 m 的 所 有 配偶 中 ， 证 明 m EEK w. 表 12. 10 室友 优先 选择 列表 
(中 解释 为 什么 mw 和 ww 是 稳定 匹配 M 中 的 中 断 对 (这 将 是 一 个 矛盾 ). 
. 考虑 表 12. 10 的 室友 问题 . 
(a) 证 明 不 存在 稳定 匹配 . 
(《b) 如 果 人 ps 改变 他 的 优先 选择 列表 ， 能 够 找到 稳定 的 匹配 吗 ? 
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本 章 给 出 解决 若干 个 组 合 优化 问题 的 过 程 。 在 本 书 中 ,我 们 已 经 遇 到 过 这 样 的 问题 ， 而 且 在 
12.4 节 一 12.6 节 中 对 其 中 的 一 些 做 了 详细 的 讨论 。 我 们 把 讨论 过 的 问题 翻译 成 涉及 图 或 有 向 图 
的 问题 .更 一 般 地 ， 我 们 把 它们 翻译 成 图 或 有 向 图 的 问题 ， 对 于 这 些 图 或 有 向 图 中 的 每 一 条 边 或 
弧 可 以 指定 一 个 或 多 个 非 负 实数 .这样 的 图 和 有 向 图 分 别称 为 网 络 和 有 向 网 络 . 

还 应 该 提 到 的 是 ,我们 选择 已 知 有 好 解 ( 好 算法 ) 的 问题 来 讨论 ， 并 非 所 有 组 合 优化 问题 都 有 
好 解 ，2.4 节 和 11. 5 节 所 讨论 的 卖 货 郎 问题 就 是 一 个 这 样 的 例子 ， 对 于 这 样 的 情况 ， 正 如 我 们 
在 2. 18 节 指出 的 那样 ， 我 们 寻找 在 特殊 情况 下 能 够 解决 这 “问题 的 好 算法 ， 或 者 给 出 近似 解 . 
而 关于 这 些 方法 的 讨论 则 超出 了 本 书 的 范围 . 

13. 1 最 小 支撑 树 
13. 1.1 Kruskal 算 法 

在 例 3. 28 一 例 3. 32 中 ,我 们 描述 了 寻找 带 权 图 ， 即 网 络 G 的 最 小 支撑 树 的 问题 ， 最 小 支撑 
树 是 形成 一 棵 树 的 G 的 子 图 ， 它 具有 如 下 性 质 : 没有 其 他 支撑 树 在 其 边 上 有 更 小 的 权 和 ， 本 节 
讨论 寻找 网 络 G 的 最 小 支撑 树 的 一 个 简单 算法 ， 这 一 算法 或 者 寻找 一 棵 最 小 支撑 树 ， 或 者 得 出 
该 网 络 没有 支撑 树 的 结论 ， 根 据 定理 3. 19， 网 络 没有 支撑 树 意味 着 这 个 网 格 是 非 连通 的 ， 寻 找 
最 小 支撑 树 的 问题 有 非常 广泛 的 应 用 : 例如 ， 在 大 规模 运输 、 通 信 、 分 布 式 网 络 等 的 筹划 中 ， 在 
简化 数据 存储 中 ， 以 及 在 数据 挖掘 等 方面 都 有 应 用 ， 我 们 在 3. 5. 4 节 给 出 其 中 的 一 些 应 用 ， 关 于 
更 多 应 用 的 概览 和 参考 资料 ， 参 见 Ahuja, Magnanti 和 Orlin[1993]、Graham 和 Hell[1985]. 

根据 Graham 和 Hell[1985]， 最 早 的 寻找 最 小 支撑 树 的 算法 要 追溯 到 Boruvkal 1926a, b).© 
Boruvka 对 电线 网 络 的 最 经 济 的 布局 感 兴趣 ， 这 一 问题 的 更 早期 工作 归功 于 人 类 学 家 
Czekanowski[1909，1911，1928]， 他 在 关于 分 类 表 的 工作 中 对 此 作 了 研究 . 

让 我 们 回想 并 继续 处 理 例 3. 29 的 问题 .假设 在 一 个 偏 b d 
远 的 地 方 有 5 个 村 落 ， 且 它们 之 间 的 道路 距离 如 图 13. 1 所 A 
IR. 我 们 希望 用 下 面 的 方法 沿 着 现存 的 道路 铺设 电话 线 : s 。 19 
每 一 对 村 落 通 过 电话 服务 器 被 连接 起 来 ， 而 且 我 们 要 使 电 
话 线 的 总 长 度 最 小 ， 这 个 问题 相当 于 寻找 图 13. 1 中 的 网 络 
的 最 小 支撑 树 的 问题 . 图 13.1 村 落 之 间 的 道路 距离 网 

在 寻找 有 最 小 化 边 的 权 和 这 样 的 网 络 的 最 小 支撑 树 的 过 程 中 ， 可 以 一 次 构建 这 棵 树 的 一 条 
边 ， 这 个 过 程 将 是 贪 禁 的 (greedy)， 即 首先 加 入 最 小 权 的 边 ， 可 以 证 明 贪 禁 是 行 得 通 的 ， 特 别 
地 ， 以 权 递 增 的 顺序 排列 网 络 G 的 边 ， 在 这 个 例子 中 ,我 们 如 下 排列 它们 : las b), fey d), 
{d, e}, {cs e}, {6b,d}，{b，e}，{a,，c)，{a，e}。， 在 权 相 等 时 ， 顺序 是 随意 的 .我 们 以 这 一 
顺序 检查 这 些 边 ， 确 定 每 一 条 边 是 否 应 该 被 包含 在 这 一 支撑 树 中 ， 只 要 它 不 与 已 包含 的 边 形成 回 
路 ， 它 就 被 包含 于 这 一 支撑 树 中 ， 这 一 算法 称 为 Kruskal 算法 (这 一 算法 归功 于 Kruskal[1956])， 
算法 概括 如 下 . 


日 、Nesetii]，Milkovi 和 Nešetřilová[ 2001] 是 用 捷克 语 写成 的 Borůvka 的 关于 最 小 支撑 树 的 著作 的 英文 翻译 ， 其 中 
还 有 评论 和 历史 发 展 等 - 
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算法 13.1; Kruskal 的 最 小 支撑 树 算法 

输入 : "一 1 个 顶点 的 网 络 G. 

MH: 定义 G 的 最 小 支撑 树 的 边 的 集合 ， 或 G 非 连通 的 信息 . 

步骤 1， 按 权 的 递增 顺序 排列 G 的 边 (在 权 福 等 时 师 序 是 随意 的 . ) 集 合 THO. (TARDA 
捧 树 的 边 的 集合 ). 

步骤 2. 如 果 G 的 每 一 条 边 已 检查 过 ， 停 止 ， 并 输出 G 是 非 连通 的 信息 .否则 ， 检 查 排序 列 
表 中 第 一 条 未 检查 的 边 ， 并 将 其 放 入 工 中 当 且 仅 当 它 不 与 已 在 了 中 的 边 形成 回路 。 如 果 这 条 边 
被 加 入 工 中 ， 进 入 步骤 3， 否 则 重复 步骤 2. 

步骤 3， 如 果 工 有 m 一 1 条 边 ， 停 止 ， 并 输出 T， 和 否则 ， 进 入 步骤 2. 


定理 13.1 如 果 G 是 n 个 顶点 的 连通 网 络 ，Kruskal 算法 将 终止 于 一 个 有 n 一 1 条 边 的 最 小 
AART. 如果 G 是 非 连 通 网 络 ， 那 么 算法 在 检查 所 有 边 之 后 ， 丁 中 仍 没有 nn 一 1 条 边 ， 这 时 它 
将 停止 并 输出 G 是 非 连通 的 信息 . 

在 给 出 定理 13. 1 的 证 明之 前 ,我们 利用 图 13. 1 的 例子 来 说 明 这 一 算法 .我 们 从 把 边 {a，5} 
放 人 丁 中 开始 ， 这 时 ，G 的 顶点 的 数量 一 5， 工 还 没有 ”一 1 一 4 条 边 ， 所 以 我 们 返回 步骤 2， 在 
步 又 2， 我 们 注意 到 并 不 是 G 的 每 一 条 边 都 已 检查 过 ， 我 们 检查 边 {c，d} ， 把 它 加 入 到 工 中 , A 
为 它 不 与 了 中 的 边 形成 回路 ， 现 在 ， 工 有 两 条 边 ， 所 以 我 们 返回 到 步骤 2， 因 为 第 一 个 未 检查 边 
{d，ej 不 与 工 中 现存 的 边 形成 回路 ， 我 们 把 这 条 边 加 入 到 TH. WET PAS. MARN 
iB (Ol AEE 2， 下 一 条 被 检查 的 边 {c，*e} 与 TMU Ic, di 和 {d，e} 形 成 一 条 回路 ， 所 以 我 们 不 把 
它 加 入 到 工 中 .我 们 对 边 146，d) 重复 步骤 2， 这 条 边 被 加 入 到 TH. ME AA TARH, 
我 们 停止 ， 并 得 出 这 些 边 定义 G 的 一 棵 最 小 支撑 树 的 结论 . 

注意 ， 我 们 可 以 把 Kruskal 算法 运用 到 没有 权 的 图 G， 并 以 任意 顺序 简单 地 列 出 它 的 所 有 
HL. 这 时 ， 这 一 算法 将 产生 G 的 支撑 树 ， 或 得 出 G 非 连通 的 结论 . 

我 们 来 考虑 Kruskal 算法 的 计算 复杂 度 ， 忽略 把 边 按 顺 序 排 列 的 步骤 ， 这 个 算法 至 多 需要 e 
步 ， 每 一 条 边 需要 一 步 ， 读 者 应 该 注意 ， 不 要 把 这 里 的 “ 步 " 与 算法 中 的 “ 步 ”混淆 起 来 。 有些 边 需 
要 算法 中 的 步骤 2 和 3， 所 以 ， 在 某 种 意义 下 ,总共 需要 2e 步 ， 然而 ，O(Ce) 二 OC(2e) (参见 
2. 18. 1 节 )， 所 以 我 们 认为 e 步 和 2e 步 是 一 样 的 . 

按 权 增 加 的 顺序 排列 边 需要 多 少 步 ? 这 是 3. 6. 4 节 所 讨论 的 排序 问题 .在 那 节 ， 我 们 观察 
到 ， 排 序 有 * 项 的 集合 可 用 Aelog2e 步 完成 ， 其 中 上 是 一 个 常数 ， 因 此 ， 整 个 Kruskal 算法 至 多 用 
etkelog2e<e 十 ke? DRR. TER. et he <r? tht, BW e< (2) <n? ith. ZREN 
Kruskal 算法 的 步 数 是 。 或 n 的 多 项 式 ( 使 用 2.18 节 的 术语 ， 粗 略 讨论 表 明 我 们 有 一 个 
OKelogze) 的 算法 ，Tarjan[1984a] 给 出 的 Kruskal 的 最 好 实现 是 用 OCea(mn，e)) 步 又 寻找 最 小 支撑 
树 ， 其 中 ， 实 际 中 函数 a(n，e) 增 加 得 非常 缓慢 ， 可 以 认为 是 一 个 小 于 6 HR SBM Ahuja, 
Magnanti 和 Orlin[ 1993], Cheriton 和 Tarjan[1976], Graham 和 Hell[1985]、Tarjan[1983， 
1984b]. ) 


【 例 13. 1 聚 类 和 数据 挖掘 (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[ 1993], Gower 和 Ross[ 1969], Zahn 


39] [1971])】 在 诸如 检测 、 决 策 或 模式 识别 ， 特 别 是 今天 很 多 领域 中 巨大 数据 表 的 挖掘 等 很 多 实际 


问题 中 ,我 们 通常 设法 把 数据 分 成 自然 组 ， 或 答 (cluster)， 聚 类 问题 也 出 现在 下 列 各 应 用 领域 ; 
分 子 数据 库 、 天 体 物理 学 研究 、 地 理学 信息 系统 、 软 件 度量 、 全 球 生态 监控 、 医 药 以 及 电讯 诈骗 
分 析 和 信息 卡 数据 诈骗 分 析 等 (参见 Arratia 和 Lander[1990]、Baritchi，Cook 和 Holder[ 2000], 
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Church[1997]、GodehartL1990]、Karger[1997]、NeilL1992])， 其 思想 是 同 艇 中 的 元 素 的 关系 应 该 
亲密 ， 而 不 同 簇 中 的 元 素 应 该 没有 如 此 亲密 的 关系 ， 然 而 如 何 精确 地 定义 这 一 关系 取决 于 使 其 精 
确 的 各 种 设想 (例如 ， 参 见 Guénoche, Hansen 和 Jaumard[1991]、Hansen，Frank 和 Jaumard[1989]、 
Hansen 和 Jaumard[1987], Hansen, Jaumard 和 Mladenovid[1998]、Mirkin[1996])， 在 很 多 应 用 中 ， 
被 分 类 对 象 被 表示 成 二 维 欧 几 里 得 空间 (更 一 般 地 , 维 空间 ) 中 的 点 ， 在 这 一 空间 中 ，Kruskal 
算法 被 广泛 用 于 聚 类 ， 在 每 一 次 迭代 中 , 算法 产生 一 个 边 的 集合 ， 这 个 集合 把 图 划分 成 树 的 集 
合 . 可 以 把 每 一 棵 树 考虑 为 一 个 和 能 .如 果 存 在 ”个 顶点 ， 这 个 算法 产生 ?个 划分 ， 这 一 算法 从 每 
一 个 徐 有 一 个 顶点 的 划分 开始 ， 并 结束 于 由 所 有 顶点 组 成 的 唯一 一 个 入 的 划分 ， 这 些 划 分 中 哪 
个 是 “最 好 的 "或 “最 有 用 的 "依赖 于 “对 象 函数 "的 精确 定义 . a 
13.1.2 定理 13. 1 的 证 明 S 

为 了 证 明定 理 13. 1， 注 意 ， 在 这 个 算法 的 每 一 步 ，T 中 的 边 定义 一 个 没有 回路 的 图 ， 假 设 
这 一 算法 终止 于 工 有 > 一 1 Re. 那么 ， 根据 定理 3. 20， 工 是 一 棵 树 ， 从 而 ， 是 G 的 一 棵 支撑 
树 ， 因 此 ，G 是 连通 的 ， 所 以 ， 如 果 G 是 非 连通 的 ， 那 么 这 个 算法 将 终止 于 没有 寻找 到 有 "一 1 
条 边 的 集合 T. 

如 果 G 是 连通 的 ， 我们 证 明 这 个 算法 给 出 一 棵 最 小 支撑 树 。 首先 ， 我 们 证 明 这 个 算法 的 确 
给 出 支撑 树 ， 然 后 我 们 再 证 明 这 个 支撑 树 是 最 小 的 ， 如 果 这 个 算法 给 出 有 "一 1 条 边 的 TT 那么 
根据 定理 3. 16， 我 们 第 一 个 观察 结果 自然 成 立 ， 假 设 这 个 算法 终止 时 没有 给 出 有 一 1 条 边 的 工 , 
在 这 一 算法 停止 时 ， 我 们 考虑 本 中 的 边 ， 这 些 边 定义 G 的 一 个 支撑 子 图 ， 我们 也 将 其 称 为 T. 
这 一 子 图 是 非 连通 的 ， 因 为 G 的 任意 连通 支撑 子 图 必须 至 少 有 nn 一 1 条 边 ， 其 中 有 一 棵 支撑 树 . 
因此 ， 子 图 本 至 少 有 两 个 分 支 但 是 因为 G 是 连通 的 ， 所 以 在 G 中 存在 一 条 连接 T 的 两 个 不 同 
分 支 中 的 顶点 的 边 {z，y}， 现 在 {(z，?} 不 与 工 中 的 边 形成 回路 ， 因 此 ， 当 这 一 算法 开始 检查 这 
条 边 时 ， 它 应 该 包含 于 T. 因此， 只 有 当 这 个 算法 不 能 得 以 正确 运用 时 ， 才 能 出 现 这 种 情况 . 

现在 ， 我 们 知道 这 个 算法 给 出 一 棵 支撑 树 T， 设 S 是 G 的 一 棵 最 小 支撑 树 ， 如 果 S=T, R 
们 就 已 完成 证 明 . 假设 S 关 T， 因 为 S 关 T， 且 因为 二 者 有 相同 数量 的 "一 1 条 边 ， 那 么 在 工 中 一 
定 存在 一 条 边 不 在 S 中 ， 以 权 递增 排序 边 ， 寻 找 第 一 条 在 THARE S 中 的 边 e =(x, yh. 

因为 S 是 G 的 支撑 树 ， 所 以 在 S 中 存在 一 条 从 工 到 > 的 简单 链 C(z，>)， 现 在， 把 边 e 加 
AR S 中 给 出 一 个 回路 ， 因 此 ， 因 为 工 没有 回路 ， 所 以 在 这 条 回路 中 一 定 人 存在 一 条 不 在 工 中 的 
HEC, EMH e. SEAS 通过 移 去 es 增加 e 而 得 的 边 的 集合 ， 这 时 ，S' 定 义 一 个 连通 
图 (为 什么 )， 而 且 有 个 顶点 和 nn 一 1 条 边 ， 所 以 根据 定理 3. 16，S' 是 支撑 树 ， 我 们 考虑 两 种 
情况 . 

情况 1: 在 以 权 递增 的 边 的 排序 中 , 边 ez 在 边 el 的 前 面 ， 对 于 这 种 情况 ，es 不 能 放 人 到 T 
中 ,所 以 它 一 定 与 工 中 在 es 之 前 已 被 检查 的 边 形成 回路 D. Æ., e 是 工 的 不 在 S 中 的 第 一 条 
边 ， 所 以 刀 中 的 所 有 边 一 定 在 S 中 ， 因 为 它们 在 工 中 .因此 ，ez 不 能 放 入 在 S 中 ， 这 是 一 个 矛 
Wi. 情况 1 不 可 能 . 

情况 2: 边 e 超前 于 边 e. 在 这 种 情况 下 ，ez 的 权 至 少 与 el 的 权 一 样 大 ， 因 此 ，S' 的 权 总 
和 至 多 等 于 S 的 权 总 和 ， 因 为 S 是 最 小 支撑 树 ， 所 以 ，S' 是 最 小 支撑 树 ， 另 外 S' 与 工 的 公共 边 
比 S$ 与 T 的 公共 边 多 1 条. 

如 果 TAS. SUS TAS “的 讨论 ， 得 到 一 棵 最 小 支撑 树 S"， 这 棵 最 小 支撑 树 与 工 的 
公共 边 比 S 与 工 的 公共 边 多 一 条 . 最后， 我们 找到 与 工 相同 的 最 小 支撑 树 ， 完 成 证 明 . 


© 本 小 节 可 以 跳 过 . 
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13.1.3 Prim 算法 
还 有 另 一 个 寻找 最 小 支撑 树 的 算法 ， 这 一 算法 也 是 贫 楚 算法， 在 此 ， 我 们 给 出 这 一 算法 . 


算法 13. 2: Prim 的 最 小 支撑 树 算法 售 

MA: n> lL 个 顶点 的 网 络 G. 

输出 : G 的 一 棵 最 小 支撑 树 ， 或 G 非 连通 的 信息 . 

步骤 1。， 设 置 集合 T 一 GB。 选 出 G 的 任意 一 个 顶点 并 将 其 放 入 到 树 芽 中. 

步 弛 2. 把 连接 丁 中 的 顶点 与 不 在 中 的 顶点 的 所 有 边 中 权 最 小 的 边 加 入 到 本 中， 如 果 权 
最 小 的 边 有 多 条 ， 则 任 选 其 一 ， 如 果 不 可 能 把 任意 一 条 边 加 入 到 工 中 ， 那 么 停止 并 输出 G 是 非 
连通 的 信息 . 

PRI 如果 丁 有 n 一 1 条 边 ， 停止 并 输出 T. SMERHR2 


为 了 说 明 这 一 算法 ， 我 们 再 一 次 考虑 图 13. 1 中 的 图 ， 并 从 顶点 a 开始， 于是， 我们 把 边 {a， 
外 加 入 到 T， 因 为 它 是 连接 顶点 a 的 边 中 权 最 小 的 边 ， 接 下 来 ， 我 们 检查 连接 项 点 a 或 6 与 不 在 
工 中 的 顶点 c，d 或 e 的 边 ， 在 这 些 边 中 ， 边 {5，d} 的 权 最 小 ; 我 们 把 它 加 入 到 T 中 ， 接 下 来 ， 
我 们 检查 连接 顶点 a, 5 或 与 不 在 了 中 的 顶点 < 或 e 的 边 ， 在 这 些 边 中 ，{d，c} 的 权 最 小 ， 我 
们 把 这 条 边 加 入 到 本 中 ， 最 后 ， 我 们 检查 连接 a, b, 或 d 和 剩 下 的 不 在 了 中 的 顶点 e 的 边 ， 在 
这 些 边 中 ， 边 {d，e} 的 权 最 小 ， 我 们 把 它 加 入 到 工 中 ， 现 在 ，T 有 四 条 边 ， 我 们 停止 ， 注 意 ， 通 
过 使 用 Kruskal 算法 ， 我 们 发 现 了 相同 的 T. 

定理 13.2 如 果 G 是 nn 个 顶点 的 连通 网 络 ， 那 么 Prim 算法 停止 于 有 n 一 1 条 边 的 最 小 支撑 
MT. 如 果 G 是 非 连 通 网 络 ， 那 么 这 一 算法 停止 并 输出 G 是 非 连通 的 信息 ， 因 为 不 可 能 向 工 加 
入 另 一 条 边 . 

这 一 定理 的 证 明 留 作 练习 (练习 14). 

Prim 算法 的 最 好 实现 是 执行 O(e 十 nlogsn) 步 (参见 Ahuja, Magnanti 和 Orlin[1993]、Graham 
和 Hell[1985]、Johnson[1975]、Kershenbaum 和 Van Slyke[1972])， 关 于 Prim 算法 的 另 一 个 版 本 ， 
请 参见 Gabow 等 [L1986]， 这 个 算法 是 日 前 寻找 最 小 支撑 树 的 最 快 算法 ， 另 一 个 早 前 的 寻找 最 小 支 
摊 树 的 未 发 表 算法 是 由 Sollin 发 现 的 (参见 Ahuja, Magnanti 和 Orlin[1993])，Yao[1975] 对 Sollin 的 
算法 做 了 改进 ， 开 发 了 一 个 OKeloglogm) 的 最 小 支撑 树 的 算法 ， 练 习 16 给 出 另 一 个 最 小 支撑 树 的 算 
法 ， 它 源 于 Borivka[1926a，b] 的 工作 ， 且 适 于 所 有 的 权 都 不 同 的 情况 . 
本 节 练习 
1. 对 于 图 13. 2 中 的 每 一 个 网 络 ， 利 用 Kruskal 算法 寻找 最 小 支撑 树 . 


图 13.2 13.1 节 练习 的 网 络 


O 这 一 算法 是 由 Prim[1957] 发 现 的 ， 通常 也 把 这 一 发 现 归功 于 他 .事实 上 ， 似 乎 早 前 这 一 算法 已 被 Jarnik[1930] 
发 现 (Graham 和 Hell[1985])- 
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. 利用 Prim 算法 ， 从 顶点 a 开始 ， 重 复 练习 1. 

,对 于 图 13. 3 中 的 每 一 个 网 络 运用 Kruskal 算法 . 

.对 于 图 13. 3 中 的 每 一 个 网 络 ， 从 顶点 a 开始 ， 运 用 Prim 算法 . 

, 一 家 化 工 公司 有 八 个 存储 容器 并 希望 开发 -种 管道 系统 ， 使 得 可 以 在 任意 容器 之 间 流 动 化 学 材料 ， 以 英 
尺 计算 ， 每 对 容器 之 间 的 距离 如 表 13. 1 所 示 。 确定 在 哪些 容器 对 之 间 构 建 管道 ， 使 得 化 学 材料 可 以 在 
任意 容器 之 间 流动 ， 且 所 使 用 的 管道 总 长 度 最 小 . 


SEEN 


g 


b3 i 
leo 
a 1 b e ipj 表 13.1 容器 间 的 距离 
bi Se 
1d ars 3 容器 1 2 3 4 5 6 7 8 
4 3% fo 39 63 27 21 54 60 45 
© 9 df il ge se 2139 0 27 54 36 78 69 33 
a) b) 3 63 2.7 0 7.8 51 75 57 30 
‘2 á 4 |27 54 78 0 21 48 45 27 
/ h 
4 13 Sn 5 21 36 51 21 0 27 33 24 
a d ena 6 |54 78 75 48 27 0 18 30 
` fs eas 7160 69 57 45 33 18 0 LS 
b x 8 45 33 30 27 24 30 15 0 
图 13.3 13. 1 节 练习 的 网 络 


6. 我 们 使 用 高 频 电路 (电线 )( 参 见 例 3. 30) 连 接 数字 计算 机 的 各 种 组 件 ， 以 毫米 为 单位 的 每 一 对 组 件 之 间 的 
距离 如 表 13. 2 所 示 ， 确 定 要 连通 哪些 组 件 对 ， 使 得 组 件 集合 是 连通 的 ， 且 组 件 之 间 的 电线 的 总 长 度 最 
小 (以 降低 电容 量 和 延迟 效应 ). 

7. 对 于 图 13. 4 中 的 点 集合 ， 使 用 例 13. 1 的 方法 ， 基 于 这 些 点 之 间 的 实际 距离 寻找 分 成 8 个 簇 的 ，7 NR 
的 ，…，1 个 簇 的 所 有 划分 

甫 13. 2 组 件 之 间 的 距离 


2 


4 


1 | o 67 52 28 56 36 | e 
2167 o 5&7 73 581 32 | a Fa 
3 | 52 57 O 34 85 40 $ Dn 
4 |28 73 34 0 0 44 e 
s | 56 51 85 so 4.6 e o 
6 3.6 3.2 4.0 4.4 .6 0 
| 4 4 图 13.4 点 集合 


8. 使 用 城市 之 间 的 直线 距离 ， 寻 找 连接 华盛顿 、DC 和 每 一 个 (陆地 ) 美 国 州 府 的 最 小 支撑 树 (在 因特网 上 可 
以 查找 到 这 些 城市 之 间 的 距离 ). 

9. 对 于 图 13.2 中 的 每 一 个 网 络 ， 寻 找 一 襟 最 大 支撑 树 (maximum spanning tree)， 所 谓 最 大 支撑 树 就 是 不 
比 任意 其 他 支撑 树 的 权 和 小 的 支撑 树 . 

10. 修改 Kruskal 算法 使 得 它 可 以 寻找 最 大 支撑 树 . 

1. 如 果 网 络 的 每 条 边 都 有 不 同 的 权 ， 能 否 有 多 棍 最 小 支撑 树 ? 为 什么 ? 

12. (a) 对 于 图 13. 1 中 的 网 络 ， 寻 找 包 含 边 {a，e} 的 最 小 支撑 树 ( 当 要 求 我 们 包含 一 条 特殊 的 电话 线 或 已 经 

存在 一 条 线 时 ,会 出 现 这 样 的 问题 ). 

(b) 对 于 边 {c，e} 重 复 (a). 

13. 如 何 修改 Kruskal 算法 使 其 用 于 处 理 诸如 练习 12 中 的 情况 ， 其 中 一 条 或 多 条 边 已 被 指定 为 必须 属于 这 
个 支撑 树 ? 
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14. 证 明 Prim 算法 可 行 . 
15. 粗略 说 明 Prim 算法 的 计算 复杂 度 由 。 或 n 的 多 项 式 定 界 . 
16. 在 nn 顶点 的 网 络 G 中 寻找 最 小 支撑 树 T 的 另 一 种 算法 如 下 所 示 ， 这 里 要 求 所 有 权 都 不 相同 . 
PRI RERS T=. 
步骤 2. 设 G' 是 由 T 中 的 边 组 成 的 G 的 支撑 子 图 . 
DRI 对 于 G' 的 每 一 个 连通 分 支 K， FRC 中 连接 开 的 顶点 与 G' 的 某 个 其 他 分 支 的 顶点 的 
最 小 权 边 ， 如 果 不 存在 这 样 的 边 ， 停 止 并 输出 G 是 非 连通 的 信息 .否则 把 所 有 这 些 新 边 加 入 
到 工 中 . 
步骤 4. 如果 了 有 7 一 1 条 边 ， 停 止 并 输出 了 否则 重复 步骤 2. 
这 一 算法 源 自 Borovka[1926a，b]. 
(a) 使 用 这 一 算法 寻找 图 13. 2 中 的 每 一 个 网 络 的 最 小 支撑 树 . 
(b) 在 所 有 权 不 同 的 情况 下 证明 这 一 算法 可 行 . 
17, TENA: 最 小 支撑 树 是 唯一 的 ， 当 且 仅 当 ， 当 把 不 在 工 中 的 任意 边 {z，?} 加 入 到 了 中 形成 一 个 回路 
时 ，{z，y) 的 权 大 于 该 回路 上 所 有 其 他 边 的 权 . 
18. 设 G 是 连通 图 ，G 中 的 简单 割 集 (simple cut set) 是 满足 下 面条 件 的 边 的 集合 B， 这 些 边 的 删除 使 得 G 非 
连通 ， 而 且 使 得 B 的 任意 真子 集 都 没有 这 一 性 质 ， 设 下 是 G 的 边 的 集合 .证 明 下 面 的 事实 . 
(a) 如 果 下 是 简单 割 集 ， 下 满足 下 面 的 性 质 C， 对 于 G 的 每 一 棵 支撑 树 月， 下 的 某 条 边 在 HP. 
(OMR 下 满足 性 质 C 但 下 的 任意 真子 集 不 满足 性 质 C， 那 么 下 是 简单 割 集 . 
19. (Ahuja, Magnanti 和 OrlinL1993]) 设 wy 是 边 {i, 闻 上 的 权 ， 如 何 寻找 最 小 化 下 面 式 子 的 最 小 支撑 树 TY 
r a 
[E c] ， 
20. (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993]) 两 棵 支撑 树 工 和 了 "是 侍 接 的 (adjacent) ， 如 果 它 们 除 一 条 边 之 外 所 有 
边 都 相同 ， 证 明 :， 对 于 任意 两 棵 支撑 树 和 7”， 我 们 可 以 寻找 下 面 的 支撑 树 的 序列 : 
了 一 了 人 
JEP T, BHF Tie i=l, 2, e ROL 
+ (Ahuja, Magnanti 和 Orlin[1993]) 假 设 在 网 络 G 中 每 一 条 边 都 被 着 红色 或 监 色 . 
(a) 说 明 如 何 寻 找 有 最 多 红色 边 数 的 支撑 树 . 
(b) 假 设 某 棵 支撑 树 有 A FRET EU. PRAT A> A REH. ER: 对 于 满足 > >k W k 
存在 有 上 条 红色 边 的 支撑 树 . 


13.2 最短 路径 问 题 


13.2.1 问题 
本 节 考虑 寻找 (有 向 ) 网 络 中 两 个 顶点 之 间 的 最 短路 径 问 题 ， 我 们 从 能 够 说 明 这 一 问题 的 若 
干 例子 开始 . 


【 例 13. 2 州 际 公路 】 假设 你 希望 仅 利 用 州 际 公 路 开车 从 纽约 到 洛杉矶 。 这 时 ， 选 取 的 最 短 
路 径 是 什么 呢 ? 可 以 把 这 一 问题 翻译 成 如 下 的 网 络 问题 . 设 图 的 顶点 是 州 际 公 路 的 汇合 点 ， 当 存 
在 直接 连接 两 个 汇合 点 的 州 际 公路 时 ， 用 一 条 边 连 接 两 个 这 样 的 顶点 .把 一 个 实数 放 到 边 {z， 
DVE, RAW x My 之 间 经 过 州 际 公路 的 英里 数 ， 在 最 终 的 网 络 中 ， 设 链 的 长 度 (length) 被 定 
义 为 它 的 边 上 的 数值 ( 权 ) 的 总 和 ， 而 项 点 和 > 间 的 距离 (distance)d(z，y) 是 工 和 > 之 间 的 最 短 
链 的 长 度 (如 果 工 和 > 之 间 不 存在 链 ， 则 距离 无 定义 )。 我 们 寻找 纽约 和 洛杉矶 之 间 的 链 ， 它 有 最 
小 长 度 ， 即 它 的 长 度 等 于 d( 纽 约 ， 洛 杉 矶 ). a 
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【 例 13. 3 计划 空中 旅行 】 假设 你 想 从 纽约 飞 往 曼 谷 ， 使 你 在 空中 停留 时 间 最 少 的 路 径 是 什 
AR? 为 了 回答 这 一 问题 ， 设 有 向 图 的 顶点 是 全 球 空运 网 络 中 的 城市 ， 当 存在 直接 从 x 到 y 的 直 
飞 航班 时 从 x Bly 画 一 条 弧 。 在 弧 (z，y) 上 放置 表示 飞行 时 间 的 实数 ， 然 后 ， 定 义 这 一 有 向 网 
络 中 从 了 到 y 的 路 径 的 长 度 为 这 些 弧 上 的 数值 ( 权 ) 总 和 ， 定 义 从 到 y 的 距离 dz，y) 是 从 到 
的 最 短路 径 的 长 度 (如 果 不 存在 从 到 y 的 路 径 ， 则 距离 无 定义 )， 我 们 寻找 从 纽约 到 曼谷 的 最 
短 长 度 的 路 径 ， 即 长 度 等 于 dCI, BEREE. m 

一 般 地 ， 我 们 研究 网 络 或 有 向 网 络 ， 寻 找 从 顶点 x 到 顶 
Ay 的 最 短 链 或 路 径 ， 我 们 集中 精力 讨论 有 向 网 络 ， 在 
13. 2.2 节 ， 我 们 将 给 出 在 有 向 网 络 中 寻找 从 到 y 的 最 短路 
径 的 算法 ， 首 先 ， 我 们 来 说 明基 本 想法 ， 在 图 13. 5 的 有 向 
网 络 中 ,路径 z，a，b，y 有 长 度 1 十 5 十 1 一 7 路 径 r，c， 
d，b，y 更 短 ; 它 的 长 度 等 于 3 十 1 十 1 十 1 二 6. 实际 上 ,这 
EA Bly 的 最 短路 径 ， 因 此 ，d(z，y) 一 6， 注意 ,我 们 说 图 13.5 从 z 到 y ARNE 
z， c, d, by YEM Bly 的 一 条 最 短路 径 ， 从 到 y 的 长 
度 等 于 d(z，y) 的 路 径 可 能 不 只 一 条 ， 这 里 ，z，e,d,b，y 
是 另 一 条 这 样 的 路 径 ， 还 需 注 意 ，d(y，z) 无 定义 ; 不 存在 从 y 到 z 的 路 径 . 

在 (有 向 ) 网 络 中 寻找 从 顶点 x 到 顶点 y 的 最 短路 径 问 题 是 常见 的 组 合 问题 ， 根 据 Goldman 
[1981]， 这 可 能 是 在 政府 部 门 最 常 遇 到 的 组 合 问题 ， 具 Goldman 评估 ， 仅 由 美国 交通 团 都 市 大 
众 运输 办 事 处 一 家 政府 机 构 开发 的 最 短路 径 算法 一 年 要 使 用 十 亿 次 . 

令 人 惊讶 的 是 ， 很 多 问题 都 可 以 转述 为 最 短路 径 问 题 ， 我 们 给 出 几 个 例子 . 


【 例 13. 4 TEX 文档 处 理 系统 (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993])】 数学 科学 中 广泛 使 用 的 文 
档 处 理 系统 TEX 把 文章 的 段落 分 解 成 左右 对 齐 、 形 成 “最 优 ”外 观 的 行 .( 注 意 ， 有 段落 的 最 后 一 
行 只 需 左 对 齐 . ) 为 了 弄 明 白 如 何 做 到 这 一 点 ， 设 段落 按 顺 序 有 字 1，2，…，n， 设 ci RAMEE 
开始 到 字 j 一 1 结束 的 行 的 “无 吸引 性 ”(cij 三 0)， 例 如 ,cv 可 以 评估 段落 的 格式 化 宽度 与 字 ;i 
itl, ees J) 的 总 长 度 之 间 的 绝对 差 、 这 一 问题 是 把 段落 分 解 成 行使 得 段落 的 总 “成 本 "最 小 . 
为 了 弄 明白 这 为 何 是 一 个 最 短路 径 问 题 ， 设 有 向 网 络 的 顶点 是 字 加 上 标记 为 "十 1 的 一 个 “虚设 ” 
顶点 ( 字 ). 包括 从 ;到 所 有 )7 二 ;的 弧 ， 弧 (i， 力 的 成 本 是 cj，1 一 问 ， 习 ，…， 站 一 2 十 1 是 从 字 1 
到 字 n 十 1 的 一 条 最 短路 径 ， 这 意味 着 对 于 如 一 1，2，…，A& 一 1， 使 用 开始 于 字 ip MARTE 
ip+1 一 1 的 行 ， 将 会 得 到 最 吸引 人 的 外 观 样式 . (注意 ， 顶 点 "十 1 必须 包含 在 其 中 ， 使 得 无 论 怎 
么 定义 每 一 行 的 结束 都 能 够 包含 字 n. )9 a 


【 例 13.5 结构 钢 梁 的 库存 (Ahuja，Magnanti 和 Ortin[1993]、Frank[1965])】 一 家 建筑 公司 
需要 各 种 不 同 长 度 的 结构 钢 梁 ， 为 了 节省 存储 空间 和 维持 较 大 库存 的 成 本 ， 这 家 公司 把 较 长 钢 
梁 切 割 成 较 短 钢 梁 ， 而 不 是 存储 所 有 所 需 长 短 的 钢 梁 ， 库 存 的 钢 梁 长 度 依赖 于 对 不 同 长 短 钢 梁 
的 需求 。 另 外， 切割 操作 将 浪费 一 些 钢材 。 这 家 公司 如 何 决定 在 库存 中 保存 什么 样 长 度 的 钢 梁 以 
便 最 小 化 建立 库存 的 总 成 本 ， 及 切割 所 浪费 的 可 用 钢材 总 成 本 呢 ? 我 们 可 以 把 这 一 问题 阐述 成 
最 短路 径 问题 ， 其 方法 是 : 对 应 于 可 能 需要 的 不 同 长 度 钢 梁 ， 使 用 顶点 0，1，…， ?定义 一 个 有 
向 网 络 .我 们 假设 长 度 为 Li 的 钢 梁 比 长 度 为 Li;+1 的 钢 梁 短 ， 而 长 度 为 Lo 的 钢 梁 长 度 为 0， 从 项 
点 i 到 每 一 个 顶点 j>i 我 们 包括 一 条 弧 。 我 们 把 颖 (i，j) 解 释 成 这 样 的 策略 : 在 库存 中 保存 长 度 


z, cr d, b, y 


日 ”我 们 忽略 了 允许 带 连 字符 号 的 字 处 于 一 行 未 端 的 复杂 情况 .在 练习 27 中， 我 们 要 求 读者 描述 这 一 复杂 情况 . 


(746) 


zvil 


Taal 


504 第 四 部 分 组 合 优化 


为 Li 的 钢 梁 ， 并 使 用 它们 来 满足 对 长 度 为 Li+1，Li:2，…，L; 钢 梁 的 需求 ， 从 顶点 0 到 顶点 n 
的 路 径 对 应 于 在 库存 中 保存 的 钢 梁 长 度 的 集合 假设 D; 代表 对 长 度 为 L; HARKER. Mai. 
四 的 成 本 Ci 由 下 式 给 出 : 

G= KEG Dao a3. D 
其 中 K; 是 建立 保存 长 度 为 Li 的 钢 梁 的 库存 设备 的 成 本 ，C; 是 长 度 为 L; 的 钢 梁 的 成 本 ， 上 式 中 的 
第 二 项 对 应 于 用 长 度 为 L 的 钢 梁 来 满足 长 度 从 Lis L 的 所 有 钢 梁 需求 的 成 本 。 如 果 我 们 想 要 
最 小 化 总 成 本 ， 那 么 从 顶点 0 到 顶点 的 最 短路 径 给 出 在 库存 中 保存 的 钢 梁 分 类 ， 注 意 ， 这 一 方法 
考虑 较 长 的 钢 梁 成 本 (可 能 会 ) 较 高 ， 以 及 切割 它们 时 造成 的 浪费 ， 这 样 的 分 析 简 化 了 什么 呢 ?[ 见 
练习 20.] a 

有 很 多 其 他 最 短路 径 的 例子 ， 我 们 将 在 13.2.3 节 给 出 若干 其 他 的 例子 ，Ahuja，Magnanti 
和 Orlin[1993] 对 此 有 更 多 的 讨论 和 引用 . 

13.2.2 Dijkstra 算法 

我 们 给 出 的 最 短路 径 算法 来 自 于 Dijkstra[1959]， 下 面 给 出 有 向 网 络 D 的 这 一 算法 ， 设 
ze(x， 切 是 弧 (w， 臣 的 权 ， 回 想 一 下 ， 我 们 的 标准 假设 是 ， 网 络 中 的 弧 的 权 是 非 负 的 .我 们 将 需 
要 这 种 假设 ， 在 不 存在 从 v 到 v 的 弧 时 ， 设 置 w(u，vw) 为 oo 很 方便 ， 算 法 的 基本 思想 是 ， 在 第 
次 迭代 寻找 人 个 顶点 zl ，uz，…，w， 这 些 顶 点 是 此 网 络 中 个 最 靠近 工 的 顶点 ， 即 有 个 最 短 
WEN dC, uw), dlx, uz), e, dlr, DWARA. HFA w;， 我 们 还 要 寻找 从 z+ 到 uj 的 最 
短路 径 ， 对 于 解决 了 这 一 问题 之 后 ， 我 们 对 于 十 1 解决 这 一 问题 . 

从 第 次 选 代 到 第 4 十 1 次 选 代 的 -- 般 思想 是 ， 对 于 不 在 k 个 最 近 硕 点 中 的 每 一 个 顶点 v， 对 
于 所 有 j， 我 们 计算 d(xz，w) 十 w(wj， 蕊 ， 并 寻找 第 (十 1) 个 最 近 顶 点 作为 使 该 和 为 最 小 的 v 
这 样 做 的 基本 原理 是 ， 如 果 x, ay, az, ty ap, v EJA a 到 v 的 最 短路 径 ， 那么 z+，a1， 
az, e, ap 必定 是 从 zx 到 ap 的 最 短路 径 ， 如 果 不 是 ， 那 么 我 们 可 以 使 用 从 工 到 an 的 更 短路 径 
来 寻找 从 xz 到 vv 的 更 短路 径 ， 另外， 如 果 权 都 是 正 的 ， 如 果 "是 到 z 的 第 (十 了) 个 最 近 顶 点 , H 
zy ais azs ty py VM 到 vv 的 最 短路 径 ， 那么 ap 一 定 在 上 个 最 近 项 点 当中 ， 即 使 权 是 0， 
也 可 以 选择 第 (4 十 1) 个 顶点 v， 使 得 存在 一 条 从 工 到 WRR, a az, =, ap, v, Hap 
是 A 个 最 近 顶 点 中 的 一 个 . 

在 Dijkstra 算法 的 每 一 步 ， 我 们 保存 包含 于 前 人 次 选 代 中 的 顶点 列表 ， 这 定义 一 个 类 W， 我 
们 还 保存 用 于 从 z 到 wj 的 最 短路 径 中 的 弧 的 列表 ， 这 定义 一 个 类 B， 而 且 对 于 所 有 的 j， 我 们 保 
存 dz, yR. 一 旦 > 被 加 入 到 多 中 ， 我 们 停止 然后 ,我 们 使 用 B 来 构建 这 一 路 径 ， 现 
在 我 们 已 经 准备 好 给 出 这 一 算法 的 更 加 形式 的 描述 . 


算法 13.3; Dijkstra 最 短路 径 算法 售 

输入 : 有 向 网 络 DD 及 DD PHRA H y. 

输出 : 从 工 到 y 的 最 短路 径 ， 或 不 存在 从 工 到 y 的 路 径 的 信息 . 

步骤 1， 初始 化 ， 把 顶点 工 放 入 到 类 全 中 ， 设 置 B 一 已， 设置 d(z，Z) 一 0. 

步骤 2. 

步骤 2.1 对 于 W 中 每 一 个 顶点 u 和 不 在 W 中 的 每 一 个 顶点 v, RH alu, =d, u) + 
wu, v). FRW Phu 和 不 在 W 中 的 vu， 使 得 a(u， 忆 最 小 (在 相等 的 情况 下 可 以 随意 选择 ). 

步骤 2.2.， WRR 21 中 alu, vv) 的 最 小 值 为 oo， 那 么 停止 。 并 给 出 不 存在 从 工 到 y 的 路 


日 在 此 ,我 们 给 出 这 一 算法 的 基本 想法 。 以 后 ， 我 们 描述 如 何 改 进 它 - 
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径 的 信息 . 

步骤 2. 3， 如 果 步 骤 2. Palu 的 最 小 值 不 是 co， 那么 把 vu 放 入 Wlv 是 下 一 个 选择 的 顶 
A), MC, DHA B, FRE dz, =alu, v). 

PRI 如 果 y 也 不 在 W 中 ,返回 到 步 缀 2， 如 果 y 在 即 中 ， 停 止 ， 通 过 使 用 从 工 到 ?的 且 
HE-HE, TUERA rE y 的 最 短路 径 。 其 方法 是 从 y 开 始 向 回 寻 找 这 条 最 短路 径 . 


我 们 使 用 图 13. 6 中 的 有 向 网 络 来 说 明 这 一 算法 .这 一 算法 
中 的 每 个 步骤 如 表 13.3 所 示 [ 表 中 没有 给 出 值 为 无 穷 的 
ax， 轨 ]， 例 如 ， 在 迭代 2 P, 弧 (z，a) 是 计算 的 值 中 最 小 的 
值 , 所 以 把 a 加 入 到 W 中 , 而且 把 (x, a) 加 入 到 B H, W 
d(xr，q) 等 于 a(r，a); 在 迭代 4 中，a(c，e) 是 最 小 值 ， 所 以 把 
e 加 入 到 W 中 ， HEC, OMAR BP, 取 d(rz，e) 等 于 alc， 
;以 此 类 推 ， 在 第 7 步 迭 代 中 ,顶点 y 被 加 入 到 W 中 ， 利 用 图 13.6 有 向 网 络 
BPM, 我们 从 y 开始 向 后 运算 .我 们 发 现 从 d 可 以 到 达 y， 从 a 可 以 到 达 d， 从 可 以 到 达 
a. Wik. RIER z, (r, a). a, (a, d), d, (d, yy Mx F) y 的 最 短路 径 . 

表 13.3 运用 于 图 13.6 中 的 有 向 网 络 的 Dijkstra 算法 
计算 的 有 限 


a 加 入 W MAB 新 dr， v) 
Malu, v) 
= 1 无 x =< dir, x) =0 
2 a(x, a)=0+3=3 a Gy a) d(x, a)=3 
alr, b)=0+8=8 
a(r，c) 一 0 十 4 一 4 
3 az, b)=0+8=8 € GO da, O=4 
ala, c)=0+4=4 
ala, 
4 aay e Go dG, o=5 
ala, 
7 alc, =4+1=5 
5 az, b)=0+8=8 a (a, d) da, d)=6 
ala, 
n ale, 
6 alz, 6 Gb) dG, 6)=8 
ale, 
y ald, y)~6 
7 ae = y d, y) dG, y= 


ald, y 


现在 我 们 再 评述 一 下 这 一 算法 的 计算 复杂 度 、 这 一 算法 至 多 需要 n 次 迭代 ， 其 中 是 这 个 有 
向 网 络 的 顶点 数量 ， 对 于 每 一 次 迭代 都 加 入 一 个 顶点 ， 每 一 次 选 代 包含 加 法 dr, u) +wlu, 
v), JEPE W 中 的 顶点 w 和 不 在 W 中 的 顶点 v 的 每 一 对 顶点 需要 一 次 加 法 ， 即 总 共 至 多 需要 
n 次 加 法 ， 同 样 ， 在 至 多 r 个 数 d(xz，w) 十 wu。v) 中 寻找 最 小 数 也 可 以 通过 至 多 t 次 比较 完 
成 。 因 此 ， 对 每 一 次 迭代 ， 这 一 算法 至 多 需要 H. 总 之 ， 这 一 算法 至 多 需要 2m 步 , 它 有 一 
个 多 项 式 界 .使 用 2. 18 节 的 术语 ， 我 们 有 一 个 O(m ) 算 法 . 

实际 上 ， 通 过 在 这 个 过 程 中 做 几 处 简单 的 改动 ， 这 个 算法 就 改善 为 一 个 OG ) 算 法 S、 假 设 


日 ”本 节 的 其 余部 分 可 以 跳 过 . 


506 第 四 部 分 组 合 优化 


我 们 令 w 是 第 上 个 最 近 的 顶点 .我 们 取 ui 一 xz， 对 于 所 有 vAr, 令 q(v)=o0, a(xz)=0, A 
定义 
ak+1(v) = minjas (v) sar (ux) + wl sv}. (13. 2) 
于 是 不 难 证 明 ( 练 习 25)， 
arti (v) = min{d(x.uj) + ww so) j = 1.2.0}. (13. 3) 
1 | EER UCR, RTH n TAa). PFET, 我们 通过 首先 做 一 个 加 法 ， 然 后 寻 
150 找 两 个 数 的 最 小 值 来 计算 这 个 数 ， 然 后 ， 我 们 寻找 数 w+l(u) 的 集合 中 的 最 小 值 ， 这 一 过 程 至 
多 需要 n 步 ， 给 出 最 小 值 的 顶点 v 是 wk+1( 在 相等 的 情况 下 ， 任 选 一 个 )， 现 在 ， 加 入 ue + BOE 
代 时 的 总 步 数 至 多 是 "十 2， 所 以 整个 算法 所 需要 的 总 步 数 至 多 等 于 +n, MERI A 
签 w(w， 我 们 必须 更 加 小 心地 计算 集合 B， 特 别 地 ， 在 as +1(v) 减 小 的 每 一 步 ， 我们 将 必须 记 
录 顶 点 wy， 使 得 ot-+1(v) 被 重新 定义 为 d(x， wy) 十 ww ， 臣 ， 此 时 ， 当 t+1 选 取 为 时 ， 对 应 
的 (w， 被 加 入 到 B 中 ， 对 Dijkstra 算法 的 改进 版 的 详细 描述 留 给 读者 ， 在 不 同 假设 下 对 
Dijkstra 算法 的 各 种 实现 和 改进 的 讨论 ， 参 见 Ahuja, Magnanti 和 OrlinL1993]. 
13.2.3 ”对 调度 问题 的 应 用 
尽管 我 们 使 用 距离 的 术语 阐述 了 最 短路 径 问题 ， 但 是 权 不 一 定 表示 距离 ， 最 短路 径 算法 的 
许多 应 用 适合 于 弧 对 应 于 某 种 活动 ， 而 弧 上 的 权 对 应 于 活动 成 本 的 情况 .这 类 问题 包括 寻找 开 
始 于 某 个 出 发 点 的 活动 序列 ， 实 现 一 个 期 望 的 目标 ， 最 小 化 总 成 本 ， 另 一 方面 ， 权 也 可 以 是 实施 
活动 所 需 的 时 间 ， 且 这 一 问题 是 寻找 在 最 小 的 时 间 总 量 内 实现 期 望 目标 的 活动 序列 .我们 在 
11. 6. 3 节 过 到 过 类 似 的 问题 ， 对 于 这 些 情况 ， 网 络 有 了 时 被 称 为 PERT (Project Evaluation and 
Review Tehnique) Rj CPM(Critical Path Method) 网 ， 我 们 利用 下 面 的 例子 说 明 这 些 想法 ， 


【 例 13.6 制造 过 程 】 制造 过 程 开始 于 一 块 
原木 材 ， 这 一 木材 必须 被 切割 成 某 种 形状 ， 剥 
Bey ATA ER. 切割 在 打 孔 之 前 进行 ， 
而 剥皮 必须 在 上 潜 之 前 进行 .假设 切 割 需要 花 
费 1 个 时 间 单 位 ;剥皮 需要 1 个 时 间 单位 ;对 
未 切割 木材 上 浔 需要 2 个 时 间 单 位 ， 而 对 已 切 
草木 材 上 涨 需要 4 个 时 间 单 位 ， 未 剥皮 的 木材 。 关键 字 ; 

HARE 3 个 时 间 单 位 ， 而 对 已 剥皮 但 未 上 洒 a 原木 材 ， DA. c Mi d WMATA, 
的 木材 打 孔 需要 5 个 时 间 单位 ， 对 已 上 漆 木 材 e 切割 和 剥皮 ， 矿 MERER. g 切割 、 打 孔 
打 孔 则 需要 7 个 时 间 单 位 ， 我 们 的 问题 是 寻找 AME, h 切割 、 剥 皮 和 上 汇 ，i ME. N, 


在 尽 可 能 短 的 时 间 内 完成 这 一 过 程 的 活动 序列 . Tae i 
RATER AN DHARRA R17 ee ee 

， ， 原 木材 ; 已 4 # 这 一 过 程 中 的 各 阶段 ， 弧 对 应 于 一 个 阶 
aun ae cera 段 到 另 一 个 阶段 所 需 的 活动 ， 权 对 应 于 


动 占用 的 过 程 从 阶段 :到 阶段 7， 那么 我 们 从 阶 全 

段 ; 到 阶段 画 一 条 弧 ， 然 后 我 们 在 弧 (i， 访 上 放置 权 ， 对 应 于 从 ; 到 六 所 需 的 时 间 总 量 ， 所 讨 

论 的 有 向 网 络 如 图 13. 7 所 示 . 例如， 存在 从 5b 到 d Me 的 弧 ， 因 为 切割 木材 之 后 可 以 是 打 孔 或 

剥皮 ， 弧 (6， 四 的 权 等 于 3， 因 为 它 对 应 于 在 未 剥皮 的 木材 上 打 孔 。 我 们 在 这 个 有 向 网 络 中 寻找 
TI 从 原木 材 项 点 (0) 到 已 剥皮 、 切 割 、 打 孔 和 上 汪 顶 点 (的 最 短路 径 . m 


【 例 13.7 生产 线 上 的 次 品 检查 (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993]、White[1969])】 一 条 生产 
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线 有 ?个 阶段 ， 且 在 同一 时 间 内 有 一 批 产 品 流 经 这 条 生产 线 ， 在 每 一 个 阶段 ， 都 可 能 出 现 次 品 . 
在 每 一 个 阶段 进行 检查 的 成 本 很 高 ,但 是 只 在 阶段 ”结束 时 检查 ， 则 意味 者 大 量 的 生产 时 间 可 能 
花费 在 继续 生产 已 经 有 缺陷 的 产品 上 ， 检 查 次 品 的 优化 计划 是 什么 呢 ? 假设 在 未 覆盖 所 有 次 品 
的 意义 下 检查 是 “完美 的 "， 而 且 次 品 不 可 修理 并 立即 被 丢弃 .假设 B 是 传送 到 这 条 生产 线 上 的 
产品 批 次 的 大 小 ，ai 是 在 阶段 i 生产 次 品 的 概率 ，pi 是 在 阶段 i 生产 一 个 产品 的 成 本 ，_fi,j 是 在 
阶段 ; 做 上 一 次 检查 后 在 阶段 ; 后 检查 这 批 产品 的 固定 成 本 ， 而 g;,; 则 是 在 阶段 i 做 上 一 次 检查 
后 在 阶段 1 后 检查 一 个 产品 的 成 本 . 〈 注 意 ， 检 查 成 本 依赖 于 什么 时 候 做 的 上 一 次 检查 ， 因 为 次 
品 可 以 在 所 有 中 间 阶 段 出 现 . ) 我 们 可 以 如 下 计算 在 阶段 ;结束 时 非 次 品 的 期 望 数 量 B;: 


B: = BI Q-a». 
为 了 把 我 们 的 问题 阑 述 为 最 短路 径 问题 ， 设 有 向 网 络 的 顶点 是 阶段 1，2，…，m， 及 对 应 于 开始 


的 额外 顶点 0， 并 对 于 每 一 个 和 每 一 个 j>i， 有 一 条 从 阶段 ; 到 阶段 j 的 弧 ， 一 条 路 径 对 应 于 检 
查 它 的 顶点 ( 除 顶 点 0 之 外 ) 的 计划 ， 我 们 所 关心 的 弧 (i， 疙 的 成 本 由 下 式 给 出 ; 


cij = fij + Bigs + Bi >) Pre 3. 4) 


这 表示 当 我 们 在 阶段 ;检查 ， 其 后 在 阶段 了 检查 时 ， 在 阶段 ;十 1，i 二 2，…，j 的 总 成 本 ， 上 式 
的 前 两 项 是 在 阶段 7 后 检查 的 国定 成 本 和 可 变 成 本 ,第 三 项 是 阶段 i 十 1 到 阶段 j 的 生产 成 本 ， 从 
顶点 0 到 顶点 的 最 短路 径 给 出 最 廉价 的 检查 调度 . a 
本 节 练习 

1. 证 明 : 在 有 向 图 中 ， 从 + 到 y 的 最 短路 径 一 定 是 简单 路 径 . 

2. 证 明 : 在 图 中 ， 从 x By 的 最 短 链 一 定 是 简单 链 . 

3. 在 图 13. 8 中 的 每 一 个 有 向 网 络 中 ， 使 用 Dijkstra 算法 (如 算法 13. 3 的 描述 ) 寻 找 从 a 到 = 的 最 短路 径 ， 

A. 寻找 例 13.6 的 问题 中 的 最 有 效 的 制造 
过 程 . 

5. 一 种 产品 必须 经 过 打磨 、 抛 光 、 称 重 和 检 
查 ， 打 磨 必须 在 抛光 和 称 重 之 前 ， 而 抛光 
必须 在 检查 之 前 ， 打 磨 需 要 7 个 时 间 单 位 ， 
抛光 需要 10 个 时 间 单 位 ， 对 未 抛光 产品 称 
重 需要 1 个 时 间 单 位 ， 而 对 已 抛光 产品 
重 需 要 3 个 时 间 单 位 ， 对 未 称 重 产 品 检查 
需要 2 个 时 间 单位 ， 而 对 已 称 重 产品 检查 
需要 3 个 时 间 单 位 ， 最 快 的 生产 调度 是 
什么 ? 

6. 一 家 公司 要 投资 一 个 车 队 并 尝试 着 决定 保 
留 汽 车 时 间 的 最 佳 方案 。5 年 后 ， 它 将 卖 出 
所 有 剩余 汽车 并 让 一 家 外 围 公司 提供 运输 
在 策划 下 一 个 5 年 计划 时 ,这 家 公司 评估 
在 年 i 的 开始 买 进 汽车 并 在 年 j 的 开始 卖 出 
汽车 ,将 有 净 成 本 ay ( 购 人 价 减 去 折旧 加 上 
运营 和 维修 成 本 )。 以 千 美元 计数 的 值 as 由 
下 面 的 矩阵 给 出 : 


图 13.8 13.2 节 和 13.3 节 练习 的 有 向 网 络 


B 


75: 
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234 5 6 

1f4 6 9 12 20 

2| 570 16 

(ay) 一 3 6 8 13 
4 8 11 

5 10 


为 了 决定 什么 时 候 买 进 和 卖 出 汽车 的 最 便宜 的 策略 ， 我 们 设 有 向 网 络 的 顶点 是 数 1，2，3，4，5，6， 
且 对 于 i<j 包含 所 有 弧 (i， 疙 ， 并 设 权 Wi, Das MG, 让 可 解释 为 在 年 i 的 开始 买 进 一 辆 汽车 并 
在 年 j 的 开始 卖 出 它 ， 寻找 最 便宜 的 策略 . 

7, 在 例 13.5 中， 假设 有 8 种 锅 梁 长 度 可 用 .每 一 长 度 对 应 于 有 向 网 络 N 中 的 一 个 顶点， 下面 的 图 表 包 含 
需求 (D )， 库 存 设备 成 本 (Ki )， 以 及 每 一 种 长 度 的 钢 梁 的 成 本 (Ci ): 


j 
Li 
D; 
K, 
© 


elolelole 


s|-|-|。| - 
laleli 


所 


六 中 的 大 部 分 弧 的 成 本 C,v 由 下 面 的 矩阵 给 出 ， 
01234567 


of 4 10 26 X 36 41 45 
1| 6 22 24 32 37 41 
2| 16 18 Y 31 35 
3 2 10 15 Z 
4 8 13 17 
5 5 9 
6 4 
7 


WHA. 1) 式 计算 这 个 矩阵 中 缺失 的 弧 成 本 (X，Y，Z). 
(b) 寻 找 这 个 有 向 网 络 中 从 顶点 0 到 顶点 7 的 最 短路 径 ， 哪 些 钢 梁 应 该 保存 在 库存 中 ? 

8. 图 13. 9 给 出 一 个 通信 网 络 [ 弧 (it， 力 对 应 于 一 个 链接 ， 通 过 这 个 链接 i 
与 j 可 以 直接 通信 ]， 假 设 弧 (i， 疙 的 权 名 是 从 ; 到 j 的 链接 有 效 的 概 
率 ， 假 设 链接 中 出 现 的 故障 彼此 互相 独立 ， 在 一 条 路 径 上 的 所 有 链接 
有 效 的 概率 是 各 链接 概率 的 积 ， 寻 找 从 a 到 > 的 最 可 靠 的 路 径 [提示 : 
考虑 一 logps ]. 

9. 假设 你 计划 在 20 年 后 退休 ， 并 想 要 为 退休 投资 10 万 美元 ， 而 且 你 知 
道 在 ;年 的 可 用 投资 选项 是 A(i，1),A(i，2)，…，A(i, k), ABE 
AG, 让 可 得 回报 率 G, DIME y(i， 力 年 后 到 期 (当然 ， 这 经 过 了 简 图 13.9 通信 网 络 
化 )， 将 这 一 寻找 最 优 投资 策略 问题 阐述 为 最 短路 径 问 是 . 

10. 在 最 短路 径 的 搜索 中 ， 考 虑 从 ; 到 的 所 有 可 能 路 径 不 是 高 效 的 ， 为 了 说 明 这 一 点 ,假设 品 有 个 项 点 
并 从 每 一 个 顶点 到 每 一 个 其 他 顶点 有 弧 ， 如 果 工 和 y 是 的 任意 两 个 顶点 ， 寻 找 从 到 y 的 路 径 数量 . 

11. 如 果 每 一 条 弧 的 成 本 增加 zx 个 单位 ， 从 a 到 = 的 最 短路 径 的 成 本 会 增加 x 的 信 数 吗 ? 为 什么 ? 

12, 在 例 13. 4 中 ， 假 设 我 们 想 要 创建 有 6 个 字 的 一 个 段落 ， 对 于 每 对 和 ji ，i 一 j 生 7， 下 面 的 矩阵 给 出 成 
本 cu(“ 字 "7 对 应 于 虚设 顶点 ). 


d 03 e 09 z 


第 13 章 图 和 网 络 的 优化 问题 509 


1 


员 


pa 


— 

~ 

xa 
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wwo u 


aw 
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(a) 构 建 网 络 N， 它 的 顶点 是 字 ( 包 括 “ 字 ”7)， 对 于 j> CHEG, j), ERA, DAR cj 
ORN 中 从 字 1 到 字 7 的 最 短路 径 . 
(c) 描 述 如 何 将 6- 字 段落 格式 化 . 
在 例 13. 7 P, 假设 在 生产 线 上 有 6 个 阶段 ， 使 用 下 面 的 固定 、 可 变 和 生产 成 本 等 式 ， 在 阶段 i 检查 及 
下 一 次 在 阶段 / 检查 的 总 成 本 由 等 式 (13. 4) 给 出 : 

fu = Gd 


Bij 


Cp) = (5,8,4,7,2,6) 
B = 0.80.1)". 


= (=) 
JOOS 


寻找 最 廉价 的 生产 调度 . 


|. (Bondy 和 Murty[1976]) 一 只 独 、 一 只 山羊 和 一 棵 卷心菜 同 处 于 一 个 河岸 上 ， 船 夫 要 把 它们 运往 对 岸 ， 


但 是 一 次 只 能 运 其 中 的 一 个 。 狼 和 山羊 不 能 同时 留 在 这 条 河 的 岸 边 ， 山 羊 和 卷心菜 也 不 能 ， 船 夫 如 何 
用 最 少 的 时 间 总 量 把 它们 运 到 对 岸 ? 


. (Bondy 和 Murty[1976]) 一 名 男士 有 一 个 装 满 了 8 加 伦 葡 萄 酒 的 酒 谈 和 分 别 可 以 盛装 5 加 伦 和 3 加 伦 酒 


的 空谈 ， 这 个 男士 怎样 以 最 少 的 步 台 把 酒 分 成 等 最 的 两 份 ? 


(Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993]) 你 拥有 一 笔 夏季 租赁 资产 ， 而 且 在 夏季 一 开始 ， 你 就 收 到 很 多 使 用 这 


笔 资产 的 请 求 ， 每 一 个 请 求 给 出 租赁 的 开始 和 结束 日 期 ， 你 的 x 天 租赁 利率 由 函数 f(z) 给 出 ， 你 如 何 
决定 接受 哪些 请 求 ， 以 便 最 大 化 这 个 夏季 的 收入 ? 把 这 一 问题 表述 为 最 短路 径 问 题 . 


. (Ahuja, Magnanti 和 Orlin[1993]、Ravindran[1971]) 图 书馆 希望 最 小 化 特定 藏书 的 置 架 成 本 ， 在 这 一 


藏书 中 ， 一 定数 量 的 书籍 的 高 度 为 所 i=l, 2, oe n 且 H, 二 H,+1， 我 们 想 把 相同 高 度 的 书 放 在 一 
起 ， 而 且 以 高 度 递增 的 顺序 放 蔷 书籍 ， 假 设 各 种 书 的 厚度 已 知 ， 于 是 我 们 可 以 确定 放置 高 度 为 H, 的 书 
籍 所 需 的 书架 长 度 世 ,， 订 制 高 度 为 H, 的 书架 的 成 本 F, 是 固定 的 ， 它 与 订 制 的 书架 长 度 无 关 ， 高 度 为 
H 的 书架 每 英寸 长 度 的 成 本 是 C,， 因 此 ， 如 果 我 们 订 制 总 长 度 为 r: 的 高 度 为 H. 的 书架 ， 那 么 这 种 书 
架 的 成 本 是 F, 十 Ciz,. 注意 ， 因 为 每 一 种 订 制 有 固定 的 成 本 ， 所 以 我 们 也 许 不 订 制 每 一 个 高 度 的 书架 ， 
因为 对 于 j>i 我 们 总 可 以 把 高 度 为 H, 的 书籍 放置 在 高 度 为 H, 的 书架 上 ， 我 们 应 该 如 何 订 制 书架 ? 
把 这 一 问题 阐述 为 最 短路 径 问 题 . 


.回想 计划 空中 旅行 的 问题 ( 例 13. 3)， 除 了 花 在 飞行 上 的 时 间 之 外 ， 考 虑 存在 与 每 一 个 城市 相关 的 “成 


本 "的 情况 ， 该 成 本 表示 在 那 一 城市 的 平均 潜 留 时 间 . 
《a) 仅 使 用 弧 权 岩 述 这 一 新 “问题 "为 标准 的 最 短路 径 问题 . 
(b) 对 于 图 13. 5 中 的 有 向 网 络 解决 这 一 问题 ， 其中， 每 一 个 城市 的 成 本 (平均 滞留 时 间 ) 由 下 表 给 出 ， 


城市 | a b 7 a 
成 本 | 1 2 5 4 3 


. 如果 一 个 网 络 的 所 有 弧 有 不 同 的 权 ， 这 个 网 络 一 定 有 唯一 的 最 短路 径 吗 ? 给 出 证 明 或 反例 . 
20. 


(Ahuja, Magnanti 和 Orlin[1993]) 我 们 对 例 13. 5 中 的 结构 钢 汪 库存 问题 的 购 述 在 某 些 地 方 做 了 简化 . 
(a) 假 设 要 把 长 度 为 5 的 钢 梁 切 割 成 长 度 为 2 的 钢 梁 ， 会 发 生 什 么 问题 ? 


755) 
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(b) 在 这 个 例子 中 有 哪些 其 他 简化 ? 
(c) 如 果 我 们 能 够 把 单一 钢 梁 切割 成 若干 等 长 的 钢 梁 (例如 ， 把 一 个 长 度 为 14 的 钢 梁 切割 成 三 个 长 度 为 
4 的 钢 梁 和 一 些 浪费 的 钢材 )， 我 们 应 该 如 何 修改 这 一 分 析 ? 
(d) 如 果 我 们 不 仅 能 把 一 个 钢 梁 切 割 成 若干 等 长 的 钢 梁 ,而且 还 能 出 售 边角料 而 得 到 剩余 价值 ， 其 价格 
是 每 单位 长 度 d 美元 ， 那么 我 们 如 何 修改 这 一 分 析 ? 
21. 设 DD 是 有 向 图 ， 我 们 定义 距离 4(rz，y) 为 通过 在 有 向 图 刀 的 每 一 条 弧 上 放置 权 1 而 得 到 的 有 向 网 络 中 
从 工 到 y 的 最 短路 径 的 长 度 ， 讨 论 如 何 利用 DAPRE Ad (x, y). 
22. 一 个 网 络 中 从 a 到 = 的 最 短路 径 不 一 定 是 唯一 的 ， 从 a Ble 的 路 径 中 它 也 可 能 没有 弧 的 最 小 数量 ， 然 而 
在 所 有 从 a 到 < 的 最 短路 径 中 ，Dijkstra 算法 能 否 产 生 弧 的 数量 最 小 的 最 短路 径 ? 为 什么 ? 
23. 在 Dijkstra 算法 中 ,证明 如 果 忽 略 弧 的 方向 ， 那 么 集合 B 的 弧 定义 一 棵 以 顶点 x 为 根 的 树 . 
24. 描述 一 个 在 有 向 网 络 DD 中 寻找 从 给 定 顶 点 zx 到 其 他 每 一 个 顶点 的 最 短路 径 的 算法 . 
25. 证 明 (13. 2) 式 定义 的 a 满足 (13. DR. 
26，(a) 使 用 标签 w(v) 写 出 Dijkstra 算法 的 OG? MARAT EE. 
(b) 把 这 一 算法 运用 于 图 13. 8 中 的 每 一 个 有 向 网 络 ， 寻 找 从 a 到 = 的 最 短路 径 . 
27. 在 例 13. 4 和 练习 12 中 ,我们 没有 考虑 用 连 字符 连接 一 个 字 ， 以 便 更 好 地 优化 段落 的 外 观 ， 你 如 何 修 
改 例 13. 4 的 文档 处 理 系统 的 有 向 网 络 的 阐述 以 适应 连 字符 ? 


13.3 网 络 流 


13. 3. 1 最 大 流 问题 

假设 DRAM, IER cy Ww, DEMAG, DWIE EH. RIIE cy WIG, PHY 
容量 (capacity)， 并 把 它 解释 成 在 稳定 状态 下 每 单位 时 间 内 可 以 流 经 弧 的 某 种 物品 的 最 大 量 ， 物 
品 可 能 是 已 完成 的 产品 、 信 息 、 人 、 油 、 卡 车 、 信 件 、 电 流 等 等 . 

流 只 允许 沿 着 弧 的 方向 流动 ， 即 从 i 到 j. 我们 固定 一 个 源头 (source) 顶点 MDR 
(sink) 顶点 :， 并 认为 一 个 流 开始 于 s 结束 于 :( 在 我 们 的 所 有 例子 中 ，* 都 没有 进入 弧 ， 而 上 没有 
出 去 的 弧 ， 但 不 必 假设 这 些 性 质 )， 设 zi 是 经 过 弧 (it， 力 的 流 . 这 时 ， 我 们 要 求 

OS ay < 3.5) 

这 就 是 说 流 是 非 负 的 ， 且 不 能 超过 容量 . 

我 们 还 有 一 个 守恒 定律 (conservation law), 

这 个 守恒 定律 指出 对 于 所 有 的 顶点 As, t 
进入 到 i 的 物质 必须 从 i 出 去 ， 即 

Dri = Daz, i#st (13.6) 


满足 (13. 5) 式 和 (13. 6) 式 的 数 集 z= (ary ) 称 » 

为 一 个 (s，1) 可行 流 ((s，1) -feasible flow), 7 (0) 6 

或 简称 为 (s，) 流 ,或 只 称 流 (flow)， 例 如 ， oå 3 © 3 2 
考虑 图 13. 10 中 的 有 向 网 络 ， 在 这 个 图 的 a I AG © 
中 ， 容 量 oj 是 每 一 条 弧 上 的 方 格 中 所 示 的 “1 oy TSO © T-t 
数 ， 在 b 中 ,一 个 流 如 圆圈 内 的 数字 所 示 . aS AO) 
注意 ，(13.5) 式 和 (13.6) 式 成 立 ， 例 如 ， 4 JO 5 

ca 一 2,zzt 一 0, 所 以 有 Oa <n. BA, 日 


za = zs + as Hrs 一 2 十 1 十 0 二 3， 图 13.10 方 格 内 的 数值 表示 容量 加 图 内 的 数值 表示 流 
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Darn = zs = 3 等 等 . 
” 假设 定义 一 个 流 . 设 
w= Dri — Dey 
A ; 
w= Drs- Dzi- 
注意 ， 如 果 我 们 对 于 所 有 i。 对 下 面 的 项 求 和 ， 


SD 
那么 ， 等 式 (13. 6) 告 诉 我 们 所 有 这 些 项 都 是 0， 只 有 ;一 * 和 ;一 时 除外 ， 因 此 ， 
Dlr- Dew] =o Hus a3. 7) 
然而 ，(13.7) 式 的 左边 与 下 式 相等 i 
a= Dri— zy. (13. 8) 


因为 (13. 8) 式 中 的 两 个 和 是 对 所 有 弧 的 所 有 流 求 和 ， 所 以 它们 相等 ， 因 此 a 二 0， 我 们 得 出 wv 二 
一 w 的 结论 ， 因 此 ， 存 在 一 个 数 v， 使 得 
[一 mw MRi=s 
Sari Drs =4 v 如 果 i 二 4 (13.9) 
l 0 MEA st 
在 我 们 图 13. 5b 的 例子 中 ， 这 个 数 "等 于 5， 它 被 称 为 流 值 (value)， 如 果 使 用 这 个 流 ， 那 么 这 个 
流 值 表示 ， 在 给 定 的 时 间 周 期 内 在 这 个 网 络 中 可 以 传送 的 物品 的 总 量 ， 我 们 要 讨论 的 问题 是 : 寻 
找 有 最 大 值 的 流 ， 即 最 大 流 (maximum flow). 
网 络 流 理论 的 经 典 参 考 书 是 Ford 和 Fulkerson[1962] 所 写 的 书 ， 其 他 全 面 的 参考 资料 是 下 面 
的 文献 ，Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993]、Berge 和 Ghouila-Houri[1965]、Cook 等 [1998]、 
Frank 和 Frisch[1971]、Hu[1969]、lri[1969]、Lawler[1976]、Minieka[1978]、Papadimitriou 和 
Steiglitel 1982]. 
尽管 我 们 给 出 的 例子 都 是 针对 有 向 网 络 的 ， 但 本 节 给 出 的 所 有 结果 都 适用 于 无 向 网 络 ， 用 
AMG, DMG, Di 替换 有 容量 ci 的 每 条 (无 向 的 ) 边 (i， 由 ， 并 设 其 中 的 每 一 条 弧 都 有 与 边 (i， 
四 相同 的 容量 . 
大 量 的 组 合 优化 问题 可 以 阐述 为 网 络 流 问题 ， 下 面 的 例子 就 说 明 这 一 点 ， 对 于 网 络 流 的 许 
多 实际 应 用 ， 读 者 可 以 参考 诸如 下 面 的 书籍 及 综述 文章 ， 如 Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993]、 
Aronson[1989], Bazaraa, Jarvis 和 Sherali[ 1990]、Glover 和 Klingman [1997]、Gondran 和 
Minoux[1984]. 


【 例 13. 8 大 学 招生 】 一 所 大 学 的 招生 官 有 一 份 申请 人 列表 .每 名 申请 人 都 提供 一 份 他 能 够 
考虑 的 可 能 的 专业 列表 .招生 官 的 工作 是 接纳 第 一 轮 申请 人 ， 使 得 申请 人 所 考虑 的 每 一 个 专业 
正好 有 一 个 人 允许 人 学 ， 并 使 得 来 自 州 i 的 允许 人 学 的 学 生 不 超过 gi。 这 能 够 做 到 吗 ? 构建 一 个 
有 向 网 络 ， 其 项 点 表示 申请 人 、 专 业 和 州 ， 再 加 上 一 个 源头 顶点 * 和 汇聚 顶点 :+， 对 于 每 一 个 专 
业 贡 有 弧 (s，m)， 只 要 申请 人 a 对 专业 m 感 兴 趣 就 有 弧 (m，a)， 如 果 申 请 人 a 居住 在 州 i 则 有 
Mia, D, MFR-THIAMG, D. BMG, 四 有 容量 %: ， 而 其 他 所 有 弧 有 容量 1。 在 这 个 有 
向 网 络 中 ,我 们 寻找 从 s 到 1 的 最 大 流 。 如 果 这 个 最 大 流 值 等 于 申请 人 感 兴趣 的 专业 数量 ,那么 
就 有 可 能 解决 这 一 问题 . 如 果 不 是 ， 则 不 能 解决 这 一 问题 .其 证 明 留 给 读者 (练习 31). E 
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13.3.2 分 割 

设 S 和 T 是 划分 有 向 图 的 顶点 集合 的 两 个 集合 ,， 即 V(D) 二 SUT，SNT=g， 我们 称 划 
SHS, DAA AB Cour). 等 价 地 ， 我 们 把 分 割 考虑 为 从 S 的 顶点 到 工 的 顶点 的 所 有 弧 的 集合 
C， 这 个 集合 C 被 称 为 一 个 分 割 ， 因 为 除去 C 的 弧 之 后 ， 从 S 的 任意 顶点 到 了 的 任意 顶点 都 不 存 
CME. URES 的 任意 ?是 了 的 任意 顶点 ,那么 C 称 为 一 个 (z，y) 分 割 ((z，y)- 
cut). 例如， 在 图 13.10, S={1, 2}，T 一 (43，4， 5，6，7} 是 一 个 分 割 ， 而 且 这 个 分 割 等 价 
于 弧 的 集合 {(1，4)，(2，3)，(2，4) 汇 我 们 没有 把 弧 (5，2) 包 括 进来 ， 因 为 它 是 从 工 的 顶点 到 
S 的 顶点 的 弧 ]， 注 意 ， 如果 顶点 的 数量 大 于 2， 那 么 总 是 至 少 存在 两 个 (rz，y) 分 割 ，S 一 
T=V(D)— {z}, UR S=V(D)— {y}, T={y}. 

eA, WRS, DEAN RITUELEN EH (capacity) HS, D= 
D Do 在 我 们 上 面 的 例子 中 ，c(S， 刀 一 ai 十 ca 二 ca 一 9， 注 意 ， 在 我 们 的 例子 中 ， 流 的 值 是 
5， 而 这 个 分 割 的 容量 是 9， 这 个 数 更 大 ， 下 面 的 结果 表明 这 不 是 偶然 的 . 

定理 13.3 ”在 一 个 有 向 网 络 中 ， 任 意 的 (s，1) 流 的 值 二 任意 的 (5，1) 分 割 的 容量 ， 

证 明 Rr Rs, OW, (S, DR—Ms, OSH. HER, MRICS, Hits, 则 Dry 一 


Drs 等 于 0, 而 且 如 果 i= s 则 其 结果 是 v， 因 此 ， 
v= Das — Dyan 
-BLD Ez] 
= X Dle -m+ X Dln - zi] 
= SIn- Zst ype zal (13.10) 


tes JES ‘Es jet 


= BBG zi), a3. LD 


这 是 因为 (13. 10) 式 中 的 前 两 项 相同 . 因此 ， 根 据 (13. 11) 式 ,任意 流 的 值 是 经 过 任意 分 割 的 净 
Hi. WA xy<cy, ry>0, RNA 


xy — tj L tj L cü» 
所 以 (13. 11) 式 表明 
vs z Ze = «S, T). a 
推论 13.3.1 AAT OMB, RS, DAM: OF, HMIR-Ms DIL, ML 


v= 2 Zle- xi]. 

证 明 这 是 上 述 证 明 的 推论 . 

图 13. 11 给 出 图 13. 10a 中 的 网 络 的 另 
一 个 (s, OF. ROMAN S. HE. WR 
S=(1, 2, 4} H T={3, 5, 6, 7}, BA 
AS, D=ca tas 二 6， 现 在 , RTIMEA 
大 于 这 个 分 割 的 容量 6 Gs, OB. Alt. 
所 示 的 流 是 一 个 最 大 流 . 类 似 地 ， 这 个 分 
割 一 定 是 最 小 容量 的 (*， 刀 分 割 ， 即 最 小 分 
制 (minimum cut)， 实 际 上 ， 当 我 们 发 现 一 图 13.11 图 13. 10a 中 的 有 向 网 络 的 另 一 个 流 
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个 流 的 值 与 一 个 分 割 的 容量 相同 的 流 和 分 割 时 ， 同 样 的 事情 一 定 成 立 . 

定理 13.4 如 果 工 是 一 个 (s, Di, HEA v AS, DR-Ms, DIH, AEEA CS, 
T), PRv=cS, T), MATARKA, BS, DARPA, 

我 们 已 在 定理 12. 4 中 使 用 了 类 似 的 推理 ， 在 那里 ， 我 们 指出 因为 一 个 图 的 任意 匹配 中 边 的 
数量 小 于 或 等 于 任意 覆盖 中 顶点 的 数量 ， 所 以 如 果 我 们 找到 大 小 相同 的 匹配 和 覆盖 ， 那 么 该 匹 
配 一 定 是 最 大 的 ， 而 该 覆盖 一 定 是 最 小 的 . 

对 于 流 的 情况 ， 我 们 在 本 节 强 调 了 有 向 网 络 中 的 分 割 ， 然 而， 我 们 可 以 考虑 无 向 网 络 N 中 
的 分 割 ， 与 有 向 网 络 的 情况 一 样 ，N 中 的 分 割 是 把 项 点 划分 成 两 个 集合 S 和 耳 ， 或 等 价 地 ， 从 S 
的 顶点 到 了 的 顶点 的 所 有 弧 的 集合 如果 sE S 且 LET,， BAS, DRAGS, OSH. 

如 下 面 的 例子 所 示 ， 寻 找 网 络 中 最 小 分 割 本 身 也 有 意义 . 


【 例 13. 9 双 处 理 器 计算 机 上 的 分 布 式 计算 (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[ 1993], Stone[1977])] 最 
简单 的 分 布 式 计算 系统 有 两 个 处 理 器 ， 我 们 希望 以 最 小 化 处 理 器 间 通 信和 计算 的 成 本 方式 把 程 
序 的 不 同 模块 ( 子 程序 ) 指 定 给 这 些 处 理 器 ， 在 处 理 器 1 上 执行 模块 i 的 成 本 是 a;， 在 处 理 器 2 上 
的 执行 模块 i 的 成 本 是 5;。 如 果 模块 i 和 j 被 指定 给 不 同 的 处 理 器 且 这 些 模块 相互 作用 ， 那 么 就 
存在 一 个 相对 较 高 的 处 理 器 间 通 信 成 本 cs. 我 们 设法 给 两 个 处 理 器 分 配 程序 模块 ， 使 得 最 小 化 
总 成 本 ,而 总 成 本 是 处 理 成 本 和 处 理 器 间 通 信 成 本 的 和 .构建 一 个 无 向 网 格 N， 其 中 源头 :表示 
处 理 器 1 而 汇聚 :表示 处 理 器 2， 这 个 程序 的 每 一 个 模块 有 一 个 顶点 ， 对 每 一 模块 i 加 入 边 {s， 店 ， 
它 有 容量 5b， 对 每 一 个 模块 i 加 入 边 {i，t) ， 其 容量 为 a;。 最 后 ， 如 果 在 程序 执行 中 模块 i 和 j 相 
互 作 用 ， 那 么 加 入 一 个 有 容量 cji j) EMNE N 中 边 的 集合 ， 我 们 注意 到 处 理 器 的 
模块 分 配 与 (5， 妇 分 割 之 间 存在 一 一 对 应 ， 而 且 一 个 分 割 的 容量 与 对 应 的 分 配 的 成 本 相同 .为 了 
弄 明 白 这 一 点 ,假设 A; 是 由 分 配给 处 理 器 1 的 所 有 模块 组 成 的 ，A2 是 由 分 配给 处 理 器 2 的 所 有 
模块 组 成 的 ， 这 时 ， 这 一 分 配 的 成 本 是 

dat Ds + D a 


EBD, 


对 应 于 这 一 分 配 的 (5*，D) 分 割 是 由 集合 {*}UA ，{4UAs 组 成 的 ， 因 此 ， 对 于 iE Al1， 这 一 分 割 
包含 容量 为 a; Mi. th, MF iE As* ， 它 包含 容量 为 b: 的 边 {*，ij， 而 对 于 相互 作用 模块 ，Ai 
中 的 i 和 Az 中 的 7， 它 有 容量 为 ci,; 的 边 {i， 说 ， 这 正好 是 分 配 的 成 本 ， 因 此 ， 我们 所 寻求 的 最 
小 成 本 分 配对 应 于 网 络 N 中 的 最 小 (s， 分 割 (我 们 注意 到 这 个 例子 过 于 简单 化 了 实际 的 问题 . 
事实 上 ， 处 理 成 本 和 处 理 器 间 通 信 成 本 是 用 不 同 单位 度量 的 ， 实 践 中 的 一 个 主要 挑战 是 “换算 ”这 
些 成 本 ， 使 得 它们 可 以 进行 比较 ). © a 
13.3.3 ”一 个 不 完善 的 最 大 流 算法 

我 们 的 目标 是 描述 一 个 寻找 最 大 流 的 算法 .首先 ， 我们 给 出 一 个 非常 直观 的 方法 ， 尽 管 不 太 
完美 ， 如果 PP 是 s 到 : 的 简单 路 径 , 我 们 称 它 为 (s，) 路 径 ((s，?) -path)， 而 且 我 们 设 对 应 的 单 
位 流 (unit flow)zP 由 下 式 给 出 ; 


p MRM Gj) EPP 
lo i 


9 


这 一 算法 的 思路 是 持续 地 添加 单位 流 . 


O ”对 于 这 一 观察 结果 ， 我 们 要 感谢 David Roberts. 
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我 们 说 一 个 颖 (i, 门 经 过 一 个 流 工 是 未 饱和 的 (unsaturated) MR zy 二 cy， 且 使 用 
si cy 一 5 来 定义 裕 量 (slack)， 我 们 的 基本 思路 是 ， 如 果 0 是 P 的 弧 中 的 最 小 裕 量 ， 那 么 我 们 
能 够 把 单位 流 x? 增加 9 倍 ， 得 到 一 个 值 增加 了 9 的 新 流 ， 下 面 就 是 这 一 算法 . 


算法 13.4: 最 大 流 算法 一 一 第 一 次 尝试 
输入 : 有 源头 s 和 汇聚 1 的 有 向 网 络 . 
输出 : BERRA DÙ r. 

步骤 1. 对 于 所 有 的 ij， 设置 zy 一 0. 
步骤 2. 


步骤 2.1. 寻找 一 个 所 有 弧 都 未 饱和 的 (s，4) 路 径 P。， 如 果 不 存 在 这 样 的 路 径 ， 进 入 步骤 3. 


步骤 2.2. tH PHE-TAAABE. 
步骤 2.3. 计算 已 的 弧 的 最 小 裕 量 0. 


步骤 2. 4. 通过 把 9 加 入 到 纯 (i, j) 上 的 流 来 重新 定义 ,如果 (i, 站 在 中 ， 返 回 到 步骤 2.1. 


PRI. 停止 于 流 x. 


让 我 们 把 这 一 算法 运用 于 图 13. 10a 的 有 向 
网 络 ， 图 13. 12 给 出 由 下 面 的 迭代 所 定义 的 一 
系列 流 ， 在 第 一 次 迭代 中 ， 对 于 所 有 的 i，j， 
我 们 取 zi 二 0， 然 后 ， 我 们 注意 到 P=1, 4, 5, 
7 是 一 个 (%， 昌 路 径 ， 它 的 所 有 弧 都 是 未 饱和 弧 ， 
且 对 应 的 0 等 于 3， 因 为 wk = cu 一 zi 一 4 一 
0 一 4,s5 一 ct — 245 =3—0=3, s7 = 051 — 257 = 
4 一 0=4. 因此， 我 们 使 用 0= 3 增加 zus zs 
zs7， 得 到 图 13. 12 中 的 第 二 个 流 ， 在 这 个 流 中 ， 
P=1, 2, 3, 是 一 个 (s, OBB, EMMA 
都 是 未 饱和 弧 ， 它 的 0=2， 因 为 nz 一 3，s3 二 3， 
537 二 2， 因此， 我 们 使 用 O= 2 增加 2, rz, 
za7， 得 到 图 13. 12 中 的 第 三 个 流 ， 在 这 个 流 中 ， 
P=1，2，3，6，7 是 所 有 弧 都 未 饱和 的 (s，) 路 
径 , 且 60=1, 因 为 m2 二 2 一 x12 二 3 一 2=1, s= 
1，s36 二 2，s67 二 2。 因 此 ， 我 们 使 用 9=1 增加 
Zl2，Z23，ZX36，ZX67， 得 到 图 13. 12 中 的 第 四 个 
H. 因为 在 这 个 流 中 ， 不 再 有 所 有 弧 都 未 饱和 
的 (s, 路 径 ， 所 以 我 们 停止 。 注 意 我 们 得 到 一 
个 值 为 6 的 流 ， 我 们 知道 这 个 流 是 最 大 流 . 

遗憾 的 是 ， 这 一 算法 不 一 定 给 出 最 大 流 . 
我 们 考虑 同一 个 有 向 网 络 ， 图 13. 13 给 出 使 用 
不 同 的 (s，4) 路 径 在 这 一 算法 的 另 一 次 应 用 中 的 
一 系列 步骤 . 注意， 在 得 到 第 四 个 流 之 后 , 我 
们 无 法 找到 所 有 弧 都 未 饱和 的 (s，) 路 径 。 因 
此 ,这 一 算法 停止 。 然 而， 所 得 到 的 流 的 值 等 
于 5， 它 不 是 最 大 流 . 出现 了 什么 错误 ? 


(根据 产 1.2.3,6.7 及 0-1) 


图 13. 12 把 算法 13. 4 运用 于 
图 13. 10a 的 有 向 网 络 
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考虑 最 小 分 割 5 二 {1，2，4}，T= 二 {3，5，6，7}。 其 中 的 一 个 问题 是 ， 所 使 用 的 一 个 单位 流 
路 径 1，4，5，2，3，7 是 向 后 穿 过 这 个 分 割 的 ， 即 从 全 到 S; 等 价 地 ， 它 从 S 到 了 向 前 流 过 这 


个 分 割 两 次 ， 因 此 ，P 上 的 1 个 单位 流 用 尽 2 个 
单位 容量 ， 这 使 用 了 过 多 的 容量 .如 果 我 们 避 
开 向 后 流动 的 某 些 流 ， 并 更 多 使 用 向 前 的 流 ， 
那么 我 们 的 处 境 就 会 好 转 ， 这 给 出 改进 这 一 算 
法 的 一 个 方法 . 
13.3.4 增 广 链 

考虑 忽略 弧 的 方向 从 有 向 网 络 书 得 到 图 (多 
重 图 )G， 设 C 是 这 个 图 中 从 到 1 HH. D 的 弧 
Cis DERA C 的 向 前 弧 (forward arc) ， 如 果 它 的 
流向 是 从 i 到 j， 否 则 称 为 向 后 (backward 
arc)， 例 如 ， 在 图 13.10 中 的 有 向 网 络 D 中 ， 
一 条 链 是 1，4，5，3，6，7. 这里, MCL. 4) 
是 向 前 弧 ， 而 弧 (3，5) 是 向 后 弧 ， 如 果 工 是 一 
个 流 ，C 被 称 为 一 个 相对 于 工 的 流 增 广 链 (flow 
augmenting chain relative to zx)， 或 简称 为 相对 
于 工 的 增 广 链 (augmenting chain relative to x), 
如 果 对 于 每 一 个 向 前 弧 有 zj 二 cy ， 且 对 于 每 一 
个 向 后 弧 有 zy >0. RACE 13. 3. 3 节 讨 论 的 没 
有 饱和 弧 的 单位 流 路 径 都 对 应 于 没有 向 后 弧 的 
流 增 广 链 、 图 13. 10b 中 的 链 1, 4, 5, 3, 6, 7 
是 相对 于 这 个 图 中 所 示 的 流 的 流 增 广 链 、 因为 
向 前 弧 (1，4)，(4，5)，(3，6) 和 (6，7) 都 小 
于 容重， 而 向 后 弧 (3，5) 有 正 的 流 ， 我 们 可 以 
通过 减 小 向 后 流 并 增加 向 前 流 来 改进 流 的 值 . 
特别 地 ， 我 们 对 这 个 链 上 的 所 有 向 后 弧 记录 
2z， 并 对 所 有 向 前 弧 计算 并 记录 裕 最 sy 一 cy 一 
xj. 如果 A 是 这 些 记录 中 的 最 小 值 ， 那 么 称 A 
是 这 个 增 广 链 的 容量 (capacity)， 于 是 ,我们 把 
向 前 弧 上 的 每 一 个 zi 增加 4 并 把 向 后 弧 上 的 每 


(根据 P=1,2,3,6.7 及 7T=2) 


图 13. 13 把 算法 13. 4 运用 于 图 13. 10a 的 有 向 
网 络 ， 使 用 不 同 的 (s，4) 路 径 选 择 


一 个 减少 +， 根 据 4 的 选择 ,每 一 个 新 的 z 仍然 是 非 负 的 ， 而 且 不 大 于 容量 cy. 另外， 守恒 
定律 (13. 6) 仍 然 成 立 。 接 下 来 ,我 们 观察 到 这 个 流 的 值 增加 和 A， 因 为 这 个 链 开 始 于 从 s 出 发 的 边 
并 结束 于 到 1 的 边 ， 如 果 从 * 出 发 的 这 条 边 是 向 前 的 ， 从 * 出 来 的 流 被 增 大 ; 如 果 它 是 向 后 的 ， 
那么 进入 s 的 流 被 减 小 无 论 哪 种 情况 ， 这 个 值 ， 或 从 * 出 来 的 净 流 都 被 增加 ， 对 于 进入 :的 边 . 
类 似 的 讨论 也 成 立 [在 流 增 广 链 不 是 简单 链 的 情况 下 ， 这 些 讨论 需要 扩展 ， 其 扩展 留 给 读者 (练习 
35)]， 然 而 ， 我 们 只 需 简单 流 增 广 链 (练习 36)。 为 了 使 用 图 13. 10b 的 例子 来 进行 说 明 ， 注 意 到 


su 


，546 一 1，536 一 1，s67 一 1，z35 一 2， 因 此， 这 些 数 的 最 小 数 4 为 1， 我 们 把 s ms, r3. 


ze7 增 加 1， 并 把 zas 减 小 1， 得 到 一 个 值 为 6 的 流 . 它 比 所 示 的 流 的 值 大 1. 
现在 我 们 已 经 做 好 了 陈述 关于 最 大 流 的 主要 结果 的 准备 ， 这 一 结果 使 得 我 们 能 够 给 出 我 们 


(767) 


516 第 四 部 分 组 合 优 化 


的 主要 算法 .我 们 已 经 证 明 ， 如 果 一 个 流 有 一 个 增 广 链 那么 我 们 可 以 增 大 这 个 流 的 值 ， 所 以 这 
个 流 不 是 最 大 的 .第 一 个 结果 说 明 ， 如 果 一 个 流 不 是 最 大 的 ， 那么 我 们 可 以 寻找 一 个 增 广 链 ( 因 
此 ， 流 增 广 链 类 似 于 匹配 中 的 M 增 广 链 ， 而 下 面 的 定理 类 似 于 定理 12. 7. 我们 将 在 13. 3. 8 PH 
展 网 络 流 与 匹配 之 间 的 关系 ). 

定理 13.5 一 个 (s，) 流 是 最 大 的 ， 当 且 仅 当 它 没有 从 5 到 + 的 增 广 链 . 

TERS ”还 需 假设 是 一 个 没有 增 广 链 的 流 并 证 明 z 是 最 大 的 . 设 S 是 存在 从 s 到 j 的 增 广 
链 的 顶点 j 的 集合 ， 并 设 了 是 所 有 其 他 顶点 的 集合 ， 注 意 ;在 S 中 ， 因 为 单个 定义 一 个 从 s 到 s 
的 增 广 链 ， 另 外 ，: 在 T 中 ， 因 为 不 存在 增 广 链 ， 根 据 增 广 链 的 定义 及 S 和 T 的 定义 ， 对 于 S 中 
的 所 有 i 和 T 了 中 的 所 有 j RATA 25 一 cj ，zi 一 0， 这 是 因为 ,由 于 i 在 S 中 ， 存在 从 s 到 i 的 增 
广 链 ， 如 果 xy <ey May 0, 那么 我 们 可 以 把 边 {i， 让 加 到 这 条 链 中 来 寻找 从 s 到 j 的 增 广 链 ， 
这 与 /在 了 中 矛盾 ， 因此， 对 于 所 有 S 中 的 和 T 中 的 1 H rjrj 二 ci。 

根据 推论 13. 3. 1， 

v= ÈX Lle- ah] 一 Yue = S,T). 
fe << 
因此 ， 我 们 找到 一 个 容量 与 流 x 的 值 相同 的 分 割 (S， D. 根据 定理 13. 4， 这 个 流 是 最 大 的 ， W 

一 个 分 割 (S，T) 称 为 相对 于 流 工 他 和 的 (saturated)， 如 果 对 于 所 有 iE S，jET， 有 z = 
cy， 且 对 于 所 有 IES, jE 有 zj 二 0， 下面 是 定理 13. 5 的 证 明 的 推论 . 

推论 13.5.1 如 果 (S， 是 相对 于 流 工 他 和 的 (s, 1) 分 割 ， 那 么 工 是 最 大 流 . 

下 面 的 结果 是 归功 于 Elias, Feinstein 和 Shannon[1956] 及 Ford 和 Fulkerson[1956] 的 著名 定理 . 

定理 13.6( 最 大 流 最 小 分 割 定理 ) 在 一 个 有 向 网 络 中 ，(s，) 流 的 最 大 值 等 于 (s，4) 分 制 的 
最 小 容量 . 

TERS ”根据 定理 13. 3 可 知 ，(s， 流 的 最 大 值 至 多 等 于 (s。) 分 割 的 最 小 容量 ， 为 了 证 明 
二 者 相等 ， 我 们 假设 z 是 一 个 最 大 流 ， 其 值 等 于 w 那么 它 不 可 能 有 流 增 广 链 ， 因此， 根据 定 
理 13. 5 的 证 明 ， 我 们 能 够 寻找 (*，2) 分 割 (S，T) ， 使 得 o—c(S, T). 根据 定理 13. 4 可 得 z 是 最 
大 流 而 (S， 刀 是 最 小 分 割 . a 

注释 . 最 大 流 最 小 分 割 定 理 的 证 明 使 用 了 最 大 流 存在 的 隐 含 假设 ， 如 果 所 有 容量 都 是 有 理 
数 ， 那 么 这 一 事实 很 容易 证 明 . 因为 13. 3. 5 节 所 描述 的 最 大 流 算法 可 以 寻找 到 一 个 最 大 流 ， 如 
果 某 些 容量 不 是 有 理 数 ， 最 大 流 仍然 存在 (正如 我 们 的 说 明 ， 即 使 下 面 的 最 大 流 算法 不 一 定 能 找 
到 最 大 流 )， 关 于 其 证 明 可 以 参见 Lawler[1976]、Papadimitriou 和 Steiglitz[1982]. 

13.3.5 最 大 流 算法 
现在 我 们 能 够 阐述 最 大 流 算法 . 


算法 13. 5: 最 大 流 算法 

MA: 有 源头 s 和 汇聚 1 的 有 向 网 络 . 

MH: 最 大 (s, OF r 

PRI ATAA i j, 设置 二 0. 

步骤 2. 

步骤 2. 1. 寻找 一 条 从 s 到 4 HRA EC 如果 不 存在 这 样 的 增 广 链 、 则 进入 步骤 3. 
步骤 2.2. 计算 并 记录 C PH-AMMAHBEHLRC 的 每 一 条 向 后 弧 的 流 . 


O ”本 证 明 可 以 跳 过 . 
© 本 证 明 可 以 跳 过 . 
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步骤 2.3. 计算 在 步骤 2.2 中 所 记录 的 数 中 的 最 小 值 4. 

PRA 通过 把 A 加 入 到 C 的 所 有 向 前 弧 的 流 中 并 从 C HHA SAAR PRA REM 
定义 .返回 到 步 也 2.1. 

PRS. 停止 于 流 工 


假设 我 们 把 这 一 算法 运用 于 图 13. 10a 中 
的 有 向 网 络 ， 因 为 每 一 条 (s，?) 路 径 都 是 没有 
向 后 弧 的 增 广 链 ， 所 以 我 们 能 够 得 到 
图 13. 13 的 第 四 个 流 ， 然 后， 我 们 确定 流 增 广 
EC—1, 2, 5, 7, 在 步骤 2.2， 我 们 计算 
512 二 1,557 一 2，xzs2 一 1， 然 后 ， 得 到 这 些 值 中 
的 最 小 值 一 1， 我 们 把 ziz 和 zs7 增 加 1 一 1， 
而 把 x52 减少 *=1， 得 到 图 13. 14 的 流 . 在 这 图 13.14 通过 使 用 流 增 广 链 C=1, 2, 5, 7 从 
个 流 中 没有 增 广 链 ， 我 们 得 出 这 是 最 大 流 的 结 MIS D OTN 
论 ， 这 与 我 们 前 面 的 结论 一 样 ， 因 为 这 个 流 的 值 是 6. 

定理 13.7 如 果 有 向 网 络 中 的 所 有 容量 都 是 有 理 数 ， 那 么 最 大 流 算法 将 得 到 最 大 流 . 

证 明日 ”显然 ， 如 果 所 有 容量 都 是 整数 ， 那 么 在 每 一 次 迭代 中 ， 数 4 是 一 个 整数 ， 而 且 流 的 
值 增加 XA， 因为 这 个 值 至 多 是 由 S={s)，T=V(D) 一 {s} 所 定义 的 分 割 的 容量 ， 所 以 这 个 值 递 增 
的 整数 值 不 能 超过 有 限 数量 次 ， 因此， 将 会 出 现 不 存在 从 s 到 的 增 广 链 的 情况 ， 根 据 定理 
13.5， 对 应 的 流 是 最 大 的 ， 对 于 有 理 数 容量 的 情况 ， 我 们 可 以 通过 下 面 的 方法 处 理 ， 对 所 有 容量 
寻找 一 个 公共 分 母 $， 并 考虑 由 原来 的 有 向 网 络 通过 把 所 有 容量 乘 以 $ 而 得 到 的 新 有 向 网 络 ， 国 

一 般 地 ， 如 果 某 些 容量 不 是 有 理 数 ， 那 么 这 个 算法 不 一 定 在 有 限 步 数 内 收敛 ， 另外， 正如 Ford 
和 Fulkdeson[L1962] 所 指出 的 那样 ， 它 可 以 收敛 于 一 个 不 是 最 大 的 流 的 值 ，Edmonds 和 Karp[1972] 
已 证 明 ， 如 果 沿 着 一 个 有 最 小 边 数 的 增 广 链 做 每 一 个 流 增 广 ， 那 么 这 -算法 在 有 限 步 数 内 停止， 
且 得 到 最 大 流 ， 其 详细 内 容 和 参见 Ahuja, Magnanti 和 Orlin[1993], Lawler[1976], Papadimitriou 
和 Steiglitz[1982]. Ahuja, Magnanti 和 Orlin[1989，1991] 概 览 了 网 络 流 算法 的 各 种 改进 方法 . 
13. 3.6 寻找 增 广 链 的 标记 过 程 8 

我 们 所 描述 的 最 大 流 算法 没有 讨论 如 何在 步骤 2. 1 寻找 增 广 链 ， 本 小 节 描述 寻找 这 样 的 链 的 
一 个 标记 过 程 (这 个 过 程 归功 于 Ford 和 Fulkerson[1957])， 在 这 一 过 程 的 每 一 步 ， 我 们 扫描 
(scan) 一 个 顶点 并 给 它 的 邻居 标 上 标签 ， 顶 点 j 得 到 标签 (i+ ) 或 (i- )， 我 们 通过 寻找 一 个 结束 于 
Mi, JHA s 到 j 的 增 广 链 来 决定 标签 ， 十 表示 {i， 才 是 这 个 增 广 链 中 的 向 前 弧 ， 而 一 表示 它 
是 一 个 向 后 弧 ， 最后， 如 果 顶 点 上 被 标记 ， 我 们 有 一 条 从 s 到 的 增 广 链 ， 如 果 这 个 过 程 得 到 没 
有 标记 顶点 :的 结论 ， 那 么 不 存在 增 广 链 ， 而 且 我 们 得 出 这 个 流 最 大 的 结论 ， 这 个 过 程 的 详细 描 
述 如 下 . 

算法 13. 6: 子 程序 一 一 寻找 增 广 链 的 标记 算法 

MA: 有 源头 s 和 汇聚 t 的 有 向 网 络 ， 以 及 (s， OKT 

输出 : 一 个 增 广 链 或 汇聚 工 是 最 大 流 的 信息 . 


4 3] @ 5 


© 本 证 明 可 以 跳 过 . 
日 这 一 点 没有 实际 意义 ， 因 为 计算 机 是 用 有 理 数 工作 的 . 
O 如 果 时 间 紧 张 ， 本 小 节 可 以 跳 过 . 
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步骤 给 顶点 s 赋 标签 (一 ). 

步骤 2. 设 下 是 使 得 sy>0 的 骤 (i， DHEA. 设 悍 是 使 得 zi 之 0 的 缴 (i， 门 的 集合 (注意 ， 
正中 的 弧 可 以 用 作 增 广 链 中 的 向 前 统 ， 而 吾 中 的 强 可 以 作为 增 广 链 中 的 向 后 弧 ). 

步骤 3.( 标 记 和 扫描 ) 

步骤 3.1. 如 果 所 有 已 标记 的 顶点 被 扫描 ， 进 入 步 聂 5. 

步骤 3.2. 如 果 不 是 ， 寻 找 一 个 已 标记 但 没有 扫描 的 顶点 i， 并 如 下 扫描 它 . 

NTH —-HAG, j), WRG, NCP] 没有 被 标记 ， 给 也 赋 标 签 (it ). 

HTH-AAG, D, WRG, 让 EB 且 j 没有 被 标记 ， 给 也 赋 标 签 (i- ). 

不 标记 i 的 其 他 任意 邻居 ， 顶 点 i 现在 已 被 扫描 . 

ERII 如 果 顶 点 t 已 被 标记 ,进入 到 步 弛 4. 否则 进入 到 步 避 3.1. 

BRA 从 顶点 上 开始 ， 使 用 索引 标签 构建 一 个 增 广 链 ， 顶点 上 的 标签 表明 这 个 链 上 倒数 第 二 
个 顶点 ， 倒 数 第 二 个 顶点 上 的 标签 表明 这 个 链 上 的 它 的 前 辈 ， 以 此 类 推 ， 停 止 并 输出 这 个 链 . 

PRS. 停止 并 输出 流 工 是 最 大 流 的 信息 . 


我 们 利用 图 13. 10b 的 流 来 说 明 这 个 算法 ， 我 们 从 把 项 点 * 标记 为 (一 ) 开 始 ， 然 后 ， 我 们 发 
现下 是 由 弧 (1，4)，(2，4)，(3，6)，(3，7)，(4，5)，(5，2 和 (6，7) 组 成 的 ， 而 了 是 由 除 弧 
(2，4)，(5，2)，(3，7) 之 外 的 所 有 弧 组 成 的 ， 现 在 ， 我 们 进行 标记 和 扫描 过 程 (步骤 3). 
图 13. 15 给 出 这 些 标签 ， 注意， 项 点 :一 1 已 标记 但 没有 被 扫描 ，F 中 的 唯一 弧 (1，z) 是 (1，4). 
因此 ， 我 们 用 (1+ ) 标 记 顶 点 4. 在 B PRE 
在 弧 (z，1)， 因 此 ,顶点 1 已 被 扫描 。 因为 
顶点 7 二 1 还 没有 被 标记 ， 所 以 我 们 寻找 另 
一 个 已 标记 但 没有 被 扫描 的 顶点 4， 现 在 ， 
我 们 考虑 F PAM, z), WIAA, 5). 
因此 , 顶点 5 得 到 标签 (4+ )， 我 们 也 注意 
到 弧 (zx，4) 不 在 B 中 ， 因 此 ,顶点 4 已 被 扫 
描 ， 注 意 ,还 没有 被 标记 ， 所 以 我 们 寻找 
另 一 个 已 标记 但 没有 被 扫描 的 顶点 5， 而 弧 
(5, 2) 在 下 中 ， 所 以 我 们 给 顶点 2 标记 
G+). MG, Bh, MURCIA 
点 3 为 (5-)， Wisk 5 已 被 扫描 ， 现在 上 还 没 
有 被 标记 ， 我 们 寻找 另 一 个 已 标记 但 没有 被 扫描 的 顶点 ， 我 们 有 两 个 选择 顶点 2 和 3， 假 设 我 们 
选择 顶点 3， 扫 描 顶 点 3 导致 在 顶点 6 和 7 上 有 标签 (3+ )， 现 在 :一 7 已 被 标记 (很 巧合 ， 所 有 项 
点 都 被 标记 )， 我 们 进入 到 步骤 4， 并 向 后 浏览 寻找 流 增 广 链 ， 特 别 地 ， 顶 点 7 上 的 标签 (3+ ) 把 
我 们 送 回 到 顶点 3， 标 签 (5- ) 把 我 们 送 回 到 顶点 5， 标 签 (4+ ) 把 我 们 送 回 到 顶点 4， 标 签 (1+ ) 把 
我 们 送 回 到 顶点 1， 因 此， 我 们 有 一 条 流 增 广 链 1，4，5，3，7. 在 这 个 例子 中 ， 为 了 寻找 流 增 
广 链 我 们 不 必 区 分 十 和 一 。 然 而 ， 如 果 顶 点 3 和 5 之 间 有 两 条 弧 (3，5) 和 (5，3)， 那 么 顶点 3 上 的 
标签 5- 会 告诉 我 们 使 用 向 后 弧 (3，5)， 为 了 计算 最 大 流 算法 所 需 的 数 \， 在 修改 这 一 标记 算法 时 ， 
标签 十 和 一 很 有 用 . 

定理 13.8 ”如 果 流 工 不 是 最 大 的 ， 那 么 标记 算法 寻找 一 个 增 广 链 ， 否 则 它 以 得 出 工 是 最 大 
的 结论 而 结束 . 


图 13. 15 运用 于 图 13. 10b 中 的 流 的 标记 算法 ， 标 签 
如 顶点 旁边 的 三 角形 中 的 符号 所 示 ， 下 中 的 
弧 和 刀 中 的 弧 分 别 标记 为 P 和 书 
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TERS 显然 ， 如 果 这 个 算法 产生 一 条 从 * 到 上 的 链 ， 那 么 这 条 链 是 增 广 的 我 们 证 明 如 果 
还 没有 被 标记 ， 且 不 存在 已 标记 又 没有 被 扫描 的 顶点， 那么 这 个 流 是 最 大 的 . 设 S 是 由 所 有 已 
标记 顶点 组 成 的 ， 而 是 由 所 有 未 标记 顶点 组 成 的 .那么 (S， 了 是 一 个 (s, DAW. 而 且 , KS 
中 的 i 到 中 的 j 的 每 一 条 弧 都 是 饱和 的 ， 且 从 本 中 的 j 到 S 中 的 i 的 每 一 条 弧 有 流 0， 因 为 否 
则 我 们 就 能 够 在 扫描 5 的 顶点 时 标记 T 中 的 一 个 顶点 ， 我 们 得 出 (S，7T) 是 一 个 饱和 分 割 的 结论 . 
根据 推论 13. 5. 1， 我 们 得 出 工 是 最 大 流 的 结论 . a 

在 结束 本 小 节 时 ， 我 们 注意 到 可 以 修改 标记 算法 ， 使 得 在 结束 时 容易 计算 最 大 流 算法 所 需 
的 数 1， 在 给 一 个 顶点 7 指定 标签 的 每 一 步 ， 我 们 刚好 寻找 到 一 条 从 * 到 的 增 广 链 ， 于 是 ， 设 
AGO) 是 这 条 链 中 的 向 前 弧 (x， 也 的 数量 se 和 这 条 链 中 的 向 后 弧 (wx， 世 的 数量 ze 中 最 小 的 数 ， 令 
4(5) 是 十 eo， 如 果 通 过 从 开始 扫描 来 标记 j ， 那么 可 以 根据 (让 计算 4(j)， 特 别 地 ， 如 果 j 得 


BREG, WAAG Smin), sy), WRJ 得 到 标签 (i )， WAAG Smin), xy}. i 
后 ，》 等 于 MD)( 参 见 练习 40)， 为 了 说 明 ， 在 我 们 的 例子 中 ， 可 以 按 下 面 的 顺序 计算 MX: AG) = 
too, XO =min(X(3), 94)=2, A(5)=min(A(4), ss)=1, A(2)=min{A(5), s2}=1, A(3)= 
min{AC5), 235}=1, a(6)=min(AC3), s36}=1, AC7)=min{AC3), sv} 二 1， 并 且 得 出 4=X(7)==1 
的 结论 . 


13.3.7 最 大 流 算法 的 复杂 度 

我 们 对 最 大 流 算法 的 计算 复杂 度 做 一 下 评估 . 设 a 是 有 向 网 络 中 弧 的 数量 ， 而 v 是 最 大 流 . 
13. 3. 6 节 所 描述 的 标记 算法 要 求 在 每 一 次 用 于 寻找 增 广 链 时 至 多 做 2a 次 弧 检查 ， 作 为 向 前 弧 ， 
我 们 检查 每 一 条 弧 至 多 一 次 ， 而 作为 向 后 弧 我 们 检查 每 一 条 弧 至 多 一 次 ， 如 果 所 有 容量 都 是 整 
数 ， 而 且 对 于 所 有 i j 我 们 从 流 zy 一 0 开始 最 大 流 算法 ， 那 么 每 一 条 流 增 广 链 增加 的 值 至 少 为 
1， 所 以 涉及 搜索 增 广 链 的 迭代 数量 至 多 是 w 因此， 所 需 的 步骤 数量 至 多 是 24a: 己 。 这 一 计算 存 
在 的 一 个 问题 是 ， 我们 希望 把 复杂 度 完全 确定 为 输入 大 小 的 函数 ， 而 不 是 用 解 v 表 示 的 函数 ， 注 
意 ,我 们 的 计算 意味 着 这 一 算法 也 许 花 很 长 时 间 ， 实 际 上 ， 


2 
它 可 能 花费 很 长 时 间 ， 考 虑 图 13. 16 中 的 有 向 网 络 ， 从 0 流 10} 104 
开始 ， 我 们 可 能 想到 选择 第 一 条 增 广 链 1，2，3，4， 然 后 选 。 1 in ot 
择 增 广 链 1，3，2，4， 再 然后 选择 1，2，3，4， 最 后 是 1， x fo) 
3，2，4 等 ， 在 收敛 之 前 这 将 需要 20 亿 次 选 代 ! 然而 ， 如 果 wey e 
第 一 次 我 们 恰好 选择 了 增 广 链 1，2，4， 然 后 是 增 广 链 1， 图 13.16 导致 最 大 流 算法 进行 20 亿 
3，4， 那 么 我 们 用 两 次 选 代 就 可 以 完成 ! 为 了 避 开 这 类 同 SCORE EEE 


J. RAVER AE AAEM 3. 2 做 一 下 修改 ， 使 得 顶点 的 扫 

描 顺 序 与 它们 得 到 标签 的 顺序 一 致 。 Edmonds 和 Karp[1972] 已 证 明 在 这 种 情况 下 ， 至 多 运用 
an/2 次 标记 算法 就 可 以 得 到 最 大 流 ， 其 中 是 顶点 数量 ， 因 此 ， 因 为 每 一 次 使 用 标记 算法 至 多 需 
要 2a 步 ， 所 以 总 步 数 全 至 多 是 


(2a) (an/2) = an < [n(n— 1) Bn. 


© ”本 证 明 可 以 跳 过 . 

O 这 一 结果 忽略 了 计算 裕 量 和 修改 流 的 简单 计算 ， 在 每 一 次 欠 代 中 ， 对 于 每 一 条 弧 ， 至 多 使 用 两 次 计算 ， 所 以 要 
将 步骤 数 加 上 一 个 常数 倍 sw， 在 每 一 次 迁 代 中 ， 我 们 还 需要 计算 4， 它 是 不 超过 a 个 数 的 集合 的 最 小 数 ， 计 算 
所 有 》 的 总 计算 数量 因此 又 是 至 多 等 于 ev。 最后， 我 们 必须 根据 标签 构建 增 广 链 ， 在 每 一 次 迁 代 中 ， 这 一 工作 
又 是 至 多 花费 a 步 或 总 共 至 多 花费 avs. 总 之 ， 如 果 上 是 个 常数 ， 那 么 利用 2. 18 节 的 标记 法 ， 步 又 总 量 因 
此 至 多 是 kav， 即 Olav). 

S 正如 本 页 的 脚注 全 所 述 ， 更 精确 的 计算 是 至 多 需要 如 (an/2) 步 . 
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Edmonds 和 Karp 算法 后 来 得 到 了 改进 有关 改进 算法 的 内 容 可 以 参见 Abuja, Magnanti 和 
Orlin[1993]、Papadimitriou 和 Steiglitz[1982]. 


13.3.8 ”再 论 匹 配 S 


本 小 节 研 究 网 络 流 与 我 们 在 第 12 章 中 学 习 的 匹配 之 间 的 关系 ， 特 别 地 ， 我 们 要 说 明 如 何 证 
明定 理 12. 5， 即 在 二 部 图 中 ,最 大 匹配 中 的 边 的 数量 等 于 最 小 覆盖 中 的 顶点 的 数量 . 

假设 G==(X，Y，E) 是 二 部 图 . 我 们 可 以 把 它 转换 成 一 个 有 向 网 络 D， 称 为 关联 网 络 
(associated network)， 其 方法 是 加 入 源头 s AERE, M s 到 XX 中 所 有 顶点 的 弧 ， 及 从 YY 中 所 有 
顶点 到 1 的 弧 ， 同 时 定向 X 和 Y 之 间 的 所 有 边 的 方向 为 从 X 到 Y， 在 所 有 新 弧 上 放置 容量 1， 在 
所 有 从 义 到 Y 的 弧 上 放置 容量 oo( 或 者 一 个 非常 大 的 数 )、 于 是 ， 容 易 看 到 DD 中 从 s 到 : 的 任意 整 
数 流 (所 有 xi 值 都 是 整数 的 流 ) 对 应 于 G 中 的 匹配 M: 对 于 iE XX，jEY， 我 们 把 边 {i, 放 包含 进 
M 中 ， 当 且 仅 当 沿 着 弧 (i，j) 存 在 一 条 正 流 。 相反 ，CG 中 的 任意 匹配 M EXD 中 的 整数 流 z: 对 
FEA, j} HP iter 中 ， 当 {i, EM PRR ry 1, BWM zy 为 0; 当 且 仅 当 k 在 M 
中 饱和 时 取 zx 为 1， 而 当 且 仅 当 /在 M 中 饱和 时 取 xs 为 1， 另 外， 匹配 M 中 的 边 的 数量 等 于 流 
工 的 值 ， 图 13. 17 通过 给 出 二 部 图 G 及 其 关联 网 络 D 说 明了 这 一 构造 法 .DD 中 所 示 的 流 对 应 于 GG 
中 波状 边 所 示 的 匹配 ， 我 们 用 下 面 的 定理 概括 这 些 结果 . 


G 


PA 13. 17 二 部 图 G 及 其 关联 网 络 D， 以 圆圈 中 的 数 所 示 的 DD 中 的 流 
对 应 于 波状 边 所 示 的 G 中 的 匹配 。 容 量 为 方 格 中 所 示 的 数 


定理 13.9 假设 G(X, Y, EE) 是 二 部 图 ， DD 是 它 的 关联 网 络 ， 那 么 中 中 的 整数 (s，/) 流 与 
G 中 的 匹配 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 另 外 ， 整 数 流 的 值 等 于 所 对 应 的 匹配 中 的 边 教 . 
因为 二 部 图 G=(X，Y， 甩 中 的 匹配 对 应 于 它 的 关联 网 络 D 中 的 流 ， 所 以 我 们 也 许 要 问 这 
个 二 部 图 中 的 覆盖 对 应 于 网 络 中 的 什么 ? 答案 是 覆盖 对 应 于 有 限 容量 的 (s，?) 分 割 ， 为 了 使 这 一 
讨论 更 精确 ， 假 设 ASX，BSY。， 对 于 这 样 的 A 和 B，G 中 的 任意 覆盖 可 以 写成 AUB 的 形式 表 
示 . DD 的 任意 一 个 (s， 分 割 (S， 了 T) 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
S={s} U(X-A) UB, T= {t} UAU (Y-B); 
其 中 * 属 于 S，: 属 于 T. 我 们 简单 地 把 A 定义 为 TNX 中 的 所 有 顶点 , 而 B 是 SNY 中 的 所 有 项 
点 (参见 图 13. 18)， 现 在 , 我们 有 下 面 的 定理 . 
定理 13.10 RRG=(X, Y, DARM, 而 D 是 其 关联 网 络 .假设 ACX, BOY. 设 
K 一 AUB, 并 设 
S={s}U(X-A UB, T= {t} UAU (Y-B). (13. 12) 
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那么 KK 是 G HRA, SARS(S, DRDHARERs, DIH. 另外， 如 果 (S，T) 是 有 限 容 
E, DH, WA | AUB | 是 这 个 分 割 (S， 了 ) 的 容量 . 

证 明 假设 由 (13. 12) 式 所 定义 的 (S，T) 
是 有 限 容 量 (*，2) 分割 ， 因 为 这 个 分 割 的 容量 
是 有 限 的 ， 所 以 在 这 个 分 割 中 不 存在 从 X BLY 
的 弧 ， 即 不 存在 从 X-A 到 Y 一 中 的 弧 (参见 
图 13. 18). 因此 ， 根 据 (13. 12) 式 ，D 中 所 有 从 
X 到 YY 的 弧 或 者 是 从 A 出 发 的 弧 ， 或 者 是 到 B 
AO, Bilt G 的 所 有 边 都 与 A 连接 或 与 B 连 
接 ， 所 以 K=AUB 是 一 个 覆盖 ， 接 下 来 È 
意 ，| AUB | ÆRA, DHEM. HAR 
据 图 13. 18， 这 个 分 割 中 的 弧 正好 是 A 中 工 的 
MGs, MBP y KMAY, D). 存在 1AUB1 
条 这 样 的 弧 ， 每 一 条 弧 都 有 单位 容量 ， 所 以 这 
个 分 割 有 容量 | AUB | . 

PRE. WME K=AUB 是 G 的 覆盖 ， 那 么 由 (13. 12) 式 所 定义 的 (S，T) 给 出 一 个 (s， 
OSM, 它 有 有 限 容量 ， 这 一 证 明 留 给 读者 (练习 37). a 

现在 我 们 证 明定 理 12. 5. 

定理 12. 5 的 证 明 [定理 12. 5: 假设 G=(X，Y，E) 是 二 部 图 ， 那 么 最 大 匹配 中 的 边 的 数量 等 
于 最 小 覆盖 中 的 顶点 的 数量 . ] 考虑 G 的 关联 网 络 ， 因 为 所 有 容量 都 是 整数 ， 所 以 根据 定理 
13.7 的 证 明 可 得 ， 存 在 一 个 最 大 流 ， 在 这 个 最 大 流 中 所 有 的 zi 都 是 整数 ， 这 个 流 的 值 也 一 定 是 
一 个 整数 ， 而 且 根据 定理 13.9， 这 个 流 的 值 将 给 出 最 大 匹配 中 的 边 数 a。 另 外 ， 根 据 最 大 流 最 小 
分 割 定理 (定理 13.6)， 这 个 数 a 也 是 一 个 (s，) 分 割 (S，T) 的 最 小 容量 .假设 这 个 分 割 是 由 
(13. 12) 式 给 出 的 。 此 时 ， 显 然 ， 最 小 容量 的 (s，4) 分 割 有 有 限 容量 ， 所 以 根据 定理 13. 10， 通 过 
(13. 12) 式 分 割 (S，7T) 对 应 于 一 个 覆盖 K 二 AU B，K 中 的 顶点 数量 等 于 | AUB | ， 这 个 值 等 于 
分 割 (S， 了 的 容量 ， 即 等 于 a。 于 是 ， 存 在 有 a 个 顶点 的 覆盖 ， 和 有 a 条 边 的 匹配 ， 所 以 根据 定 
理 12. 4， 这 个 覆盖 一 定 是 最 小 的 。 因 此， 最 大 匹配 中 的 边 数 等 于 最 小 覆盖 中 的 顶点 数量 . a 
13.3.9 RERS 

最 大 流 最 小 分 割 定理 在 通信 网 络 的 设计 中 非常 有 用 .在 设计 这 样 的 网 络 时 ， 我 们 希望 确保 
当 某 些 连通 被 破坏 之 后 ， 它 们 的 “连通 性 "仍然 保持 完整 ， 因 此 我 们 的 兴趣 就 在 于 弧 的 删除 能 破坏 
从 顶点 a 到 顶点 z 的 所 有 路 径 的 弧 的 最 小 数量 .保证 连通 性 的 一 个 方法 是 ， 确 保 我 们 嵌入 “元 
余 ”"， 并 在 顶点 对 之 间 有 很 多 路 径 。 我 们 称 从 a 到 的 一 对 路 径 是 弧 不 相交 的 (arcdisjoint) ， 如 果 
它们 没有 任何 公共 弧 . 我 们 将 看 到 ， 弧 删除 后 破坏 从 a 到 = 的 所 有 (简单 ) 路 径 的 弧 的 最 小 数量 与 
从 a 到 > 的 弧 不 相交 简单 路 径 的 最 大 数量 之 间 有 者 密切 的 关系 . 下面 的 结果 就 是 称 为 门 格 定理 
(以 Menger[1927] 的 名 字 命名 ) 的 一 系列 重要 定理 之 一 . 

定理 13.11 设 N 是 以 a 为 源头 、 以 = 为 汇聚 的 连通 有 向 网 络 ， 网 络 中 每 一 条 弧 的 容量 为 1. 


图 13. 18 分 割 (13. 12) 式 ， 分 割 中 最 好 的 
可 能 弧 由 箭头 表示 


那么 : 
CON 中 的 最 大 (a，z) 流 的 值 等 于 从 a 到 = 的 弧 不 相交 简单 路 径 的 最 大 数量 M. 
CDN 中 的 最 小 (a，z) 分 割 的 容量 等 于 绝 删 除 后 破坏 从 a 到 = 的 所 有 简单 路 径 的 弧 的 最 小 
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Kp. 

证 明 我们 给 出 a 只 有 出 去 的 弧 而 z RAMA MARAE. 一 般 情况 的 证 明 留 给 读者 
(练习 32). 

(a) 设 下 是 所 有 整数 的 集合 ， 使 得 如 果 在 容量 都 为 1 的 有 向 网 络 中 存在 值 为 的 (a，z) 流 ， 
那么 存在 从 a Bz 的 & 个 弧 不 相交 的 简单 路 径 的 集合 。 显 然 , k=1 在 下 中 .现在 我 们 通过 对 使 
用 归纳 法 证 明 ， 所 有 整数 都 在 下 中 .假设 4 在 上 中， 我 们 证 明 A 十 1 在 下 中 .假设 存在 值 为 & 十 1 
的 流 ， 这 时 ， 存 在 从 a 到 = 的 简单 路 径 已 ， 其 中 的 每 一 条 弧 都 有 非 零 流 ， 因 为 所 有 容量 都 为 1， 
所 以 这 个 流 在 己 的 每 一 条 弧 上 都 是 1， 剩 余 的 4 个 单位 流 一 定 经 过 不 在 已 上 的 弧 ， 因此， 删除 P 
的 这 些 弧 ， 留 下 一 个 有 向 网 络 ， 它 的 容量 都 为 1， 而且 有 值 为 的 流 ， 根 据 归纳 假设 ， 在 这 个 新 
的 有 向 网 络 中 ， 存 在 k 条 从 a Ble 的 弧 不 相交 简单 路 径 ， 这些 路 径 连同 已 形成 原来 有 向 网 络 中 的 
4 二 1 条 从 a 到 = 的 弧 不 相交 简单 路 径 的 集合 .这 就 证 明 如 果 v 是 最 大 (ae，z) 流 的 值 ， 那 么 SM. 

假设 我 们 在 N PAM 条 从 a 到 = 的 弧 不 相交 简单 路 径 ， 如 果 我 们 定义 zy 在 这 样 一 条 路 径 中 
的 所 有 弧 (i， DEFF BW 25 FF 0, BARR r= {ry } 是 一 个 值 为 M 的 流 ， 所 以 vM. 

DRS, DÆ N 中 的 一 个 (ae，z) 分 割 ， 这 时 ， 如 果 从 SA T 的 所 有 弧 都 被 破坏 ， 那 么 = 
是 从 a 不 可 达 的 ， 因 此 ， 这 个 分 割 的 容量 至 少 为 户 

现在 , 设 A 是 弧 删 除 后 破坏 从 a 到 x 的 所 有 简单 路 径 的 p 条 弧 的 集合 ， 设 N' 是 通过 删除 A 
的 弧 从 N 得 到 的 有 向 网 络 . 设 召 是 N “中 从 a 可 达 的 所 有 顶点 的 集合 ， 根 据 B 的 定义 ,不 存在 从 
B 的 顶点 到 B'=V(N) 一 B 的 顶点 的 弧 ， 所 以 在 N PAB 到 BARA A 中 ， 因 此 有 
(B，B') 是 容量 至 多 等 于 p 的 分 割 ， 从 而 它 一 定 是 最 小 分 割 . 

定理 13. 12(Menger[1927]) FAM DP, AWA aS) z 的 弧 不 相交 简单 路 径 的 最 大 数量 
FFD PBA RG RAR a 到 = 的 所 有 简单 路 径 的 弧 的 最 小 数量 . 

证 明 ”通过 给 DD 的 每 一 条 弧 分 配 单位 容量 来 构建 一 个 源头 为 4a， 下 落 为 z 的 有 向 网 络 ， 根 据 
定理 13. 11 和 最 大 流 最 小 分 割 定理 (定理 13. 6) ， 此 定理 成 立 . a 

为 了 说 明 这 一 定理 ， 考 虑 图 13. 10( 忽 略 容量 ) 的 有 向 网 络 ， 这 时 ， 存 在 两 条 从 s 到 1 的 弧 不 
相交 简单 路 径 ， 即 *，2，3，6，: 和 s，4，5，t。 同 时 ， 存 在 这 样 的 两 条 统 ， 删 除 它们 将 破坏 所 
AM s Be 的 (简单 ) 路 径 : 弧 (2，3) 和 弧 (4，5)， 因 此 ， 可 得 从 * 到: 的 弧 不 相交 简单 路 径 的 最 大 
数量 为 2， 而 删除 后 破坏 从 s 到 + 的 所 有 (简单 ) 路 径 的 弧 的 最 小 数量 也 是 2. 

我 们 说 一 个 有 向 图 中 从 a 到 = 的 两 条 路 径 是 顶点 不 相交 的 (vertexrdisjoint) ， 如 果 它 们 除 a 和 
z 之 外 没有 公共 顶点 . 

定理 13.13(Menger[1927]) 假设 在 有 向 用 中 中 不 存在 从 顶点 a 到 = HB. MAD Pa 到 
= 的 顶点 不 相交 简单 路 径 的 最 大 数量 等 于 刀 中 顶点 噜 除 后 破坏 从 a 到 < 的 所 有 简单 路 径 的 顶点 的 
最 小 数量 . 

证 明 用 下 面 的 方法 定义 一 个 新 的 有 向 图 D: 把 除 a 和 = 之 外 的 每 一 个 顶点 zx 分 裂 成 两 个 
新 顶点 xl Mu, MAM, w), HA, wWDERM U, w), Heuz, RRM, z), H 
Ca, w URI Ca, u). 这 时 ， 我 们 可 以 证 明 ， 在 D' 中 从 a 到 = 的 弧 不 相交 简单 路 径 的 最 大 数量 
SF DPM a 到 的 顶点 不 相交 简单 路 径 的 最 大 数量 ， 而 且 弧 删除 后 破坏 D 中 从 a 到 z 的 所 有 
简单 路 径 的 弧 的 最 小 数量 等 于 顶点 删除 后 破坏 中 从 a 到 = 的 所 有 简单 路 径 的 顶点 的 最 小 数量 . 
详细 证 明 留 作 练习 [练习 33(a) 和 (b)]. a 

为 了 说 明 这 一 定理 ， 再 次 考虑 图 13. 10 AYA. 上 面 给 出 的 从 s 到 1 的 两 条 弧 不 相交 简 
单 路 径 也 是 顶点 不 相交 的 .顶点 删除 后 破坏 从 * 到 : 的 所 有 简单 路 径 的 两 个 顶点 是 顶点 2 和 4. 
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本 节 练 习 
1. 在 图 13. 19 的 每 一 个 有 向 网 络 中 ， 圆 图 中 的 数字 给 出 一 个 (可 能 的 )(s，D 流 . 
(a) 这 些 流 中 哪些 是 可 行 的 ? 为 什么 ? 
《b) 如 果 这 个 流 是 可 行 的 ， 那么 确定 它 的 值 . CI 


加 


@ 


a B® a 
o2 O) 下 
Go ake) 
s aot i 
gy s 
c) 
a DO » 
DPN 
i A OLDS 
1 
2g © ao) 
e. BO 7 
e) 
图 13. 19 13.3 节 练习 用 的 (可 能 ) 流 [778] 


D 


对 于 图 13. 18 中 的 每 一 个 有 向 网 络 D， 把 权 解 释 成 容量 ， 并 寻找 分 割 (S， 了 的 容量 ， 其 中 S 一 {a,b,，e}， 
T=V(D)—S. 
对 于 图 13. 20 中 的 每 一 个 流 ， 计 算 每 条 弧 的 裕 量 . 
. 对 于 图 13. 13 中 的 流 II， 下 面 中 哪些 是 流 增 广 链 ? 
(a)l, 2, 3,7 (b1, 2, 5,7 G1, 4, 5,7 (hi 4, 2, 3,7 
.对 于 图 13. 12 中 的 流 TII， 练 习 4 中 的 哪些 链 是 流 增 广 链 ? 
.对 于 图 13. 20 中 的 每 一 个 流 ， 或 者 通过 寻找 一 个 使 得 ou c(S, THC, DAWS, DRIER E BRK 
的 , 或 者 通过 寻找 一 个 增 广 链 证 明 它 不 是 最 大 的 . 
. 给 出 一 个 有 向 网 络 和 这 一 网 络 的 流 工 的 例子 ， 对 于 这 个 网 络 ， 流 工 有 值 0， 但 是 对 于 所 有 的 i，j，zs 不 
等 于 0. 


的 


x 
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图 13.21 13.3 节 练习 用 的 有 向 图 


8. 关于 下 面 各 图 中 的 有 向 网 络 ， 说 明 门 格 (第 一 ) 定 理 一 一 定理 13. 12. 


(a) 图 13.19 (b) 图 13.21 

9. 关于 下 面 各 图 中 的 有 向 网 络 ， 说 明 门 格 ( 第 二 ) 定 理 一 一 定理 13. 13. 
(a)13.19 (b) 图 13. 21 

10. 设 G 是 无 向 图 . 


《〈a) 陈 述 并 证 明 门 格 (第 一 ) 定 理 的 变形 一 一 定理 13. 12. 
(b) 陈 述 并 证 明 门 格 (第 二 ) 定 理 的 变形 一 一 定理 13. 13. 
11. 把 算法 13.4 运用 于 图 13. 8 中 的 每 一 个 有 向 网 络 ， 其 中 权 被 解释 为 容量 ， 且 * 一 <，: 一 = 
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20. 


21. 


, 运用 算法 13.5 重复 练习 11. 

.对 于 图 13. 20 中 的 每 一 个 流 ， 运 用 算法 13. 6 搜索 增 广 链 - 

.对 于 练习 13 中 算法 13. 6 的 每 一 个 应 用 ， 计 算数 (7). 

.在 图 13.8 的 有 向 网 络 (d) 中 ， 设 :一 a，: 一 *， 并 通过 设 ra =r ta Ta 一 2， Te 一 Ty 一 zj 一 Tr 一 3， 


H zw 二 zh 一 zs 二 zs 二 2， 而 取 其 他 的 zs 为 0 定义 一 个 流 . 运用 算法 13. 6 搜索 流 增 广 链 . 


. 设 G 是 一 个 图 ，S 和 工 是 顶点 的 不 相交 子 集 ， 证 明 一 端 在 S 中 而 另 一 端 在 了 中 的 顶点 不 相交 简单 路 径 


的 最 大 数量 等 于 满足 下 面条 件 的 顶点 的 最 小 数量 ,删除 这 些 顶 点 分 离 S 和 了 工 ， 即 删除 这 些 顶 点 后 ， 不 
存在 既 包 含 S 的 顶点 又 包含 的 顶点 的 连通 分 支 . 


.对 于 图 12. 12 中 的 每 一 个 二 部 图 : 


(a) 寻 找 其 关联 网 络 D. 
(b) 在 DD 中 寻找 一 个 整数 (s，) 流 及 其 在 G 中 的 对 应 匹配 . 
(OE D PIRA, DARRIE G 中 的 对 应 覆盖 . 


, 考虑 例 13. 8 的 学 校 招生 问题 ， 下面 的 表格 包含 8 个 申请 人 的 列表 ， 列 表 包括 他 们 的 候选 专业 以 及 他 们 


的 所 在 州 . 


可 能 专业 
化 学 生物 学 数学 地 理学 


x 


申请 人 


《a) 面 出 关联 有 向 网 络 . 
(b) 如 果 这 所 学 校 从 每 个 州 至 多 要 2 名 学 生 ， 那 么 招生 官员 能 够 完成 他 们 的 工作 吗 ? 
《〈c) 如 果 这 所 学 校 从 每 个 州 至 多 要 1 名 学 生 ， 那 么 招生 官员 能 够 完成 他 们 的 工作 吗 ? 


e 考虑 例 13. 9 中 双 处 理 器 计算 机 上 的 分 布 式 计算 问题 ， 表 13. 4 给 出 在 这 两 个 处 理 器 上 每 一 个 模块 的 执 


行 成 本 ， 而 表 13. 5 给 出 处 理 器 间 的 通信 成 本 . 
表 13.4 执行 成 本 表 13.5 ”处理 器 间 的 通信 和 成 本 
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(a) 画 出 关联 网 络 . 

《b) 使 用 最 小 成 本 分 割 寻找 处 理 器 最 小 成 本 模块 分 配 . 

回想 一 下 ， 在 无 向 网 络 中 ， 从 源头 * 到 汇聚 上 的 流 被 定义 为 通过 下 面 方法 而 得 到 的 有 向 网 络 中 从 * 到 + 
的 流 : HAG, PMG, ORRB—-RMi, 四， 并 设 每 一 条 弧 与 对 应 的 边 有 相同 的 容量 ， 对 于 图 
13. 22 中 的 每 一 个 网 络 ， 寻 找 从 * 到 上 的 最 大 流 . 

在 一 个 管道 网 络 中 ， 从 位 置 A 向 位 置 B 传 输 油 、 油 可 以 流 经 北 线 或 南 线 的 管道 ， 每 一 个 管道 有 一 个 接 
点 ， 其 中 一 条 管道 是 从 南 线 接点 到 北 线 接点 。 从 位 置 A 到 北 线 管道 接点 的 第 一 条 支线 的 容量 是 每 小 时 
400 桶 油 ; 而 从 这 个 接点 到 位 置 B 的 第 二 条 支线 的 容量 是 每 小 时 300 桶 ，。 南 线 管道 的 第 一 条 支线 的 容量 
是 每 小 时 500 桶 ， 而 第 二 条 支线 的 容量 是 每 小 时 300 桶 连接 两 个 接点 的 管道 的 容量 也 是 每 小 时 300 
桶 ， 每 小 时 从 位 置 A 到 B 所 能 传输 的 最 多 油 基 是 多 少 桶 ? 
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A d 


图 13. 22 13.3 节 练 习 用 的 网 络 


22. 在 本 练习 中 ， 我 们 以 例 2. 21 和 例 3. 10 中 
所 讨论 的 系统 可 靠 性 的 概念 为 基础 ， 假 设 
一 个 系统 是 用 有 向 网 络 表示 的 ， 其 组 件 对 
应 于 弧 ， 我 们 说 这 个 系统 可 行 ， 当 且 仅 当 
在 以 可 行 组 件 定义 的 修改 网 络 中 ， 存 在 值 
至 少 为 v 的 (s，) 流 ， 对 于 图 13. 23 中 的 每 
一 个 有 向 网 络 ， 如 果 v 为 3， 计 算 例 2. 21 
中 定义 的 FC x xy). 
假设 DD 是 有 向 网 络 ，X 是 源头 的 集合 ，Y 图 13.23 13.3 节 练习 用 的 有 向 网 络 
是 汇聚 的 集合 [我 们 假设 X，YEV(D)， 且 
XNY=Ø]. (X, 六 ) 流 是 这 样 的 流 ， 其 中 守恒 条 件 (13.6) 只 对 非 源头 和 非 汇聚 的 顶点 成 立 ， 这 个 流 的 
值 由 下 式 定义 ， 

En: 


J jek 
我 们 可 以 如 下 寻找 到 最 大 (X，Y) 流 : 在 万 中 加 入 丙 个 新 项 点 At, MEX 中 的 所 有 顶点， 加 入 从 * 到 
这 些 顶 点 容量 为 c= 的 弧 ， 对 于 Y 的 所 有 项 点， 加 入 这 些 顶 点 到 : 容量 为 = 的 弧 ， 并 在 这 个 新 网 络 中 寻找 
最 大 (s，) 流 ， 对 于 图 13. 24 中 的 每 一 个 有 向 网 络 ， 寻 找 最 大 (X，Y) 流 . 


23. 


ta 四 e 
四 四 
a PEĆ f 
$ 
T 四 四 回 
hi 1 & 
X™={a,bc}, Y=(g.h} X={a,b}, Y=fg,h} 
a) b) 


图 13. 24 源头 集合 为 X、 汇 聚集 合 为 Y 的 有 向 网 络 


24. 有 3 个 仓库 w, w 和 ws， 和 3 家 零售 商店 ,7 Mr 3000) 3000) 
3 个 仓库 分 别 有 3000, 4000, 6000 桶 油漆 ， 而 零售 店 分 别 “， 
需要 2000, 4000, 3000 桶 油漆 图 13. 25 给 出 一 个 货运 网 
H, KPAG, 旋 的 容量 给 出 在 给 定 的 一 天 内 ， 从 位 置 
到 j 运输 油漆 的 最 大 桶 数 ， 如 果 仅 有 一 天 允许 从 仓库 运 出 
货物 ， 能 否 满足 所 有 和 需要? 〈 在 一 天 中 ， 一 桶 油漆 可 以 经 
过 多 条 必要 的 弧 . ) 如 果 不 能 满足 所 有 要 求 ， 那 么 能 够 满足 
的 最 大 总 需求 是 多 少 ? 我 们 可 以 把 这 一 问题 转化 成 多 源头 
和 多 下 落 的 问题 ， 然 后 再 把 它 转化 成 普通 网 络 流 问题 ( 参 。 图 13. 25 13. 3 节 练习 24 用 的 运输 网 络 


wa 


ws 
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25. 


26. 


27. 在 


34. 


见 练习 23)， 这 样 我 们 就 可 以 解决 这 一 问题 .这 是 一 个 转载 问题 (transshipment problem) 的 例子 . 
《Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993]) 一 个 单位 有 一 定数 量 的 技术 工人 ， 他 们 有 不 同 的 技能 和 不 同 的 资历 
等 级 ， 每 一 个 人 有 指定 技能 集合 中 的 至 少 一 项 技能 ， 但 仅 有 一 个 资历 等 级 ， 这 个 单位 要 组 建 一 个 适应 
某 些 条 件 的 理事 会 : 每 一 种 类 型 技能 的 人 有 一 个 理事 会 成 员 ， 拥 有 资历 等 级 上 的 成 员 至 多 是 w， 是 否 
有 可 能 寻找 到 这 样 的 理事 会 ? EH: 答案 是 “是 ” 当 且 仅 当 某 个 (s，t) 有 向 网 络 有 等 于 指定 技能 数量 的 最 
大 流 值 . 

没有 相同 成 员 的 若干 个 立法 委员 会 要 集会 相互 交流 想法 .我 们 想 把 它们 分 配 到 不 同 的 房间 ， 使 得 同一 
委员 会 中 没有 两 个 人 去 相同 的 房间 .说 明 如 何 使 用 最 大 流 公式 为 委员 会 成 员 分 配 房间 ， 你 应 该 使 用 每 
一 个 委员 会 的 成 员 数量 以 及 第 i 个 会 议 室 的 容量 作为 公式 的 输入 . 

某 些 有 向 网 络 中 ， 我 们 也 许 有 项 点 容量 和 弧 容量 ， 例 如， 对 经 过 某 一 个 给 定 的 收费 设施 的 汽车 数量 
有 一 定 的 容量 限制 ， 这 时 ， 我 们 寻找 既 满足 弧 容量 限制 又 满足 顶点 容量 限制 的 最 大 流 ， 把 这 一 问题 转 
化 为 只 有 弧 容量 限制 的 标准 最 大 流 问题 . 


, 证 明 : 如 果 r RA o s DA AS, DEFRA ch, DAR. BWA v= 当 且 仅 当 对 从 工 到 S 


ERM, DA x, 一 0， 而 对 从 SRAT HERA, PA ry 一 cy. 
假设 从 s 到 :的 流 被 分 解 成 从 s 到 : 的 单位 流 路 径 ， 而 且 每 一 条 单位 流 路 径 都 正好 穿 过 给 定 的 饱和 分 割 
一 次 .证 明 这 个 流 是 最 大 的 . 


30. 我 们 希望 在 某 个 区 域 把 信使 从 位 置 s 送 到 位 置 :， 这 个 区 域 的 道路 网 络 被 模型 化 为 一 个 有 向 图 ， 因 为 某 


些 道路 可 能 被 封锁 ， 所 以 我 们 希望 每 一 位 信使 沿 着 一 条 与 所 有 其 他 信使 的 路 径 完全 不 相交 的 路 径 行驶 . 
我 们 如 何 寻找 派送 信使 的 最 大 数量 ? [提示 使 用 单位 容量 ]. 


31. 对 于 例 13. 8， 证 明 ， 


(a) 如 果 最 大 流 的 值 等 于 代表 申请 人 感 兴趣 的 专业 的 数量 ， 那 么 它 可 以 解决 "学校 招生 "问题. 
《b) 如 果 上 而 的 条 件 不 成 立 ， 这 一 问题 没有 解 . 


.对 于 顶点 a。 有 进入 弧 ， 或 顶点 = 有 出 去 弧 的 情况 ， 完 成 定理 13. 11 的 证 明 . 
这 个 练习 给 出 定理 13. 13 的 证 明 ， 假 设 在 有 向 图 DD 中 不 存在 从 顶点 a 到 顶点 < 的 弧 ， 如 该 定理 “证 明 ” 


中 那样 定义 D'. 

《a) 证 明 D 中 从 a 到 = 的 弧 不 相交 简单 路 径 的 最 大 数量 ， 等 于 DPA a 到 < 的 顶点 不 相交 简单 路 径 的 最 大 
数量 . 

《b) 证 明 D' 中 弧 删 除 后 破坏 所 有 从 a 到 = 的 (简单 ) 路 径 的 白 的 最 小 数量 ， 等 于 D 中 顶点 删除 后 破坏 所 
有 从 a Bi = 的 简单 路 径 的 顶点 的 最 小 数量 . 

设 N 是 无 向 网 络 ， 其 基本 图 是 连通 的 ， 回 想 一 下 ，N 中 的 分 割 是 把 顶点 划分 成 两 个 集合 S MT, RE 

价 地 ， 是 将 S 的 顶点 和 的 顶点 连接 起 来 的 所 有 边 的 集合 。 如 果 s 和 + 分 别 是 N 的 源头 和 下 落 ， 那 么 

当 sES, ETH, (S, DRGs, OS. HF ÆN 的 边 的 集合 . 

GER: MRE 13. 1 节 练习 18 的 意义 下 ,下 是 简单 分 割 集合 ， 那 么 它 是 分 割 . 

(b) 证 明 ， 如 果 下 是 有 最 小 容量 的 (s，#) 分 割 ， 那 么 下 是 简单 分 割 集合 . 


假设 C 是 流 增 广 链 ,而 A 是 C 的 容量 ， 其 定义 如 13. 3. 4 节 所 述 ， 如 果 我 们 把 向 前 弧 上 的 每 一 个 zx, 增加 


A， 而 把 向 后 弧 上 的 每 一 个 zs 减 小 4*， 证 明 即 使 C 不 是 简单 链 ， 这 个 值 或 从 * 出 来 的 净 流 仍 是 增加 的 . 


36. 证 明 : 在 最 大 流 算法 中 ， 寻 找 简单 链 的 流 增 广 链 就 足够 了 . 

. 完成 定理 13. 10 的 证 明 . 

.使 用 13. 3. 8 节 的 结果 ， 在 不 先 证 明定 理 12. 5 的 情况 下 ， 证 明 Konig-Egervary 定理 (推论 12. 5. 1). 

. 假设 G=(X，Y，E) 是 二 部 图 ，M 是 G 的 匹配 .使 用 13. 3. 8 节 的 结果 证 明定 理 12. 7， 即 M 是 最 大 的 


当 且 仅 当 G 不 含 M 增 广 链 . 


, 证 明 : 在 标记 算法 中 ， 如 果 (7 的 定义 如 定理 13. 8 的 证 明之 后 的 讨论 ， 那 么 一 (2). 
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13.4 ”最 小 成 本 流 问 题 
一 些 例子 

另 一 个 网 络 流 问题 如 下 面 所 述 ， 它 有 很 多 重要 的 特殊 情况 ， 假 设 在 一 个 有 向 网 络 中 ， 除 每 一 
条 弧 上 有 非 负 的 容量 外， 我 们 还 有 从 ;到 j 运送 一 个 单位 流 的 非 负 成 本 ay， 我 们 要 寻找 把 固 
定 的 非 负 的 个 单位 的 内 容 从 源头 运送 到 汇聚 : 的 流 ， 并 以 最 小 成 本 完成 运送 ， 也 就 是 说 ， R 
们 要 寻找 一 个 流 z= {zy }， 使 得 它 的 值 为 " 且 习 ui ri 为 最 小 ， 我 们 称 此 为 最 小 成 本 流 问题 
(minimum-cost flow problem). 

为 了 说 明 ， 考 虑 图 13. 19 中 的 有 向 网 络 a, 把 方 格 中 的 数 考虑 为 容量 ， 贺 图 中 的 数 考虑 为 成 
本 ， 存 在 三 个 值 为 3 的 流 ; 这 些 信息 如 图 13. 26 所 示 ， 其 中 的 流 。 有 最 小 成 本 ， 即 

2°34+2+34+0-0+1-+2+1-2=16. 

而 流 a 和 b 的 成 本 分 别 为 18 和 17. 


a) b) c) 


图 13.26 图 13. 19 中 的 有 向 网 络 a 的 三 个 值 为 3 的 流 ， 其 容量 如 方 格 中 数字 所 示 ， 流 如 三 角形 中 数字 所 示 


【 例 13. 10 确定 旅游 团 路 径 (Minieka[1978])】 一 个 75 人 的 旅游 团 打算 从 纽约 到 火 奴 鲁 鲁 . 
给 该 团 安排 的 最 少 费 用 路 径 是 什么 ?我们 以 城市 作为 有 向 网 络 的 顶点 ， 弧 表示 直接 航线 ， 每 一 条 
弧 上 有 容量 限制 ( 非 预 订 座位 ) 和 费用 限制 (航空 费用 ) ， 构 建 一 个 有 向 网 络 ， 为 了 求解 该 问题 ， 我 
们 在 这 个 有 向 网 络 中 寻找 从 纽约 到 火 奴 鲁 鲁 的 75 人 最 小 成 本 流 ( 这 要 假设 航空 费用 是 沿 航线 费用 
的 简单 和 ， 而 这 一 假设 通常 是 不 成 立 的 ). a 


【 例 13.11 运输 问题 】 想象 一 下 ， 我 们 把 某 种 特定 的 日 用 品 存 储 于 ?个 仓库 ， 并 且 要 把 它们 运 
往 m 家 超市 ， 设 ai 是 第 i 个 仓库 的 日 用 品 供应 量 ， 5 是 第 了 家 超市 对 此 日 用 品 的 需求 量 ， 并 设 ww 是 
从 仓库 i 到 超市 ;运输 一 个 单位 的 日 用 品 的 成 本 。 为 了 简便 ,我 们 假设 a; 二 本; ， 即 总 供应 量 等 于 
总 需求 量 (很 容易 消除 这 一 假设 ， 参 见 练习 10)， 这 一 问题 是 寻找 最 小 化 总 运输 成 本 的 运送 模式 ， 

这 一 问题 可 以 如 下 公式 化 . 设 ay EAA i 到 六 被 运送 的 日 用 品 的 单位 数量 ， 我 们 设法 最 小 化 
Fx: 


Mages 
满足 下 面 的 限制 条 件 : 对 于 每 一 个 i 有 
Soy a (13.13) 
且 对 于 每 -- 个 有 
Slag Shy. 3.14) 


限制 条 件 (13. 13) 说 明 从 第 i 个 仓库 运送 的 日 用 品 总 量 至 多 等 于 那里 的 库存 量 ， 而 限制 条 件 
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(13. 14) 说 明 运往 第 j 家 超市 的 日 用 品 总 量 至 少 等 于 它 的 需求 量 ， 注 意 因 为 了 ai 二 6;， 对 于 所 
有 i 和 j， 满足 (13. 13) 式 和 (13. 14) 式 的 任意 解 也 将 满足 


Ds =a; 13. 15) 
ä f 
Damh. (3. 16) 
我 们 可 以 把 这 一 运输 问题 看 成 是 最 小 成 本 流 问 题 ， 画 出 一 个 有 向 图 ， 其 顶点 为 ”个 仓库 wwl ， 
wee ts wns Mim PAT ki, kee s km. WAWA s 和 汇聚 :， 加 入 从 每 一 个 仓库 到 每 一 家 
超市 的 弧 ， 从 源头 项 点 到 所 有 仓库 的 弧 ， 以 及 从 每 一 yl by 
RAHA RAHM (SMA 13.27). EMC, kj) 
上 放置 成 本 ay 和 容量 cy = (或 非常 大 的 数 ); EM s 
(s，wi) 上 放置 成 本 0 和 容量 ai; EMC, D ERER 
本 0 和 容量 久 ， 因 为 我 们 有 限制 条 件 (13. 13) 和 限制 条 
件 (13. 14)， 容 量 看 到 ， 对 于 这 个 有 向 网 络 ， 我 们 有 最 
小 成 本 流 问 题 : 我们 寻找 一 个 值 等 于 也 a; 二 Do; 的 最 Wa 如 
小 成 本 流 ， a 图 13. 27 运输 问题 的 有 向 网 络 
【 例 13. 12 最 优 分 配 问题 (再 探 例 12.6)】 在 例 12.6 及 12.7.2 节 ， 我 们 讨论 了 下 面 的 工作 分 
配 问 题 ， 有 nn 名 工人 和 m 项 工作 ， 每 名 工人 适合 每 项 工作 ， 且 对 工人 i 做 工作 j 的 可 能 的 能 力 由 
等 级 ry 给 出 ， 我 们 希望 给 工人 分 配 工作 ， 使 得 最 大 化 能 力 等 级 的 和 ， 设 zi 是 一 个 变量 ， 如 果 给 
工人 i 分 配 工作 j 则 它 等 于 1， 否 则 它 等 于 0. 这 时 ， 我 们 希望 最 大 化 下 式 : 


Dror. 
把 


其 条 件 限制 为 

Daj <1 和 Say 21. 43.17) 
(注意 ， 在 12.7. 2 节 中 ， 我们 取 m=n 这里， 我们 考虑 一 般 情 况 . ) 我 们 可 以 把 这 一 问题 考虑 成 
为 运输 问题 ( 例 13. 11) ， 其 方法 是 让 工人 对 应 于 仓库 ， 而 让 工作 对 应 于 超市 ， 这 时 ， 我 们 取 所 有 
ai Moj 为 1 并 设 成 本 65 二 一 ry， 我 们 设法 最 大 化 Dry zy 或 最 小 化 D cjzy， 因 此 ， 这 一 优化 
分 配 问题 也 是 最 小 成 本 流 问题 . [二 者 之 间 的 一 个 不 同 点 是 我 们 有 zy = 0 或 者 1 的 附加 要 求 、 然 
而 ， 可 以 证 明 : 如 果 最 小 成 本 流 问题 有 整数 容量 、 成 本 和 值 "， 那 么 存在 z 为 整数 的 最 优 解 ， 而 
且 标准 算法 产生 整数 解 ( 见 下 面 )、 于 是 ，(13. 17) 式 的 要 求 和 rj SO 的 附加 要 求 足以 给 出 zj 二 0 
或 1.] a 


【 例 13. 13 建筑 物 琉 散 (Ahuja，Magnanti 和 Orlin[ 1993], Chalmet, Francis 和 Saunders{ 1982])】 
2001 年 9 月 11 YE ERE PORRI EA ATR ESA PM AE. OP ED 
PREF AAS BPN RIAL, ES A he AR DY Sy LT A. 下面 是 经 过 简化 的 
问题 模型 ， 一 个 建筑 物 中 有 很 多 疏散 人 员 的 位 置 和 很 多 出 口 .为 简单 起 见 ， 我 们 假设 只 存在 一 个 
必须 实施 朴 散 的 位 置 且 仅 有 一 个 出 口 ， 这 时 ， 这 个 疏散 口 和 出 口 就 分 别 变 成 一 个 有 向 网 络 N 的 
源头 和 汇聚 .假设 我 们 必须 从 出 口 疏 散 的 人 的 数量 为 ”一 个 建筑 物 有 很 多 可 以 变 成 这 个 有 向 网 
络 N 的 剩余 顶点 的 位 置 。 当 从 位 置 i 到 j 存在 直接 通道 (楼 梯 或 走廊 ) 时 ， 我 们 用 一 条 弧 连接 顶点 
i 到顶 点] ， 而 且 我 们 设 弧 (i， 疙 的 容量 C5 是 每 单位 时 间 从 这 个 通道 经 过 的 人 数 ， 注意 经 过 通道 
G, 门 可 能 要 花费 若干 单位 时 间 与 .再 一 次 简化 这 一 问题 ， 我 们 假设 芒 是 整数 现在， 我 们 用 


(788) 


a 
z 
B 


530 第 四 部 分 组 合 优 化 


一 个 更 大 的 有 向 网 络 N 取代 有 向 网 络 N， 在 N’ 中 ,我 们 对 每 一 个 顶点 (包括 源头 和 汇聚 ) 做 C 次 
拷贝 ， 其 中 C 要 选 得 足够 大 以 确保 我 们 能 在 p 个 单位 时 间 内 撤离 这 一 建筑 .我 们 把 项 点 i 的 拷贝 
ip 看 成 是 在 时 刻 户 时 的 该 顶点， 在 这 个 更 大 的 有 向 网 络 Nop, MRG, DEN PH P= ti, 
那么 我 们 画 出 一 条 从 is 到 jo 的 弧 ， 换 句 话说 ， 弧 (zj ，j) 表 示 一 个 人 沿 着 从 i 到 /这 条 通道 移动 
所 化 时 间 内 顶点 i 到 顶点 j HED. ERA jO LUERE cy ， 和 “成 本 ”wy， 增 加 一 个 源头 
顶点 S 和 汇聚 顶点 工 ， 并 对 于 所 有 p MAMCS, s), MAHA 4 加 入 弧 (4 ，T) ， 其 容量 无 限 大 ， 
而 成 本 是 0， 图 13. 28 给 出 一 个 虚设 小 型 建筑 物 的 有 向 网 络 NAN. 从 S 到 T 的 值 为 v 的 最 小 
“成 本 " 流 给 我 们 一 个 在 最 小 的 时 间 内 从 这 个 建筑 物 朴 散 所 有 "个 人 的 计划 . a 


图 13. 28 ”虚设 小 型 建筑 物 的 有 向 网 络 N 和 N“， 其 中 C=6， 除 虚线 弧 外 ， 所 有 的 容量 都 等 于 2, 
而 虚线 弧 的 容量 为 无 穷 大 (和 0 RE). N 中 圆 转 中 的 数 是 时 间 ey. NPM, j) E 
的 成 本 是 N PAG, j) ERRE 


通过 修改 13. 3. 5 节 中 描述 的 最 大 流 算法 ， 我 们 得 到 解决 最 小 成 本 流 问题 的 有 效 算法 (如 果 容 
基 、 成 本 和 值 "都 是 整数 ， 则 这 一 算法 产生 整数 解 )， 其 详细 内 容 可 以 参见 Ahuja，Magnanti 和 
Orlin[L1993] 、Lawler[1976] 、Minieka[1978] 或 Papadimitriou 和 Steiglitz[1982]， 对 于 诸如 运输 问 
题 或 优化 分 配 问题 的 特殊 情况 ， 存 在 更 有 效 的 算法 . 
本 节 练 习 
+ PEPE 13. 20 中 的 每 一 个 有 向 网 络 中 ， 把 圆 图 中 的 数 看 作成 本 而 不 是 流 ， 把 方 格 中 的 数 如 以 往 一 样 看 作 是 
容量 ， 对 于 每 一 种 情况 ， 寻 找 从 s 到 + 的 值 为 3 的 最 小 成 本 流 . 
在 图 13. 29 中 的 每 一 个 有 向 网 络 中 ， 把 每 一 条 弧 (i， 力 上 的 序 对 (as ，cy ) 考 虑 为 它 的 成 本 (au ) 和 容量 (cy ). 
《a) 寻 找 有 向 网 络 a 中 从 s 到 : 的 值 为 25 的 最 小 成 本 流 . 
(b) 在 有 向 网 络 b 中 寻找 从 * 到 : 的 值 为 9 的 最 小 成 本 流 . 
(0) 在 有 向 网 络 c 中， 寻找 从 * 到 上 的 值 为 30 的 最 小 成 本 流 . 
3,(a) 对 于 图 13. 28( 例 13. 13) 所 示 的 建筑 物 疏 散 问 题 ， 寻 找 值 为 10 的 最 小 成 本 流 . 

《b) 通 过 如 何 从 图 13. 28 所 描述 的 建筑 物 中 玖 和 散 10 个 人 来 说 明 (a) 的 答案 . 

《c) 可 以 从 图 13. 28 所 描述 的 建筑 物 中 朴 散 的 人 的 最 大 数量 是 多 少 ? 这 个 值 的 最 小 成 本 流 是 什么 ? 
《Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1992]) 一 家 航空 公司 从 纽约 到 芝加哥 一 天 有 6 次 航班 ， 从 早晨 7 点 开始 ， 它 
们 每 也 2 小 时 间 起 飞 一 次 ， 上 午 航班 的 飞机 有 100 名 的 客 容量 .午后 的 飞机 有 150 名 的 客 容量 ， 这 一 
航空 公司 可 以 把 预定 过 多 的 乘客 转载 到 后 面 的 航班 。 下 午 5 点 之 后 ， 这 家 航空 公司 可 以 把 乘客 转载 到 
另 一 家 航空 公司 的 晚间 10 点 的 航班 ， 那 个 航班 总 有 座位 ， 被 转载 的 乘客 可 以 得 到 200 美元 的 补偿 ， 
而 且 如 果 航 班 延 迟 的 时 间 超 过 2 小 时 ， 那 么 每 小 时 再 加 20 美元 补偿 .假设 在 某 一 天 ， 在 它 的 六 次 航 
班 上 ,这 家 航空 公司 分 别 有 110, 160, 103, 149, 175, 140 人 定 票 . 把 最 小 化 补偿 成 本 问题 阑 述 为 
最 小 成 本 流 问题 . 

一 名 酒宴 承办 人 预先 知道 在 以 后 的 n 天 中 ， 在 第 j 天 需要 a; 条 和 餐巾， 其 中 j 一 1，2，…，n， 对 于 任意 给 


a 


a 
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E. 1 


图 13.29 练习 2 的 最 小 成 本 流 问 题 


定 的 某 天 ， 这 名 承办 人 可 能 买 新 的 餐巾 或 使 用 洗 过 的 餐巾 。 餐 巾 的 洗涤 可 以 由 快速 服务 店 来 做 ， 它 需要 
4 天 ， 或 较 慢 的 服务 店 来 做 ， 则 需要 r 天 .新 的 餐巾 的 成 本 是 分 钱 ， 快 速 洗涤 一 条 餐巾 的 成 本 是 d 分 
钱 ,而 慢 速 洗涤 一 条 餐巾 的 成 本 是 。 分 钱 ， 从 没有 餐巾 开始 ， 这 名 承办 人 如 何以 最 小 的 成 本 满足 餐巾 的 
需求 ? 把 这 一 问题 转化 成 最 小 流 成 本 问题 (注意 ， 在 历史 上 早 于 这 一 问题 的 一 个 类 似 问 题 是 ， 维 护 飞机 
时 ， 快 速 检查 还 是 慢 速 检查 发 动机 的 问题 ) 

《Ahuja，Magnanti 和 Orlin[1993]、Prager[1957]) 一 名 投资 者 考虑 在 工 个 期 货 时 间 周 期 内 投资 黄金 ， 在 
每 一 个 时 间 周 期 内 ， 他 可 以 买 进 、 卖 出 或 持 有 他 已 有 的 黄金 ， 假 设 在 时 间 周 期 内， 他 可 以 至 多 买 进 w 
HARE. HAES 所 化 司 黄金 ， 而 且 ( 因 为 先前 的 合同 ) 必 须 至 少 卖 出 y ARS, MAMAS F 
一 个 时 间 周期 之 前 ， 他 必须 至 少 持 有 买 进 的 黄金 ， 在 时 间 周 期 i 内 投资 黄金 的 相关 成 本 是 ， 每 痊 司 买 进 
价 为 p、 卖 出 价 为 s， 及 在 时 间 周 期 ; 内 持 有 黄金 的 成 本 是 每 盘 司 ww,， 这 位 投资 者 在 工 个 时 间 周 期 内 如 
何 买 进 、 卖 出 和 持 有 黄金 才能 最 大 化 利润 ? 把 这 一 问题 亲 述 为 最 小 成 本 流 问题 . 

.在 练习 6 的 投资 问题 中 ， 假 设 我 们 认为 各 种 限制 和 成 本 与 i 无关, 但 是 如 果 你 买 进 黄金 ， 那么 你 必须 提 

前 两 个 时 间 周 期 订购 ， 而 且 如 果 你 决定 在 任意 时 间 周 期 内 持 有 黄金 ， 那 么 你 必须 持 有 它 三 个 时 间 周 期 . 

你 如 何 分 析 这 一 投资 问题 ? [提示 ， 与 例 13. 13 的 建筑 物 疏 散 比 较 ]. 

(Cook 等 [1998]) 假 设 D 是 弱 连 通 有 向 图 ， 我 们 可 以 以 成 本 ca) MAD 的 任意 弧 a 二 (u,vw)， 其 中 复制 

的 意思 是 加 入 另 一 条 从 u 到 wv 的 台 .我 们 可 以 复制 一 条 弧 任 意 多 次 ， 我 们 想 尽 可 能 少 地 复制 弧 以 得 到 一 

个 有 欧 拉 封 闭路 径 的 多 重 有 向 图 ， 把 这 一 问题 阐述 为 最 小 成 本 流 问题 (类 似 的 问题 出 现 于 与 12. 7. 1 节 的 

“中 国 邮 差 "问题 相 关 的 问题 中 ). 

假设 我 们 有 两 个 仓库 和 两 家 超市 ， 在 第 一 个 仓库 有 10 卷 电线 ， 在 第 二 个 仓库 有 14 卷 电线 ， 另 外， 第 一 家 

超市 需要 13 卷 电线 ， 而 第 二 家 需要 11 卷 电线 ， 当 运输 成 本 由 下 面 的 矩阵 给 出 时 ， 寻 找 最 小 成 本 运输 调度 . 


工厂 


p 


2 


ETUE TE. 


仓库 1 [100 s] 
2| 69 7 


10. 考虑 运输 问题 ( 例 13. 11). 
(aE AMR Da < Obj. ABA EERE (13. 13) 式 和 (13. 14) 式 的 运送 模式 . 
Cb) MR Da, > 隐 b ， 证 明 我 们 还 可 以 通过 下 面 的 方法 认为 a; = D6, : 创建 一 个 新 的 第 (m 十 1) 个 超市 ， 


设 如 ii 一 Da 一 De, ， 加 入 从 每 一 个 仓库 到 新 超市 的 弧 ， 并 设 所 有 新 弧 的 容量 为 0. 
a rt 
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1. 在 有 成 本 的 有 向 网 络 中 ， 修 改 增 广 链 的 定义 ， 使 得 它 可 以 开始 于 之 外 且 结束 于 + 之 外 的 顶点 .定义 增 
广 链 的 成 本 为 向 前 弧 的 成 本 和 减 去 向 后 弧 的 成 本 和 ， 增 广 回路 (augmenting circuit) 是 形成 回路 的 增 广 链 . 
(a) 对 于 练习 1 中 的 每 一 个 例子 ， 寻 找 值 为 3 的 没有 最 小 成 本 的 流 ， 并 寻找 有 负 成 本 的 流 增 广 回路 . 
NER: 如果 值 为 v 的 流 有 最 小 成 本 ,那么 它 没有 负 成 本 流 增 广 回 路 . 

(OWE: 如果 值 为 v 的 流 没有 负 成 本 流 增 广 回路 ， 那么 这 个 流 有 最 小 成 本 . 

12. 我 们 可 以 把 运输 问题 ( 例 13. 11) 如 下 简化 成 最 大 权 匹 配 问题 (12. 1 节 )， 如 下 构建 一 个 有 2 了 a 个 顶点 的 
二 部 图 G 二 (X,Y, E). HF i= vm EX RAB 个 仓库 的 a, 个 拷贝 组 成 的 ， 而 对 于 j 二 1， 
2，*…，m， 设 Y 是 由 第 j 个 超市 的 b; 个 拷贝 组 成 的 。G 包含 X PH 间 的 所 有 可 能 边 ， 在 
将 第 i 个 仓库 的 拷贝 和 第 j 个 超市 的 拷贝 连接 起 来 的 边 上 ， 放 置 权 K-a ， 其 中 K 足够 大 ， 证 明 运输 
问题 的 最 优 解 对 应 于 G 的 最 大 权 匹配 . 
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(by vs r, k, A)-configuration((b, v, r, k, AH 
JB). 525 

bacterial promoter sequences( 细 菌 促 长 因子 序列 )， 
575 

balanced imcomplete block design( 平 衡 不 完全 区 组 
iit), 525-548 

building new ones from existing ones( 从 已 存 的 设 

计 构 建新 的 平衡 不 完全 区 组 设计 )、 
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537-538 
conditions for existence( 平 衡 不 完全 区 组 设计 的 
存在 条 件 )，528-530 
symmetric( 对 称 平衡 不 完全 区 组 设计 )，536-537 
and Latin sequares( 平 衡 不 完全 区 组 设计 和 拉丁 
方 )，553-555 
and projective planes( 平 衡 不 完全 区 组 设计 和 射 
影 平 面 )，553-555 
bank courier( 银 行 信使 )，28，657 
Banzhaf power index ( Banzhaf 势 H 4% #0, 76, 
334, 335 
base( 基 ) 
in DNA chain(DNA 链 中 的 基 )，16 
extended( 尖 基部 )，645 
interior extended( 内 尖 基部 )，645 
in RNA chain(RNA 链 的 某 )，61 
basie( 基 础 的 )，24 
basketball( 篮 球 )，68，349 
Bell number( 贝 尔 数 )，59 
Benzene rings(#5F), 391-395 
Berge Conjecture(strong) ( 强 伯 格 猜想 )，155 
Bernoulli trials( 伯 努 利 试验 )，329-331，333，571 
first success in( 伯 努 利 试验 中 的 第 一 次 成 功 )， 
331 
Bernoulli, Jakob, 10 
BIBD( 平 衡 不 完全 区 组 设计 )，525 
symmetric( 对 称 平衡 不 完全 区 组 设计 )，536 
bigger than( 比 …… 更 大 )，235 
binary arithmetic of computing machines( 计 算 机 的 
二 进 制 算术 )，309，519 
binary block code( 二 进 制 区 组 代码 )，3，567 
binary characters( 二 分 特征 )，211 
binary code( 二 进 制 代码 )，3，15，567 


binary relation( 二 元 关系 )，235-240， 见 names of 

individual relations 
digraph corresponding to( 对 应 二 元 关系 的 有 向 

FAD, 236 i 

binary search algorithm( 二 分 搜索 算法 )，216 

binary search tree( 二 叉 搜 索 树 )，205-206 

binary tree( 二 叉 树 ) 

binary-reflected Gray code order( 二 进 制 反射 格雷 代 
码 顺序 )，87-89 

binomial coefficient( 二 项 式 系数 )，8，36 


binomial theorerm( 二 项 式 定理 )，312-319 
bioconsensus( 生 物 合意 )，574 
bit( 位 )，3 
bit string( 位 串 )，3，15，16 
and binary trees( 位 串 和 二 叉 树 )，215 
complement of( 位 申 的 补 )，447 
of even parity( 侦 数 奇偶 位 串 )，73 
Bixby, Robert, 29 
block( 区 组 )，490，492，525，526 
message( 区 组 信息 )，563-565 
block code( 区 组 代码 )，3，564 
block designs( 区 组 设计 )，489-497 
and(errorcorrecting)codes( 区 组 设计 和 (错误 校 
正 码 )) 562, 591-605 
balanced( 平 衡 区 组 设计 )，525-526 
complete( 完 全 区 组 设计 )，493 
imcomplete( 不 完全 区 组 设计 )，493 
randomized( 随 机 区 组 设计 )，490，491，493 
blocking pair( 中 断 对 )，725 
blood samples( 血 样 )，39 
blossom (E$), 714 
board(of acceptable and forbidden squares) (棋盘 )， 
293, ® Rook polynomials 
complementary (HtA, 419 
decomposition( 棋 盘 分 解 )，300 
bond( 键 ) 
chemical( 化 学 键 )，193 
Watson-Crick(Watson-Crick 键 )，389-390 
book printing( 书 籍 印刷 ) 52, 58, 422, 670, 677 
Boole, George, 549 
Boolean algebra(4i {CBO » 276-282 
{0，1}-({0，1) 布 尔 代数 )，276 
Boolean function( 布 尔 函 数 》 
Bose-Einstein statistics( 博 泽 - 爱 因 斯 坦 统计 )，57 
botany( 植 物 学 )，348-349 
brake lining，testing( 制 动 衬 面 测 试 )，497-498 
breadth-first search( 广 度 优先 搜索 )，158，610，616 
breakpoint( 断 裂 点 )，92 
breakpoint in signed permutation( 带 符号 排列 中 的 断 
型 点 )，95 
bridge( 桥 )，618，619，627，698 
brightness( 亮 度 )，237 
Bruck-Ryser-Chowla Theorem (Bruck-RyserChowla 
定理 )，536 
brute force algorithms( 强 力 算法 ) 623 
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bubble sort( 冒 泡 排 序 )，209，357 

building evacuation( 建 筑 物 疏散 )，788，791 

building inspector( 建 筑 物 检查 员 )，108 

bumping, airline passengers (转载 某 航线 的 乘客 )。 
791 

Burnside, William, 458 

Burnside’s Lemma( 伯 恩 赛 德 引 理 )，457-462 

burst-error-correcting codes( 突 发 性 错误 校正 码 )，567 


C 


Cla (1% a 的 等 价 类 )，459 
Cin, Din AER PE r 个 元 素 的 组 合 数 )，、35 
Cin; Hh，"…， 巩 )(n 个 可 区 分 球 放 入 k 个 可 区 
分 盒子 里 的 方法 数量 )，59 
c-choosable(c 可 选 的) 165 
cable television( 有 线 电视 )，420 
providers( 有 线 电视 提供 商 )，546 
Caesar cyphers LRE), 562-563 
Caesar, Julius, 563 
calling patterns( 呼 叫 模式 ) ，439 
campus housing( 学 校 住宿 )，60，688，701 
campus registration( 学 校注 册 ) ，60 
capacity( 容 量 ) 
arc( 弧 容量 )，784 
of channel( 信 道 容 量 )，343，364 
of cut( 分 割 的 容量 )，760，774 
vertex( 顶 点 容量 )，784 
cardiac drugs( 心 脏 药品 ) ，495-496 
Cartesian product HK JLBD + 235 
Catacondensed polyhexes( 向 下 浓缩 多 精 ) 392 
Catalan numbers( 卡 塔 兰 数 )，386，388，395，397 
Catalan, Eugene Charles, 386 
Caterer problem( 卡 塔 兰 问题 )，791 
Cauchy's formula( 柯 西 公式 )，479 
Cayley's Theorem (WEM), 195, 196, 200 
Cayley, Arthur(13€), 10. 193, 195, 382, 549 
CD player(CD 播放 器 ) 32, 423 
ch(G)(G 的 选择 数 )，165 
chain(in graph)(( 图 中 的 ) 链 )，135，265， 见 
Augmenting chain 
alternating EHHE), 706 
closed (HEE), 135 
eulerian( 欧 拉链 )，609，632-656 
hamiltonian( 哈 密 顿 链 )，609，656-677 
length of( 链 的 长 度 )，135 


simple( 简 单 链 )，135 
chain(in network)(( 网 络 中 的 ) 链 )，746 
channel assignment (信道 分 配 )，147，159-161， 
163, 697 
channel( 信 道 ) 
assignment of (信道 的 分 配 )，95，147，159- 
160, 167 
binary symmetric (二 进 制 对 称 信道 )，567， 
571, 573 
capacity of( 信 道 容量 )，343，364 
noisy( 曲 声 信道 )，107，573 
rary symmetric(g 进 制 对 称 信道 )，579 
transmission( 信 道 传输 )，561 
characteristic equation( 特 征 方程 )，361 
characteristic function( 特 征 函 数 ) 80 
characteristic root( 特 征 根 )，361 
multiplicity of( 特 征 根 的 重 数 ) 364 
characteristic roots, method of (特征 根 方法 ) 360- 
369，382 
distinct roots( 不 同 的 特征 根 )，360-363 
multiple roots( 多 重 特征 根 )，364-366 
chemical bond( 化 学 键 )，193，687 
chemical industry( 化 学 工业 )，658，743 
chemical nomenclature( 化 学 命名 )，193 
chemistry( 化 学 )，193-196，299，382，391-395 
organic( 有 机 化 学 )，10，119，443，444，462， 
463, 477, 480, 483 
为 (G)(G 的 人 元 组 着 色 数 量 )，162 
Xr(G)(G 的 工 着 色 数 量 );，160 
X(G)(G 的 着 色 数 量 )，146，172 
children( 孩 子 )，202，382 
lefr( 左 孩子 )，202，382 
right( 右 孩子 )，202，382 
“Chinese Postman” Problem “中国 邮差 "问题 )， 
640-644, 654, 655, 687, 717-718, 791 
chip manufacturing i} #1), 331, 472, 479 
chocolate shoppe( 巧 克 力 店 )，48 
choice number( 选 择 数 )，165 
chords, of a circle, intersection patterns of( 一 个 图 
的 弦 的 交叉 模式 )，397 
chromatic number (着 € 数 )，146，148，149， 
154-155 
edge( 边 着 色 数 )，171 
chromatic polynomial( 色 多 项 式 )，172-185 
by inclusion/exclusion( 利 用 容 斥 原理 计算 色 多 
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项 式 )，414-416 
characterizing( 刻 画 色 多 项 式 )，174，180 
of a map( 一 个 地 图 的 色 多 项 式 )，181 
of a tree( 树 的 着 色 多 项 式 )，199 
properties of( 色 多 项 式 的 性 质 ) 179-180 


reduction theorems for( 色 多 项 式 的 化 简 定理 )， 


175-179, 184, 185 
chromosomes (染色 体 )，15，92 
Chu，Shih-Chieh( 朱 世 杰 )，10 

Chvátal, Vaclav, 29 

Cigarette survey( 香 烟 调查 )，421 


circuit(in a graph or network)(( 图 或 网 络 中 的 ) 回 


路 )，135 
augmenting( 增 广 回路 )，792 


hamiltonian( 哈 密 顿 回路 )，656，658-660， 


666, 672 

length of( 回 路 的 长 度 )，135 
circuit boards, holes in( 电 路 板 中 的 孔 )，29 
circuit matrix( 回 路 矩阵 )，224 
cireuit，electrical( 电 路 ) 


design of (电路 的 设计 )，20，151，199，442， 


467-469 


for computing a switching function( 计 算 一 个 开 


关 函 数 的 电路 ) ，442，467-469 
integrated( 集 成 电路 )，472，479 
printed( 印 制 电路 ) ，151 


circuitry in computers( 计 算 机 中 的 回路 )，191，743 


circulene SRA)» 396 
cl chain(xy x) (SA x Bl x 的 闭 链 )，634-635 
classification schemes( 分 类 表 ) ，738 
clique( HI), 102, 148, 168, 225 
clique number( H0, 102, 148, 171 
clone library( 克 降 库 ) 540 
clones( 克 降 ) 539 
closure of a graph( 一 个 图 的 闭 包 )，660 
closure, axiom of( 闭 包公 理 )，450，517 
clustering RA), 739, 740 
coalition( 联 合 )，73 

losing( 输 联合 )，74 

winning BURG). 74 

minimal( 最 小 赢 联合 ) 80 

code alphabet( 代 码 字母 表 ) 562 
code tree，optimal( 代 码 树 ， 最 优 )，203 
code trees( 代 码 树 )，202 
code( 代 码 ) 


(4m)-Hadamard((4m) 阿 达 马 码 )，601 

(4m 一 1)-Hadamard( (4m 一 1) 阿 达 马 码 )，599 

(ny qd)-code((n，q) 代 码 )，569-571，591，597 

binary( 二 进 制 代码 )，3，15，567 

binary block( 二 进 制 区 组 代码 )，567 

binary group( 二 进 制 群 代码 )，583 

binary nr-( 二 进 制 n 代码 )，567 

block( 代 码 区 组 )，3，564 

equivalent( 等 价 代码 )，587，590 

error-correcting( 错 误 校正 码 )，567-582，591-605 

perfect( 完 美 错误 校正 码 )，581，591 
terror-correcting(t 错误 校正 码 ) 568 

error-detecting( 错 误 检测 码 )，567-587 

formal definition in coding theory( 编 码 理 论 中 
的 代码 的 形式 定义 )，564 

Benetic( 遗 传代 码 )，561，648 

group( 群 代码 )，583 

Hadamard( 阿 达 马 码 )，591-592 

linear( 线 性 代码 )，582-591 

matrix( 和 矩阵 代码 )，564 

Morse( 莫 尔 斯 码 )，3-4，18 

parity check (奇偶 校 验 码 )，567，570，572， 
580, 582, 584-587 

permutation( 排 列 代码 )，565 

prefix( 前 级 代码 )，203-204 

9-ary(9 进 制 代 码 )，567，578-580，591 

rary block n-code(q 进 制 区 组 ”代码 )，578， 
581，591 

Reed-Muller( Reed-Muller 代码 ) ，602 

repetition( 重 复 码 )，564-565，570，572，573， 
580, 581, 583, 585-587, 589 

rich( 丰 富 代码 )，591，597-602 

triple repetition( 三 元 重复 码 )，564，569，572， 
573，583，585-587 


codeword( 代 码 字 )，321，584-586 


and duration of messages( 代 码 字 和 信息 传输 时 
间 )，343 

distance between( 代 码 字 之 间 的 距离 )，568 

legitimate (合法 代码 字 )，342-343，354-355， 
371-373, 429 

representing by a digit( 由 一 个 数字 表示 的 代码 
字 ),，691, 697 

withspecified distribution of letters and frequency 
( 带 有 特定 字母 分 布 和 频率 的 代码 字 )，648 


codewords，set of( 代 码 字 集 合 ) 
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formal definition in coding theory( 编 码 理论 中 
的 代码 字 集合 的 形式 定义 )，564 
rich( 丰 富 代码 字 集 合 )，591 
coding theory( 编 码 理论 ) 561-608 
coin tossing( 硬 币 投掷 )，43，329，331，433 
Coleman power index (Coleman 势力 指数 )，76， 
333-337 
college admissions( 大 学 招生 )，760，784 
colored weak orders( 着 色 的 弱 序 )，471 
coloring of a collection of objects( 对 象 集合 着 色 ) ，462 
as graphs( 作 为 图 的 对 象 集合 着 色 )，452，471 
distinct colorings( 对 象 集合 的 不 同 着 色 )， 
462-472 
equivalent colorings( 对 象 集合 的 等 价 着 色 )， 
464-466 
inventory of( 对 象 集合 的 着 色目 录 )，480-482 
weight of( 对 象 集合 的 着 色 权 )，480 
coloring of a 2X2 array(2X2 数组 的 着 色 )，440， 
446, 451, 462, 464, 474, 480-483 
coloring of graphs( 图 着 色 )，145-185 
2-coloring( 疼 的 2 着 色 )，155-165 
edge-coloring( P0922 % t), 171 
equivalent under automorphisms( 自 同 构 下 的 图 
着 色 等 价 )，466-467 
improper( 图 的 不 适宜 着 色 )，414 
和 coloring( 图 的 上 着 色 )，145 
k-tuple hy k LAME), 161-163 
list coloring( 图 的 列表 着 色 )，7，163-165，693， 
696 
proper( 图 的 适宜 着 色 )，414 
set coloring( 图 的 集合 着 色 ) 161-162 
variants( 图 着 色 变形 )，159-165 
coloring trees (着 色 树 )，442-443，462，463，466， 
475，477 
column factor( 列 效应 ) 494 
combination lock( 组 合 锁 ) 33 
combinations( 组 合 ) 35-41 
algorithm for generating (生成 …… 的 组 合算 
法 )，96 
counting( 组 合计 数 )，302-312，320，418-419 
combinatorial chemistry( 组 合 化 学 )，193 
combinatorial design (组 合 设计 )，1-3，421]，422， 
489-560 
combinatorial optimization( 组 合 优化 )，683-795 
combinatorial proof( 组 合 证 明 )，36 


commodity( 日 用 品 )，787 
flow of (物流 )，757-760 
common birth month( 生 日 的 月 份 相 同 )，103 
communication network( 通 信 网 络 ) 
communication with computers (使 用 计算 机 的 通 
信 )，561 
communications in interconnection networks( 互 联网 
中 的 通信 )，625 
commutativity( 交 换 性 )，457，517 
compact disc( 光 盘 ) 
and error-correcting codes (光盘 和 错误 校正 
码 )，602 
design of( 光 盘 设 计 )，567 
comparable( 可 比较 的 )，252 
compatible string A&R), 647 
competition among species (物种 间 的 竞争 )， 
122，131 
competition graph( 竞 争 图 )，122，131，139 
competition graph of food web( 食 物 链 的 竞争 图 ) ，131 
compiler( 编 译 器 ) 122. 216 
optimizing( 优 化 编译 器 )，146 
complement(#h) 
in lattice( 格 中 的 补 )，275 
of digraph( 有 向 图 的 补 )，144 
of graph( 图 的 补 )，171，224 
of relarion( 关 系 的 补 )，244 
symmetric( 对 称 补 )，246 
complementary design( 补 设计 )，545 
complementary digraph( 补 有 向 图 )，144 
complementary graph( 补 图 )，171，224 
complete digest by enzymes( 酶 的 完全 分 解 )，64-67， 
645-646, 655 
complete graph( 完 全 图 )，135 
complete pgon( 完 全 p WHE), 225 
complete relation( 完 全 关系 )，240，243 
complexity function( 复 杂 度 函数 )，5，27，29， 见 
computation, complexity of 
growths of different( 不 同 复杂 度 函数 的 增长 )， 
98 
component( 分 支 )，138-139 
connected( 连 通 分 支 )，138-139，184，415，616 
strong( 强 分 支 )，140 
unilateral( 单 分 支 )，144 
weak( 弱 分 支 )，143 
composite number( 合 数 )，407 


主题 索引 549 


composition( 合 成 )，450 
computation( 计 算 ) 
complexity of( 计 算 复 杂 度 )，27-31，341，612 
average-case( 平 均 情况 的 计算 复杂 度 )，30 
worst-case( 最 坏 情况 的 计算 复杂 度 )，30 
speed( 计 算 速度 )，4-5 
square roots( 平 方 根 计算 )，313 
computer programs( 计 算 机 程序 》 
scheduling( 计 算 机 程序 的 调度 )，29 
computer circuitry( 计 算 机 回路 )，743 
computer dating( 计 算 机 约会 安排 )，698 
computer graph plotting( 计 算 机 绘图 )，632，642， 
687, 717 
computer hardware( 计 算 机 硬件 )，191，265 
computer programs( 计 算 机 程序 ) 
analysis of( 计 算 机 程序 分 析 ) 122 
recursive( 递 归 的 计算 机 程序 )，612 
representing a graph in( 计 算 机 程序 中 的 图 表 
IR), 219-224, 610 Ë 
scheduling( 计 算 人 机 程序 的 调度 )，30，658 
storage requirements( 计 算 程序 的 存储 需求 )， 
146, 167, 219-224, 292, 684, 690 
computer security( 计 算 机 的 安全 性 )，704 
computer software( 计 算 机 软件 )，265 
computer system( 计 算 机 系统 ) 
rating( 计 算 机 系统 评估 )，315 
scheduling( 计 算 机 系统 调度 )，29-30，658 
computer-assisted molecular design( 计 算 机 辅助 分 子 
设计 )，193 
computers，communication with( 用 于 通信 中 的 计算 
机 )，561 
conference committee( 会 议 委员 会 )，81 
configuration( 配 置 )，29 
congressional delegations( 国 会 代表 团 ) 23 
congruent modulo n( 模 nn 同 余 )，513 
connectedness( 连 通 性 )，133-145 
algorithms to test for( 连 通 性 测试 算法 )，136， 
610-616 
categories of( 连 通 性 范畴 )，63] 
characterization of( 连 通 性 的 特征 )，192 
connectivity( 连 通 性 ) 
in communication networks( 通 信 网 络 中 的 连通 
性 )，776 
over the Internet( 因 特 网 上 的 连通 性 )，614 


consensus( 合 意 )，573 


decoding( 合 意 解码 )，573 
pattern( 合 意 模式 )，574，575，576 
ranking( 合 意 排序 )，668 
sequence A EFA), 574 
Waterman(Waterman 合意 ) 576-577 
conservation law( 守 恒定 律 )，758 
contracting( 收 缩 )，152 
edge( 收 缩 边 )，152，176 
graph( 收 缩 图 )，152 
converse( 道 )，244 
convolution of sequences( 序 列 的 卷 积 )，298 
recurrences involving (FF Ji] 48 #2 9 idh HE R). 
382-400 
Cook, William, 29 
copyrights( MEAL). 408 
corner point in grid graph( 栅 格 图 中 的 隅 角 点 )， 
629，630 
coronoid( 冠 状 体 )，396 
cosmic-ray experiments( 字 宙 射 线 实验 ) 52, 430 
cos( Æ), 751, 758 
minimumGR ARAL), 189, 751, 785-792 
cost allocation( 成 本 分 摊 )，79 
cost function( 成 本 函数 )，27 
count( 计 数 )，3 
counting problem，the( 计 数 问题 )，1，3，285-488 
counting rules( 计 数 规则 )，15-118 
coupon collecting( 礼 券 收 集 )，52，733 
course scheduling( 课 程 调度 )，149 
cover Mi), 251 
cover graph Ñ), 251 
cover relation RXR)» 251 
covering IE)» 683-737 
edge HMS). 704 
minimum( 最 小 边 覆 盖 )，704 
and matching ERMA), 702-706, 761, 775 
minimum (cardinality) (dk 7) (3E WO PE ait #07 
E), 702, 775 
and network flows( 覆 盖 和 网 络 流 )，774 
vertex( 顶 点 覆盖 )，702 
Cozzens, Margaret, 28 
CPM network(CPM 网 络 ) 751 
Cn, Dn RE r 组 合 的 数量 )，48 
credit card( 信 用 卡 )，515 
data( 信 用 卡 数据 )，740 
fraud( 信 用 卡 欺诈 )，740 
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critical defections( 关 键 变 节 )，334 
critical path method( 关 键 路 径 方法 )，751 
cross-Interleaved Reed-Solomon code(CIRS 代码 )，602 
crown( 冠 )，269 
cryptography( 密 码 学 )，56，407-412，489，506- 
509, 514-516, 562, 656 
crystal physics( 晶 体 物理 学 )，704 
cumulative voting( 累 和 投票 法 )，50 
cut( 分 割 )，760-763，785 
capacity of( 分 割 容量 ) 760, 761 
in directed graphs or networks( 网 络 或 有 向 图 中 
的 分 割 )，761 
in undirected graphs or networks( 网 络 或 无 向 图 
中 的 分 制 )，761 
minimum( 最 小 分 割 )，761 
saturated( 人 饱和 分 割 )，767 
(sy O-COsy DSP + 760, 762 
(z，2)-((Cz，y) 分 割 )，760 
cut set，simple( 简 单 制 集 )，745，785 
cut vertex( 分 割 顶点 )，627 
cycle) (排列 x 的 循环 分 解数 )，474 
cycle dccomposition( 循 环 分 解 )，474 
cycle in a graph( 图 中 的 循环 )，134 
Hami honian( 图 的 哈密 顿 循环 )，656，657， 
660-662 
length of( 图 中 循环 的 长 度 )，135 
cycle in a permutation( 排 列 中 的 循环 )，473，476 
product of( 排 列 的 循环 积 )，473 
cycle index( 循 环 指标 )，472-480，482 


D 


dlu, VCRS u 和 顶点 v 之 间 的 距离 )，621 

da Vinci, Leonardo, 348 

data mining( 数 据 挖掘 ) » 738 

data storage( 数 据 存 储 )，191，738-740 
minimizing( 最 小 化 数据 存储 )，191 
reducing( 减 少数 据 存储 )，738 

data structures( 数 据 结构 )，122，219-224，733 

data transmission( 数 据 传输 ) 331 

databases( 数 据 库 )，122，124，439，573 
massive( 巨 大 数据 库 )，439 

DD ( 补 有 向 图 )，144 

de Bruijn diagram( 德 布 鲁 因 图 表 )，651 

de Bruijn sequence( 德 布 鲁 因 序列 )，650-652 
Cp, m) de Bruijn sequence (Cp, n) #845 4 AFF 


I), 650 
de Moivre, Abraham, 285 
deadheading time( 空 载 返 回 时 间 )，643 
deception probability( 假 冒 概率 )，508 
decisionmaking( 决 策 )，270，666，668，740 
decoding( 解 码 )，561-566，583 
consensus( 合 意 解码 )，573-577 
efficient( 高 效 解码 ) 582 
majority rule( 解 码 的 多 数 规则 )，564，573 
decryption). 516 
defective products( Kili) + 318, 329, 539, 752 
deficiency( ẸHE), 715 
degree( 度 )，127 
sum of( 度 的 和 )，127，193 
total 总 度数 )，631 
deliveries( 送 货 的 )，640 
mail( 邮 递 员 )，186，640-642 
della Francesca, Piero, 348 
density of edges(lines)( 边 ( 线 ) 的 密度 )，123 
depth-first search( 深 度 优先 搜索 )，155，159，610 
616，619-621，635，670 
computational complexity of 深度 优 先 搜索 的 计 
算 复杂 度 )，612 
directed( 有 向 深度 优先 搜索 )，612 
depth-first search spanning tree 深度 优先 搜索 支撑 
树 )，611, 614 
derangements( 错 位 排列 )，350-353，375-377，381， 
417, 426-427 
descenda (fR), 202 
design (i i+), 32 Combinatorial designs; balanced 
incomplete block design 
detection RM) 740 
deterrence( 障 碍 物 ) 83 
DFSEARCH(», w) (深度 优先 搜索 算法 )，613 
diagnosing failure( 诊 断 失 败 )，21 
diagram of an order relation( 顺 序 关系 的 图 表示 )，250 
dictionary problem( 字 典 问题 )，218 
die tossing HPF). 42, 45 
difference equations( 差 分 方程 )，360 
difference set( 差 集 )，545 
(ov k, A-COuy k, AHMED, 545 
differential equations( 微 分 方程 )，360，376 
Diffie-Hellman, 408 
digraph( 有 向 图 )，124 
acyclic( 非 循环 有 向 图 ) 669 
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asymmetric( 不 对 称 有 向 图 )，241 
complementary( 补 有 向 图 )，144 
complete symmetric( 完 全 对 称 有 向 图 )，135 
distance in( 有 向 图 中 的 距离 》 
equipathic( 等 路 径 有 向 图 ) ，219 
isomorphic( 同 构 有 向 图 ) 130 
labeled( 标 签 有 向 图 ) 127-130 
number of( 标 签 有 向 图 的 数量 ) 295, 296 
program( 程 序 有 向 图 )，122，133，136 
representation in the computer( 计 算 机 中 有 向 图 
的 表示 )，219-224 
strongly connected (#8 iff #7 15) FA). 135-137. 
143, 223, 612, 616 
transitive( 传 递 有 向 图 ) 242, 248, 668 
unilaterally connected ( 单 连通 有 向 图 )，140， 
143, 224 
unipathic( 单 路 径 有 向 图 )，144 
weakly connected( 弱 连通 有 向 图 )，140，224， 
630，636 
Dijkstra's algorithm ( Dijkstra 算 法 )，717，718， 
748-751，757 
dimension( 维 数 )，264 
interval order( 区 间 顺 序 的 维 数 )，270 
strict partial order( 严 格 偏 序 的 维 数 )，264 
265，268-270，272 
direct distance dialing( 直 接 长 途 拨号 ) ，19 
Dirichlet drawer principle( 狄 利克 雷 抽 层 原理 ) 102 
disarmament( 裁 军 )，80 
discrete log problem( 离 散 对 数 问题 )，408 
disease( 疾 病 ) 
immunity( 疾 病 的 免疫 性 )，421，433 
screening RIMER). 539 
dishwashing detergents( 洗 涤 剂 )，528 
distance( 距 离 ) 
between bit strings( 位 串 之 间 的 距离 )，568 
home to job( 从 家 到 工作 场所 的 距离 )，688 
in digraph or graph( 有 向 图 或 图 中 的 距离 )， 
159, 621, 625, 627-630, 746 
average( 有 向 图 或 图 的 平均 距离 )，622 
maximum( 图 或 有 向 图 中 的 最 大 些 离 )，622 
in directed network( 有 向 网 络 中 的 距离 )，746 
in network( 网 络 中 的 距离 )，746 
distinguishable balls and cells( 可 区 分 球 和 盒子 )， 
51-59 
distinguishable balls and distinguishable cells 


(可 区 分 球 和 可 区 分 盒子 )， 53， 325-326, 
413-414, 435 
distinguishable balls and indistinguishable cells 
(可 区 分 球 和 不 可 区 分 盒子 )，54-55， 
325-326 
indi stinguishable balls and indistinguishable cells 
(不 可 区 分 球 和 不 可 区 分 盒子 )，55 
distributed computing( 分 布 式 计算 )，762 
distributive lattice( 分 配 格 )，275 
distributive property( 分 配 性 质 )，275 
distributivity( 分 配 律 )，518 
divine proportion( 神 圣 的 比例 ) 348 
Dyn 个 对 象 的 错位 排列 的 数量 )，351 
DNA 
array(DNA 数组 )，646 
chain(DNA ##), 4, 15-18, 48-49, 602-603, 
645-648 
chip(DNA 片段) 646 
physical mapping(DNA 的 物理 测绘 )，95 
DNA sequence alignment(DNA 序列 的 对 位 ) ，353 
dodecahedron，following the edges of( 沿 着 十 二 面体 
的 边 )，657 
dominance relation 支配 关系 )，729 
man-oriented( 面 向 男士 支配 关系 )，257，260， 
729, 730 ` 
woman-oriented (面向 女士 支配 关系 )，260， 
729，730 
draft picks( 草 案 筛选 )，24 
drug testing experiments( 药 品 测试 实验 ) 1-3, 10, 
489, 496 
dual design( 对 偶 设 计 )，541 
dual statement( 对 偶 陈 述 ) 551 
dual theorem( 对 偶 定 理 )，551 
duality principle( 对 偶 性 原理 )，551 
duration of messages (信息 的 传输 时 间 )，343， 
364, 367 


E 
ecological monitoring( 生 态 监 控 )，740 
ecosystems( 生 态 系统 )，122 
edge( 边 )，126 
multiple( 多 重 边 ) 127 
edge chromatic number( 边 色 数 )，171 


edge coloring( 边 着 色 ) 696 
edge -colorable( 边 可 着 色 的 )，171 
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efficient one-way street assignments( 高 效 单行 线 分 
配 )，621-630 
annular cities( 环 城 的 高 效 单行 线 分 配 )，625- 
626, 630 
grids ( 栅 格 的 高 效 单行 线 分 配 )，623-625， 
628-630 
Einstein Albert, 57, 59, 549 
electoral votes( 选 举 团 投票 )，79 
electrical distribution system( 配 电 系统 )，199 
electrical outlets( 电 插座 )，103 
electrical typewriters( 电 子 打印 机 )，687 
electronic commerce( 电 子 商务 )，1，408，508，561 
electronic financial transactions (电子 商务 往来 事 
TH), 408 
emissions testing( 排 放量 测试 )，406，426 
emperor Yuka), 8 
encoding 444) , 561-566 
efficient( 高效 编码 ) 582 
encryption), 515 
energy( 能 量 )，140 
demand for( 对 能 量 的 需求 )，140 
fuel economy( 油 耗 能 量 )，498 
enumeration( 枚 举 )，3，4，7，10，25，27，30 
environmental fearures( 环 境 特性 )，439 
enzyme, complete digest by( 酶 的 完全 分 解 )，64 
67, 645-648, 655-656 
ambiguous( 歧 义 酶 完全 分 解 )，66，655 
equations, integer solution of( 方 程 的 整数 解 )，306 
equivalence class( 等 价 类 )，246，445-446 
containing an element (包含 一 个 元 案 的 等 价 
类 )，445 
equivalence relation( 等 价 关系 )，245，246，439-449 
induced by a permutation group( 排 列 群 入 生 的 
等 价 关系 )，452-453 
equivalent statements( 等 价 陈述 )，281 
Erastothenes, Sieve of, 407-410 
Erdos-Szekeres theorem ( Erdös-Szekeres 定 M), 
104, 108 
error correction (HHIRBEIE), 561, 567-577, 584-587 
error detection ( H WR KEW), 561, 564, 567-570, 
572, 582, 586 
error-correcting codes (错误 Bt IE #3), 567-582, 
591-605 
terror correcting codes(s 错误 校正 码 )，568 
perfect (SE r 错误 校正 码 )，581，591 


error-detecting codes( 错 误 探测 代码 ) 567, 582 
errors in transmission( 传 输 中 的 错误 ) 562 
probability of (传输 中 的 错误 概率 )，567，571- 
572，579，587 
estimating speed of objects in space( 评 估 空 间 中 对 象 
的 速度 ) 689 
Euclid( 欧 几 里 得 )，8 
Euclid’s parallel postulate( 欧 几 里 得 的 平行 公设 )， 
549, 556 
Euler $ function 42 $ HBO. 410, 411, 424 
Euler, Leonhard(Wfit). 10, 285, 308, 503-505. 
632, 633, 635 
Eulerian chain( 欧 拉链 ) 609, 610, 632-656 
algorithm for finding (寻找 欧 拉链 的 算法 )， 
633-635 
Eulerian closed chain( 殉 拉 闭 链 )，633，717 
Eulerian graph( 欧 拉 图 )，321 
Eulerian path( 欧 拉 路 径 )，632-656 
Eulerian closed path( 欧 拉 封 闭路 径 )，636 
European Union( 欧 洲 联盟 )，74 
council of( 欧 洲 联盟 委员 会 )，74 
event( 事 件 )，42 
evolution( 进 化 )，92 
exam scheduling( 考 试 按 排 )，6，146 
existence problem( 存 在 问题 )，1，2，5，6，489- 
681, 491, 494, 498, 526, 549, 562, 
609, 683 
in graph theory( 图 论 中 的 存在 问题 )》，609-681 
expected utility( 期 望 效用 )，247 
expected value( 期 望 值 )，330，331 
existence of( 期 望 值 的 存在 )，330 
experiment( 实 验 )，42 
experimental design (实验 设计 )，1-3，421，422， 
489-560 
experimental unit( 实 验 单位 )，489，490，528 
extension( 展 开 )，261 
external memory algorithms( 外 部 存储 器 算法 )，614 


F 


facilities design( 设 备 设计 )，151，671-672 
factoring integers( 因 数 分 解 整数 )，408 
failure diagnosis( 故 障 诊断 )，21 

Fano plane( 皇 家 空军 的 飞机 )，549，550 
fast-food prizes( 快 餐 奖 品 ) 413 

father of(…… 的 父亲 )，236 
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father of(in depth-first search)(( 深 度 优先 搜索 ) 
中 …… 的 父亲 )，610 
fault diagnosis( 故 障 诊断 )，122 
fault-tolerant computer systems( 容 错 计算 机 系统 )， 
122, 567 
feature( 特 性 )，574 
feature in set of sequences (序列 集合 中 的 特 
性 )，574 
Fermat, Pierre ( 费 马 )，8，10，41，515，516， 
524，525 
Fermat's little theorem( 费 马 小 定理 )，515 
FermiDirac statistics( 费 米 - 狄 拉克 统计 )，57 
Fibonacci numbers (EW HB RHO, 346-350, 357, 
358, 363-364, 380 
Fibonacci search( 斐 波 那 契 搜索 )，348 
Fibonacci sequence( 斐 波 那 契 序列 )，348 
growth rate of (3E Be BB 38 FF Fl HK E 
BE), 348 
field( 域 )，517 
finite( 有 限 城 )，513，516-519 
existence of( 有 限 域 的 存在 )，518-519 
Galois MP BLK), 519 
isomorphic( 域 的 同 构 )，519 
file search( 文 件 搜索 )，30，205-207，216 
first success( 首 次 成 功 )，331 
Fisher's inequality( 费 希 尔 不 等 式 )，530-532 
Fisher, Ronald Aylmer( 费 硕 尔 )，489 
fleet maintenance( 舰 队 维修 )，148 
fleet of automobiles( 车 队 )，754 
floating point representation (PARIR), 22 
flowchart( 流 程 图 )，122 
flows in networks( 网 络 流 )，189，757-792 
algorithm for max-flow( 寻 找 网 络 中 最 大 流 的 算 
法 )，768-773 
and covering( 网 络 流 和 覆盖 )，774 
and matching( 网 络 流 和 匹配 )，711，767， 
773-775 
conservation of flow( 网 络 流 的 守 便 )，758 
faulty algorithm for max-flow( 寻 找 网 络 中 流 的 
不 完善 算法 )，763-764 
feasible( 可 行 网 络 流 )，758 
in undirected networks( 无 向 网 络 流 ) 781 
max-flow min-cut theorem( 网 络 流 的 最 大 流 最 
小 分 割 定 理 )，768 
maximum( 最 大 网 络 流 )，759 


maximum flow problem( 网 络 中 最 大 流 问 题 )， 
757-760 
inimum cost flow( 网 络 最 小 成 本 流 ) ，785-792 
Cs, Dfeasible((s. 可 行 网 络 流 )，758 
unit( 单 位 网 络 流 )，763 
value of( 网 络 流 的 值 )，759-761 
(X, Y)-flow((X, 了 了) 网 络 流 )，782 
value of((X，Y) 网 络 流 的 值 )，782 
food allergies( 食 物 过 人 敏 ) 21 
Food Guide Pyramid( 食 物 指南 金字 塔 )，311 
food web, competition graph of (食物 网 络 的 竞争 
图 )，131 
forest( 森 林 )，198 
four-color conjecture( 四 色 猜 测 )，150，172 
four-color problem( 四 色 问题 )，150，174，219 
four-color theorem( 四 色 定理 )，150，151，154 
fragment( 片 段 ) 
abnormal( 异 常 片段 )，645 
G(G 片段) 64-67, 645-648, 655 
normal( 正 常 片段 )，646 
U, CCU, C 片 段 )，64-67，645-648，655 
fraud KS)» 740 
fruit flies RM), 92 
fuel economy #iFE), 498-499 
full-duplex A-port( 全 双 工 人 端口 )，626 
functional equation( 函 数 方程 )，370 
fundamental reduction theorem (基础 化 简 定 
BH). 176 
fundamental theorem of algebra (代数 基础 定 
HB). 503 


G 


G fragment(G HBL). 64-67, 645-648, 655 
Galois field MPE), 519 
Galois, Evariste BL). 519 
perfect graph(y 完美 图 )，172 
weakly( 弱 y 完美 图 ) 169 
game( 游 戏 ) 
in characteristic function form( 特 征 函 数 形式 的 
游戏 )，80 
not weighted majority( 非 加 权 多 数 游戏 ) 75 
simple( 简 单 游戏 )，35，74 
power in (简单 游戏 中 的 势力 )，73-84， 
333-337 
Gamow's encoding(Gamow 编码 )，18，48-49 


554 主题 索引 


gap( 空 格 )，575 
garbage game( 垃 圾 游戏 )，84 
garbage trucks( 垃 圾 卡车 )，147-148，154-155，166 
G( 图 G 的 补 )，171 
gender distribution( 性 别 分 布 )，56 
gender of children( 孩 子 的 性 别 )，42-43，434 
gene( 基 因 )，19 
generating all bit strings of length n, algorithm for 
(生成 所 有 长 度 为 二 的 位 串 的 算法 ) 87-88 
generating combinations，algorithm for( 生 成 组 合 的 
算法 ) 88-90 
generating function( 生 成 函数 )，285-338 
and solution to recurrences( 生 成 函数 和 递 推 关 
系 的 解 )，369-382 
applied to counting( 运 用 于 计数 的 生成 函数 )， 
302-312, 320-328 
exponential( 指 数 生成 函数 )，320-328 
combining( 合 成 指数 生成 函数 )，328 
for derangements (错位 排列 的 生成 函数 )， 
375-377 
for labeled eulerian graphs( 标 签 欧 拉 图 的 生成 
函数 )，321 
for power indices( 势 力 指数 的 生成 函数 )， 
335-336 
functional equation for (生成 函数 的 函数 等 
式 )，370 
operating on( 生 成 函数 的 运算 )，297-302 
ordinary( 普 通 生成 函数 )，288 
probability BERERE), 328-333 
product of two( 两 个 生成 函数 的 积 )，298 
simultaneous，equations for( 生 成 函数 的 联 立 
方程 )，377-379 
sum of two( 两 个 生成 函数 的 和 )，298 
generating permutations, algorithm for( 生 成 排列 的 
算法 )，84-86 
generator matrices( EMEF), 582-583 
genetic codes( 遗 传代 码 )，561，648 
genome( 基 因 组 )，15 
mapping( 绘 制 基因 组 )，18，19，539 
sequencing( 排 序 基因 组 )，18，19 
geographic information systems( 地 理学 信息 系统 )，740 
geometric distribution( 几 何 分 布 )，333 
geometry( 几 何 学 )，549 
GFN ARR). 516-519 
glb( 格 的 下 确 界 ) 274 


glossary, arranging words in( 排 列 术语 表 中 的 字 )， 
670 
gold( 黄 金 )，791 
golden ratio( 黄 金 比例 )，348，363-364 
golden rectangle WEEE), 348 
google @ R519), 122, 238 
graduate school admissions( 研 究 院 人 学 许可 )，693 
grains of wheat( 小 麦 数量 ) 339-341, 369-371 
graph( 图 )，126 
2-colorable(2 可 着 色 图 )，137-145 
a-perfect(a 完美 图 ) 172 
and scheduling( 图 和 调度 )，5-8，145-146，175 
automorphism group of( 图 的 自 同 构 群 )，454， 
459, 461 
automorphism of( 图 的 自 同 构 )，453-454，459， 
461 
bipartite( 二 部 图 )，155-159，683，684，690 
699, 703, 709-712, 714-716 
bond( 键 合 图 )，193 
competition( 竞 争 图 ) 122, 139 
complementary( 图 的 补 )，171，224 
complete( 完 全 图 )，135 
complete bipartite( 完 全 二 部 图 )，685，686， 
689 
confusion( 干 扰 图 )，107 
connected( 连 通 图 )，135-137，192，609-616 
critical( 临 界 图 )，171 
empty( 空 图 )，175 
equivalent under automorphisms( 自 同 构 下 图 的 
等 价 )，466-467 
eulerian( 欧 拉 图 ) 321 
number of labeled( 标 签 欧 拉 图 的 数量 )，321 
even( 偶 图 )，326 
number of connected, labeled (i i i 1 4 
的 数量 ) 359 
number of labeled( 标 签 偶 图 的 数量 )，326，640 
7-perfect(y 完美 图 ) ，172 
homeomorphic( 同 胚 图 ) 152 
isomorphic( 同 构图 )，130，453，471，478，487 
k-critical(é 临界 图 )，171 
labeled( 标 签 图 ) 127-130 
number of( 标 签 图 的 数量 )，291，296 
mixed( 混 合 图 ) 627 
niche overlap( 生 态 位 重叠 图 ) 122 
optimization problems for( 图 的 优化 问题 )，737-795 
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orientation of( 图 的 方向 )，132，617 
perfect( 完 美 图 )，155，172 
planar( 平 面 图 )，151-154，616，671-672 
regularCiE WPA), 665, 691 
relationship( 关 系 图 )，671 
representation in the computer( 计 算 机 中 图 的 表 
AR), 219-224, 610 
similarity( 类 似 图 )，124 
tour( 游 历 图 )，147，154-155，166 
water-light-gas( 水 光 气 图 )，151 
weakly a-perfect(3§ a 完美 图 )，171 
weakly y-perfect( 3 y 完美 图 )，169 
graph plotting，computerized( 计 算 机 绘图 ) 642 
graph Ramsey number( 图 拉 姆 齐 数 )，226 
graph，planar( 平 面 图 ) 273 
graphs of connectivity over the internet( 因 特 网 上 的 
连通 图 )，614 
gravitation, theory of( 重力 埋 论 )，549 
greatest lower bound in strict partial order( 严 格 偏 序 
下 的 最 大 下 界 ) 274 
greedy algorithm for inversion distance( 倒 转 距离 的 
贪 禁 算 法 )，95 
grid graph PE), 623-625, 628-630 
corner point( 李 格 图 的 隅 角 点 )，629，630 
limiting path( 栅 格 图 的 极限 路 径 )，630 
number of orientations( 栅 格 图 的 方向 数量 )，623 
group( 群 )，451，518，583 
automorphism( 群 的 自 同 构 )，453-454，461 
group code( 群 代码 )，583 
permutation( 排 列 群 )，449-457 
symmetric( 对 称 群 ) 451 
group testing( 组 群 测试 )，539-542 
adaptive( 适 应 组 群 测试 )，539 
nonadaptive( 非 适应 组 群 测试 )，539-542 
GS algorithm (GS 算 法 )，726-727，728，730， 
731, 734 


H 


Hadamard code( 阿 达 马 码 )，591-592 
(4m)-Hadamard( (4m) 阿 达 马 码 )，601 
(4m 一 1)-Hadamard((4m 一 1) 阿 达 马 码 )，599 
Hadamard design( 阿 达 马 设计 )，537，592 
construction of( 阿 达 马 设计 的 构造 )，592-597 
of dimension m( 维 数 m 的 阿达 马 设计 )，537， 
592 


Hadamard matrix( Bik SAE), 592-597, 599 
normalized( 规 范 阿达 马 和 矩阵)，593 
order of( 阿 达 马 矩 阵 的 秩 ) 592 
half-duplex A-port( 半 双 工 人 端口 )，626 
Hall, Philip, 690 
Hamilton, Sir William Rowan (#48), 10. 119, 
656, 657 
Hamiltonian chain( 0 hE), 609, 656-677 
Hamiltonian circuit (哈密 顿 回路 )，656，658-660， 
666, 672 
Hamiltonian cycle( 哈 密 顿 循环 )，656，660-662 
Hamiltonian path( 哈 密 顿 路 径 ) 656-677 
Hamming bound( 汉 明 界 )，570-571，581，591 
Hamming code( 汉 明码 )，581 ，587-591 
for gary codes(q 进 制 代码 的 汉 明 码 )，578 
for linear codes( 线 性 代码 的 汉 明 码 )，583 
Hamming weight( 汉 明 权 )，583，605 
Hamming Richard Wesley( 汉 明 )，568，571，582 
hardware(computer)(( 计 算 机 ) 硬 件 )，191 
comparisons of( 硬 件 比较 ) 265 
Hasse diagram( Hasse 图 表示 )，251 
hatcheck problem ( 衣 帆 问 问题 )，350-352，426- 
427, 433 
heap sort( 堆 排序 )，209 
height of a rooted tree( 根 树 的 高 度 )，202，206-208 
height of strict partical order (严格 偏 序 的 高 


度 )，268 
hexagons, configurations of( 六 角形 形状 ( 构 形 ))， 
391-395 


highway construction( 高 速 公路 的 结构 )，190 
highway fees( 高 速 公路 费用 )，80 
history of combinatorics( 组 合 数学 的 历史 ) 8-10 
HIV HERS), 546 
screening( 艾 滋 病 的 得 查 )，539 

hockey( 曲 根 球 )，47，61 
homeomorphic graphs( 同 胚 图 ) 152 
homogeneity of bimetallic objects( 双 金属 对 象 的 同 

质 性 )，191 
homogeneous polynomial( 齐 次 多 项 式 )，319 
horizontal level( 水 平 层 次 )，254，255 
hospital deliveries( 医 院 分 娩 )，56 
hospital internships( 医 院 实习 医生 )，693 
hot hand( 热 手 )，68-69，349-350 
Huffman tree( 赫 夫 蝇 树 ) 203 
Hungarian algorithm( 匈 牙 利 算法 ) 721-724 


IBM, 650, 567, 570 
identity( 单 位 元 )，450，517 
additive( 加 法 单位 元 )，517 
multiplicative( 乘 法 单位 元 ) 517 
(i, j-arc((i, IO, 630 
Ci, j-vertex(Gi, DIA), 631 
Illinois state legislature( 伊 利 诺 伊 州立 法 机 关 )，50 
immunity to diseases( 对 疾病 的 免疫 性 )，421，433 
impersonation probability( 假 冒 概率 ) 508 
了 (有 个 项 点 没有 边 的 图 ， 空 图 )，175 
incidence matrix( 关 联 和 矩阵 7 
for block designs (区 组 设计 的 关联 短 阵 )， 
530, 592 
of a Hadamard design( 阿 达 马 设计 的 关联 短 
阵 )，592 
of the complementary design( 补 设计 的 关联 
矩阵 )，545 
for digraphs( 有 向 图 的 关联 矩阵 )，223 
for graphs( 图 的 关联 矩阵 )，220，221 
pointset( 点 集 的 关联 矩阵 )，220 
inclusion and exclusion, principle of ( 容 斥 原理 )， 
403-437 
stated( 已 叙述 的 容 斥 原理 )，405 
incomparable( 不 可 比较 的 )，252 
indegree( 入 度数 )，631，635，636 
independence number (vertex) (独立 数 (顶点 ))， 
149, 171 
independent set of 0's in a matrix RE PRP 0 的 独立 集 
#), 703, 720 
independent set of vertices( 顶 点 的 独立 集合 )，104， 
149，225，705 
maximum( 顶 点 的 最 大 独立 集合 )，705 
index registers( 变 址 寄存 器 )，146，167 
indifference( 中 性 )，246 
indifferent( 中 性 的 )，246，257 
indistinguishable men and women( 不 可 区 分 的 男士 
和 女士 )，304-305 
industrial-grade prime( 工 业 等 级 素数 )，407 
inf( 下 确 界 ) 274 
information retrieval ( 信 息 检 索 )，123-124，139， 
244，439 
information transmission( 信 息 传输 ) 343, 561-562 
errors in( 信 息 传输 中 的 错误 )，561，562， 


567-582, 584, 586-588, 591-605 
initial condition ti AIF)» 340, 360 
inner product( 内 积 )，531，593 
inner vertex( 内 部 顶点 )，709 
inspection( 检 查 )，752 
integer solutions of equations( 方 程 的 整数 解 )，306 
integers( 整 数 ) 
factoring( 分 解 整数 )，408，410，424，503，516 
relatively prime( 互 质 的 整数 ) 410 
representation in computer( 整 数 在 计算 机 中 的 
表示 )，22 
sequences of( 整 数 序列 )，341 
intelligence agency( 情 报 机 关 ) ，199 
interconnection networks( 互 联网 ) 625-626 
interest, simple or compound ( 单 利 和 复 利 )， 
341-342 
internet( 因 特 网 ) 80, 121-122, 238, 614 
interprocessor communication cost( 处 理 器 内 通信 成 
本 )，762 
intersection relation( 交 关系 )，244 
interstate highways( 州 际 公路 ) 746 
interval order( 区 间 顺 序 )，270 
dimension of( 区 间 顺序 的 维 数 )，270 
inv(x)(x 之 下 不 变 元 素 的 数量 )，457 
invariance，algebraic theory of( 不 变量 代数 理论 ) ，549 
invariant element( 不 变 元 素 )，457 
inventory( 存 货 ， 目 录 )，689 
depletion of( 存 货 损耗 )，687 
of colorings( 着 色目 录 ) 480-482 
of objects HRA). 689 
of set of patterns MAMA HR)» 481-484 
structural steel beams( 结 构 钢 梁 的 存货 )，747- 
748, 754, 757 
inventory cycles( 存 货 周期 )，381 
inverse(##), 450, 517 
additive( 加 法 逆 )，517 
multiplicative( 乘 法 逆 )，517 
inversion algorithm( 倒 位 算法 )，94 
inversion distance between permutations( 排 列 间 的 倒 
位 距离 )，91-94，95 
inversionCof DNA, permutation) (DNA 排列 的 倒 
£2), 91-94, 95 
inversions of genes( 基 因 倒 位 )，92 
inverter( 非 门 )，278 
investment( 投 资 )，755，791 
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irradiation( 照 射 )，52 
irreflexive( 反 反射 的 )，240 
isolated vertex( 孤 立 顶点 )，633，635 
connected up to( 相 对 于 孤立 顶点 连通 )，633 
weakly connected up to( 相 对 于 孤立 顶点 弱 连 
通 )，636 
isomorphism problem( 同 构 问 题 )，127-130 
isomorphism( 同 构 》 
of designs( 设 计 的 同 构 )544 
of fields( 域 的 同 构 )，519 
of graphs and digraphs( 图 和 有 向 图 的 同 构 )、 
127-130, 453-454, 461, 471-472, 478, 
487 
iteration &{0). 340 


JAVA, 24, 40, 90 
Jerrum’s formula(Jerrum 2:30), 94, 343, 344 
job assignments ( T. fE 4} AB). 6, 292, 356, 683- 
686, 692-693, 703, 718-723 
and rook polynomials( 工 作 分 配 和 车 多 项 式 )， 
292-293 
job candidates (工作 候选 人 )，33，403，433， 
666, 688 
accept or reject( 工 作 候选 人 接受 或 拒绝 )，329 
ranking( 工 作 候选 人 分 级 )，666 
ratings( 候 选 人 评估 )，109 
job interviews( 工 作 面试 )，25-26 
jbined( 与 …… 连 接 )，135 
joining( 连 接 )，135 


K 


k-n block code(k->n KHARE), 564 

k-colorable(k WA AY). 146, 150, 154, 159 

k-coloring(k fif), 145, 150 

kcritical(k 临界 的 )，171 

k-edge colorable(k 边 可 着 色 的 )，171 

k-tuple chromatic number(k 元 组 色 数 )，162-163 

大 tuple coloring( 元 组 着 色 )，161-163 

Key (fit, 钥匙 )，30，31，34，202，205，216， 
508, 509, 510, 512, 532, 533, 548 

keyword tree( 关 键 字 树 )，211，212 

King Shirham，339 

Kirchhoff, Gustav, 10 

K,(n 个 顶点 的 完全 图 )，135 


Konig-Egervary theorem ( Konig-Egervary 定理 )， 
704. 716, 720, 785 

Königsberg bridge problem( 哥 尼斯 保 桥 问题 )，10， 
119, 632-633 

Kruskal's algorithm ( Kruskal 算 法 )， 
742, 744 

Kuratowski's theorem(Kuratowski 定理 )，152 


737-741, 


L 


Laplace. Pierre(f2 Htt), 10, 41-43, 285, 328 
lasers( 激 光 )，58 
last in-first out stack( 后 进 先 出 栈 )，397 
Latin rectangle( 拉 丁 矩 形 )，296，353 
complete( 完 全 拉丁 矩形 )，693 
extending( 扩 展 拉丁 矩形 )，693 
with first row in standard position( 第 一 行 在 标 
准 位 置 上 的 拉丁 矩形 )，353 
Latin square (拉丁 方 )，2，3，296，492，494- 
512, 693 
and gary codes( 拉 丁 方 和 9 进 制 代 码 )，580 
horizontally complete( 水 平 完全 拉丁 方 )，523， 
580 
order of( 拉 丁 方 的 秩 )，500 
and projective planes( 拉 丁 方 和 射影 平面 )， 
553-555. 557-558 
vertically complete( 垂 直 完 全 拉丁 方 )，523 
lattice Hf). 274-282, 729-731 
absorptive RKK). 275 
associative( 可 结合 格 ) ，275 
commutative( 可 交换 格 )275 
complemented( 补 格 )，275，276 
distributive( 分 配 格 ) 275 
idempotent (RK). 275 
man-oriented( 面 向 男士 格 )，730，731 
modular( 模 格 ) 280 
order preserving( 保 序 格 )，275 
planar( 平 面 格 ) 273 
womanroriented( 面 向 女士 格 ) 730 
layout plan( 布 局 计划 )，671 
leaf( 叶 子 )，196，207 
least upper bound in strict partial order( 严 格 偏 序 的 
最 小 上 界 )，274 
legislative committees (立法 委员 会 )，5，8，102、 
104, 145-146, 175, 696, 784 
legislatures( 立 法 机 关 )，74，75 
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bicameral( 两 院 制 立法 机 关 )，75，78-79，81 
Leonardo of Pisa, 346 
level ZK), 202 
level assignment( 层 次 分 配 )，219 
graded( 分 级 层次 分 配 ) 219 
level，horizontal( 水 平 层次 )，254，255 
lexicographic order (字典 序 )，84，85，86-88，89， 
254，274 
Liber Apaci( 算 盘 书 )，346 
library( 图 书馆 ) 
sharing costs( 分 担 图 书馆 的 成 本 )，80 
shelving books( 图 书馆 藏书 置 架 )，756 
license plates( 牌 照 )，70 
LIFO stack(LIFO 栈 )，397 
limiting path in grid graph ( 杨 格 图 中 的 极限 路 
径 )，630 
line( 线 ) 
at infinity( 无 穷 远 线 )，557，558 
in a matrix APE AER), 703, 720 
parallel #4722), 557 
passing through a point( 通 过 一 点 的 线 )，550-553 
of projective plane( 射 影 平面 的 线 )，549 
linear algorithm( 线 性 算法 )，97，136，154，612 
linear codes( 线 性 代码 ) 582-591 
linear order( 线 性 序 ) 221, 248, 252-254 
linguistics( 语 言 学 )，187 
list assignment( 列 表 分 配 ) 163 
list colorings( 列 表 着 色 )，7，163-165，693，696 
with modified lists( 修 改 列表 的 列表 着 色 )，163 
list T-coloring 3 # TEE), 316-317 
loan applications (#484), 23 
locating objects in space( 定 位 空间 对 象 )，687，688 
logic circuits (24 (61 Bt), 278 
loop(F), 126, 240, 241, 251, 253, 270, 632, 
633, 636 
Lotto designs(Lotto HH), 543 
louder than( 比 …… 声 音 大 )，235，237，238，242 
lower bound in strict partial order( 严 格 偏 序 的 下 
界 )，274 
lub( 上 确 界 )，274 


M 


Maclaurin expansion( 麦 克 劳 林 展 开 )，286，313 
magic square( 幻 方 )，8，9 
magnetic recording( 磁 记录 )，561 


main memory( 主 存储 器 ) 613 
majority rule decoding( 多 数 规则 解码 )，573，564 
Malaysian rain forest( 马 来 群岛 的 雨林 )，123 
man-optimal stable matchings (男士 最 优 稳定 匹 
配 )，730 
manroriented dominance relation( 面 向 男士 的 支配 关 
系 )，257，729，730，734 
man-pessimal stable matchings( 男 十 最 劣 稳定 匹 
配 )，730 
manufacturing personal computers (制造 个 人 计算 
机 )，102-103 
manufacturing process( 制 造 过 程 )，29，751，753 
map coloring (地 图 着 色 )，119，149-150，154， 
172，174，181，219 
map drawing( 地 图 画 法 )，642 
mapping the genome( 绘 制 基因 组 图 )，19，539 
mariner 9 Mars probe (水 手 9 号 火星 探测 器)， 
567, 602 
marked edge( 标 记 边 ) 610 
market research( 市 场 调研 ) 496 
Markov models( 马 尔 可 夫 模 型 )，140 
massive darabases( 巨 大 数据 库 ) 439 
massive graphs( 巨 大 的 图 )，610 
testing for connectedness (巨大 图 的 连通 性 测 
ih), 613-614 
massive telephone calling graphs( 巨 大 的 电话 呼叫 
图 )，614 
matchable set of vertices( 顶 点 可 匹配 集合 )，714 
matching( 匹 配 )，683-737，767 
and transportation problem( 匹 配 和 传输 问题 ) ， 
792 
as many elements of X as possible( 开 配 尽 可 能 
Z XTR), 714-716 
bipartite( 二 部 匹配 ) 690-699, 703, 709-712, 
714-716，773-775 
and covering( 匹 配 和 覆盖 )，702-706，761，775 
maximum ( cardinality)〈 最 大 (基数 ) 匹 配 )， 
685，686，702-714，720，775 
finding( 寻 找 最 大 (基数 ) 匹 配 ) ，703-714 
maximumrweight( 最 大 权 匹 配 )，642，685， 
686, 689, 716, 717, 718, 792 
minimum weight( 最 小 权 匹 配 )，686，687，716- 
718 
and network flows( 匹 配 和 网 络 流 )，711，767， 
773-775 
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nonbipartite( 非 二 部 匹配 ) 684, 709 
perfect( 完 美 匹配 ) 692, 697-701, 717 
unstable( 非 稳定 匹配 )，725 
X-sa turated(X 饱和 匹配 ) 690-692, 693, 703, 
714 
matching cards( 匹 配 纸牌 )，351，433 
materials handling costs( 材 料 处 理 成 本 )，723 
matrix codes Si PE(QH3) , 563-564 
max(X，R)((X，R) 中 的 最 大 元 素 集合 )，252 
max-flow min-cut theorem (最 大 流 最 小 分 制定 
理 ), 768 
maximal element( 极 大 元 素 )，252 
maximum element( 最 大 元 素 )，252 
Maxwell-Boltzmann statistics (麦克 斯 韦 - 玻 尔 兹 曼 
统计 )，57 
mean( 平 均值 )，574，577 
mean procedure( 平 均值 过 程 )，573 
median( 中 值 )，574 
median procedure( 中 值 过 程 )，573-577 
medical decisionmaking( 医 疗 决策 )，439 
medical images( 医 疗 图 像 )，439 
medical records, privacy of (医疗 记录 的 隐私 
性 )，407 
medicine( 医 药 )，740 
meet( 交 )，274 
memory，computer( 计 算 届 内 存 )，103，397 
Menger's theorems( 门 格 定理 )，776-777，779 
message alphabet fA MKEK), 562 
message block( 信 息 区 组 )，564，582 
message digit( 信 息 数字 )，572 
metasearching( 元 搜索 )，573 
minimal element( 极 小 元 素 )，252 
minimum spanning tree algorithm (最 小 支撑 树 算 
法 )，742 
Kruskal(Kruskal 最 小 支撑 树 算法 )，737-741， 
742，744 
Prim( Prim 最 小 支撑 树 算法 ) 741-742, 744 
Sollin(Sollin 最 小 支撑 树 算法 ) 742 
minimum-cost flow problem (最 小 成 本 流 问题 ), 
785-792 
algorithm for( 最 小 成 本 流 算法 )，790 
mismatch distance( 错 配 距离 )，354 
best( 最 佳 错 配 距离 )，574 
misprints( 印 刷 错误 )，52，58，422 
missile defense( 导 弹 防御 ) 689 


missiles( 导 弹 )，561，569 
mod n( 模 nn)，513 
modem connection{( 调 制 解 调 器 连接 ) ，109 
modular addirion( 模 加 法 )，514，518 
modular multiplication BER). 514, 518 
Moebius function( 默 比 乌 斯 函数 )，424 
Moebius inversion formula( 默 比 乌 斯 反 演 公式 )，424 
Montmort, Pierre Remond, 351, 433 
Morse code( 莫 尔 斯 码 )，3-4，18 
motor vehicle inspection( 机 动车 辆 检查 )，406，421 
movies over the Internet( 网 络 电影 )，80 
multicast transmissions( 多 点 传输 )，80 
multidigraph( 多 重 有 向 图 )，126，632 
curb( 马 路 多 重 有 向 图 ) 643 
multidimensional utility function( 多 维 效用 函数 ) 265 
multigraph( 多 重 图 )，126，632 
even( 偶 性 的 多 重 图 ) 633 
feasible( 可 行 的 多 重 图 ) 717 
oprimal( 优 化 的 多 重 图 ) 717 
multinomial cocfficient( 多 项 式 的 系数 )，59-64，195 
multinomial expansion( 多 项 式 展开 )，196 
multiplication( 乘 法 ) 
modulo n( 模 nn 乘法 )，514，518 
of a sequence of numbers in a computer( 计 算 机 
内 数 序 列 乘法 )，386-389 
multisource，multisink problem 多 源头 和 多 汇聚 问 
题 )，783 
mutations( 突 变 ) 91-96 
mystery novels( 侦 探 小 说 ) 260 


N 


Nlaiay*…a4) (没有 性 质 ai，ai，…，o 的 元 杂 数 
量 )，404 

NCQ) (没有 性 质 a, 的 元 素数 量 ) 404 

NG aia; …a)( 有 性 质 wu，w，…，w 的 元 素数 
量 )，404 

Na )( 有 性 质 w 的 元 素数 量 ) 404 


{。 aia. p 把» 个 可 区 分 球 分 配 到 n, 
m oms em 

， 必 个 可 区 分 盒子 里 的 方法 数量 )，59 
(7) 个 元 素 取 * 个 元 素 的 组 合 数量 ) 36 


nt Ca 的 阶乘 ) 
estimating by Stirling's approximation(n! 的 斯 
特 林 近似 评估 )，26 
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values of(n! 的 值 )，26 
(nd)-code((n，d) 代 码 )，569-571，591 
richest( 最 丰富 的 (n，d) 代 码 )，597-602 
mrpolyhex(n 多 糖 )，392 
weset(n( 元 素 ) 集 合 )，25 
NAGTA( 非 适应 组 群 测试 算法 )，540-542 
successful with threshold (有 门限 值 ¢ 的 成 功 
NAGTA), 541 
Nassau Country Board of Supervisors (44 Jf EB BB iL 
2). 74, 80, 81, 336 
National Hockey League (国家 曲棍球 联合 会 )， 
47，61 
national income( 国 民 收入 )，381 
National Intern Matching Program( 全 国 实习 医生 匹 
配 程序 )，724 
National Resident Matching Program(NRMP)( 全 国 
居民 匹配 程序 ) 693, 724, 731-732 
nearest-neighbor rule( 最 邻近 规则 )，568 
necklaces (项 fH), 441, 446, 447, 462, 465, 
474-475 
negative binomial distribution( 负 二 项 分 布 )，333 
negative transitivity( 负 传递 性 )，243 
negatively transitive relation( 负 传递 关系 )，240，242 
neighbor(of a vertex)( 顶 点 的 邻居 )，126 
network( 网 络 )，737-792 
activity( 网 络 活动 )，670，751-753 
communication( 网 络 通信 )，44，120-121，133， 
136, 140, 144, 189, 489, 630, 737, 
755, 776, 782 
computer( 计 算 机 网 络 )，189 
CPM( 关 键 路 径 网 络 )，751 
directed( 有 向 网 络 )，737 
distribution( 网 络 分 布 )，737 
elec trical( 电 网 )，10，20,119，121,189，190， 
199, 221, 278, 279, 630, 738 
optimization problems for( 网 络 的 优化 问题 )， 
737-792 
packet-switched( 包 交换 网 络 )，107 
PERT(PERT 网 )，751 
physical( 物 理 网 络 )，121 
pipeline( 管 道 网 络 )，4-5，17，121，189，190， 
743, 782 
power line( 电 线 网 络 )，738 
reliability of( 网 络 的 可 靠 性 )，121，137-138、 
189, 755, 782 


switching( 切 换 网 络 ) 108, 221, 714-716 
transportation (运输 网 络 )，120，133，136、 
189, 617, 737, 745-757, 784, 786-788, 
790, 792 
vulnerability of( 网 络 的 弱点 )，630 
with vertex capacities( 有 顶点 容量 的 网 络 )，784 
niche overlap graph SARAM), 122 
nonadaptive group testing( 不 适应 组 群 测试 )，539 
algorithm( 非 适应 群 组 测试 算法 )，540-542 
nonreflexive relation( 非 反 自身 关系 )，240 
nontransitive relation( 非 传递 关系 )，240，242 
NP( 有 非 确定 性 多 项 式 时 间 复杂 度 算法 的 问题 )，100 
NP-complete problem(NP 完全 问题 )，29，100 
NP-hard problem(NP 难题) ，29，100 
number theory( 数 论 ) 55. 308, 410-411 
numerical analysis( 数 值 分 析 )，348 
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objective functions for strongly connected orientations 
《 强 连 通 定向 的 目标 函数 )，622 
objects in space( 空 间 中 的 物体 ) 
estimating speed( 评 估 空 间 中 物体 的 速度 )，689 
identifying( 确 定 空间 中 的 物体 )，688-689 
locating( 定 位 空间 物体 )，687，688 
occupancy problems( 分 装 问题 )，51-59，309，314， 
325-326, 413-414, 430, 435 
with a specified distribution( 有 特殊 分 配 的 分 装 
问题 )，59-62 
octapeptide( 八 肽 ) 111 
O(g)( 相 对 于 函数 g 的 复杂 度 )，96，97 
oil drilling( 石 油 钻探 )，687 
a(G)(G 的 团 数 )，148 
OC) (复杂 度 为 中，97 
on-line encyclopedia of integer sequences( 整 数 序列 
在 线 百科 全 书 )，341 
OO )( 复 杂 度 为 玫 )，97 
one-person，one -vote( 一 个 人 一 张 投票 )，76 
one-way street assignment( 单 行 线 分 配 ) 616-632 
efficient( 高 效 单行 线 分 配 )，621-630 
for annular cities( 环 状 城 的 单行 线 分 配 )，625- 
626，630 
for grids ( H He OY 47 A 4} RE), 623-625, 
628-630 
inefficient( 低 效 的 单行 线 分 配 )，621 
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with some streets two-way( 某 些 双 向 街道 的 单 
行 线 分 配 )，627-628 
open neighborhood( 开 邻 域 )，690 
operation( 运 算 )，514 
binary( 二 进 制 运算 )，516 
operations research ( 运 筹 学 )，30，151，189， 
670-671 
optical recording( 光 学 记录 )，561 
optimal assignment problem( 最 优 分 配 问题 )，685 
686, 703, 718-723 
optimization problem( 优 化 问题 )，1，4，5，8，28， 
107, 562, 609, 610, 616, 642, 644, 
683-795 
for graphs and networks( 图 和 网 络 的 优化 问 
题 )，737 
optimization，combinatorial( 组 合 优化 )，683-795 
orgate( 或 门 )，278 
orbit( 轨 道 )，453 
order( 顺 序 ) 
interval( 区 间 顺 序 )，270 
lexic ographic( 字 典 序 ) ，84-85，86-88，89，254， 
274 
order diagram(MUF PUA)» 251 
order of a Tcoloring(T 着 色 的 阶 )，160 
order relation( 顺 序 关系 )，235，248 
ordered by( 按 …… 排 序 )，248 
ordinal utility function( 序 数 效用 函数 )，247 
organic molecules (有 机 分 子 )，443，462，463， 
477, 480, 483 
orientation( 方 向 ) 
of a graph( 图 的 方向 )，132，617 
of annular cities( 环 城 的 方向 )，625-626，630 
efficient( 有 效 的 方向 )，621-630 
of grids( 机 格 的 方向 )，623-625，628-630 
stron gly connected( 强 连通 主 方向 )，609，617- 
632 
unilaterally connected( 单 连通 )，627 
weakly connected( 弱 连通 )，626，627 
orthogonal array( 正 交 阵 列 )，506 
orthogonal Latin squares( 正 交 拉 丁 方 )，497-506 
complete family of ( 正 交 拉丁 方 完全 族 )，502， 
553-555 
construction of( 正 交 拉 丁 方 的 构造 )，519-522 
and projective planes( 正 交 拉 丁 方 和 射影 平面 )、 
553-555, 557-558 


and symmetric balanced incomplete block designs 
( 正 交 拉丁 方 和 对 称 平衡 不 完全 区 组 设 
计 )，553-555 
family of( 正 交 拉丁 方 族 )，498，500，502，505 
and g-ary codes( 正 交 拉丁 方 族 和 多 维 代码 )，580 
pair of (一 对 正 交 拉丁 方 )，498，504 
outdegree( 出 度数 )，631，635 
outer vertex( 外 部 顶点 )，709 
overbooking( 预 定 过 多 )，791 
overhead lighting IAT). 279 


P 


P( 有 确定 性 多 项 式 复杂 度 算法 的 问题 )，100 
praddable(p 可 加 的 )，164 
packet transmission( 数 据 包 传输 ) 331 
pair comparison experiment( 成 对 比较 实验 )，123， 
666，669 
Pappas of Alexandria, 549 
parallel classes F472), 532 
parity check code (奇偶 校 验 码 )，567，570，572， 
584-585 
parity check digit( 奇 偶 校 验 数字 )，570，582 
parity check equation( 奇 偶 校 验方 程 )，585，586 
parity check matrix( 奇 偶 校 验 矩 阵 )，584，586 
partial fractions, method of (部 分 分 数 方法 )，372， 
374, 375, 379 
partial order({Ñ}¥), 248, 250, 257, 729 
linear extension of( 偏 序 的 线性 扩展 )，260-274 
partition of integers (整数 的 划分 )，55，56，308- 
309, 311-312, 425 
into distinct integers( 把 整数 划分 成 不 同 的 整 
数 )，309 
where order cpunts( 考 虑 顺序 的 整数 划分 )，319， 
328 
Pascal's triangle( 帕 斯 卡 三 角形 )，8，38，71 
Pascal，Blaise( 帕 斯 卡 )，8，10，38，41 
passwords( 密 码 )，704 
path(in digraph)(( 有 向 图 的 ) 路 径 )，133-135 
arcdisjoint( 弧 不 相交 路 径 )，776 
closed( 封 闭路 径 ) 134 
eulerian( 欧 拉 路 径 》 
Hamiltonian( 哈 密 顿 路 径 ) 
length of( 路 径 的 长 度 )，135 
shortest( 最 短路 径 )，745-757 
simple( 简 单 路 径 )，134，135 
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specifies string( 指 定 串 路 径 ) 647 
《5，D-path((s， 虽 路 径 )，763 
vertex-disjoint( 顶 点 不 相交 路 径 )，777 
path(in directed network) (有 向 网 络 中 的 路 径 )，746 
length of( 有 向 网 络 中 路 径 的 长 度 ) 746 
shortest( 有 向 网 络 中 的 最 短路 径 )，745-757 
pattern( 模 式 )，1，2，4，15，211，573-577 
appearing in a permutation( 出 现在 排列 中 的 模 
式 )，425 
consensus( 合 意 模式 )，574，575，576 
in a bit string( 位 串 中 的 模式 )，359，399 
in molecular sequences( 分 子 序列 中 的 模式 )， 
238, 353-354, 573-577 
in set of sequences( 序 列 集合 中 的 模式 )，574 
in substrings( 子 串 中 的 模式 )，238，243，539， 
540 
of colorings( 着 色 模式 )，465-469 
computing pattern inventory( 计 算 着 色 模式 
目录 )，482-484 
inventory of( 模 式 目录 )，481-484 
weight of( 模 式 的 权 )，480 
pattern recognition( 模 式 识别 )，740 
pecking orders( 吸 序 )，123，666，677 
perfect graph( 完 美 图 )，155，172 
perfect graph conjecture( strong) ( 强 完美 图 狂想 ) ，155 
perfect phylogeny problem (完美 种 系 发 生 问 题 )， 
211-213 
performance ratings( 能 力 等 级 )，685-686，718，788 
permutation code( 排 列 代码 )，565 
permutation group( 排 列 群 )，449-488 
cycle index of (排列 群 的 循环 指数 )，476- 
477，482 
equivalence relation induced by( 排 列 群 衍生 的 
等 价 关 系 )，452 
permutations( 排 列 )，8，25-27，449-450 
algorithm for generating (生成 排列 的 算法 )， 
84-91 
as products of cycles (作为 循环 积 的 排列 )， 
472-474 
as products of transpositions ( ff 29 $¢ HAY BAY 
HERI), 479, 480 
Cauchy's formula for the number of( 排 列 数量 
的 柯 西 公式 )，479 
composition of( 排 列 的 合成 )，450 
counting( 计 数 排列 ) 321-326 


cycle decomposition of( 排 列 的 循环 分 解 )，472-474 
cyclic( 循 环 排列 )，473 
distinguishable( 可 区 分 排列 )，62 
even( 偶 排列 )，479 
gene rating function for( 排 列 的 生成 函数 )，320- 
328 
invariance under( 排 列 下 的 不 变 元 素 )，457 
inversion of( 排 列 的 倒转 )，91-94，95 
number of( 排 列 的 数量 )，26 
odd( 奇 排列 )，479 
pattern appearing in( 出 现在 排列 中 的 模式 )，425 
product of( 排 列 的 积 )，450 
translocation of( 排 列 的 易 位 )，94 
transposition average of( 排 列 的 互 换 平均 值 )、 
343-344 
transposition of( 排 列 的 互 换 )，94，95，479， 
480 
with classes of indistinguishable objects( 带 有 不 
可 区 分 对 象 类 的 排列 ) 62-63, 68-70 
personal computers( 个 人 计算 机 )，102-103 
perspective( 射 影 )，549 
PERT network(PERT 网 络 )，751 
POG, x) (使 用 至 多 z 种 颜色 着 色 G 的 方法 数 
量 )，172 
pharmaceutical industry( 制 药 工业 )，658 
Philip Hall's theorem(Philip Hall 定理 )，690，693 
proof(Philip Hall 定理 的 证 明 )，703，706 
phone booth problem( 电 话 间 问题 )，28 
phyllotaxis( 叶 序 ) 348-349 
phylogenetic tree( 种 系 发 生 树 ) ，187 
reconstruction( 种 系 发 生 树 的 重建 )，196-197， 
211-213 
distance based methods( 基 于 距离 方法 的 种 系 
发 生 树 的 重建 )，196 
sequence-based methods( 基 于 序列 方法 的 种 
系 发 生 树 的 重建 )，196 
physical mapping of DNA(DNA 的 物理 绘制 )，95 
Picture processing( 图 像 处 理 )，189 
pigeonhole principle( 鲍 巢 原 理 )，101-110，501，695 
formal statement( 鲍 巢 原理 的 形式 描述 )，102 
generalizations( 鲍 巢 原 理 的 扩展 )，103-106 
info rmal statement( 鲍 人 巢 原 理 的 非 形式 描述 )， 
101 
pineapples(###). 349, 350 
pipeline network( 管 道 网 络 ) 782 
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pipeline problem( 管 道 问题 )，5，17 
pipeline，gas( 瓦 斯 管道 )，5，17，121，190 
pivota! player( 中 轴 玩 家 ) ，76 
pizza problem( 比萨 问题 )，34，315 
planar graph (平面 图 )，151-154，174，273，616， 
671-672 
planar strict partial order( 平 面 严格 偏 序 )，273 
platelet derived factor( 血 小 板 衍生 因子 )，353，574 
plot( 区 域 )，489 
plurality voting( 多 数 投票 )，49 
Pen; ms ms vey n(n ATERP mis m, ory m 
个 元 素 的 排列 数量 ) ，62 
Pony 7)(n 个 元 素 中 7 个 元 素 的 排列 数量 )，32 
point( 点 )，557 
at infinity( 无 穷 远 点 )，558 
lying on a line( 在 某 条 线 上 的 点 )，549-553 
point-set incidence matrix( 点 集 关 联 和 矩阵 )，530 
Poisson distribution( 泊 松 分 布 )，332 
police force, communication network of( 警 察 局 的 通 
信 网 络 )，120 
police surveillance( 警 察 监视 )，702，705 
political science( 政 治学 )，189 
pollution( 污 染 )，83，406，426，616 
air( 空 气 污染 )，80，406 
water( 水 污染 )，80 
Polya，George( 波 利 亚 )，21 
Polya theory( 波 利 亚 理论 ) 439-488 
Polya's theorem( 波 利 亚 定理 )，21，480-488 
special case( 特 殊 情况 的 波 利 亚 定理 )，474 
polyhexal configuration( 多 糖 构 形 ) ，392 
polyhexes( 多 糖 )，392 
catacondensed( 向 下 浓缩 多 糖 )，392 
polynomial boundedness( 多 项 式 边 界 )，29，97 
pond samples( 池 塘 样 本 )，333 
poset( 偏 序 集 )，250 
postage stamps( 邮 票 )，356 
power( 势 力 )，75 
power, in simple games( 简 单 游戏 中 的 势力 )，73- 
84, 333-337 
power series FFARR » 286-288 
formal( 形 式 寡 级 数 )，286，320 
preference( 优 先 选择 )，123，236-237，247，256， 
265, 270, 666, 668, 669, 674, 686 
and stable marriages( 优 先 选择 和 稳定 婚姻 )， 
724-733 


among cities( 各 城市 间 的 优先 选择 )，674 
among geographical areas( 地 理 区 域 间 的 优先 选 
#), 668 
weak( 弱 优先 选择 )，236 
prefix code( 前 级 码 ) 203 
presidential primary( 总 统 预备 选举 ) 311 
Prim’s Algorithm(Prim 算法 ) 741-742, 744 
primality testing ( # $k HW ist), 407, 408, 424, 
503, 516 
prime factorization( 素 因子 分 解 )，410，516 
prime number ( Æ 数 )，407-412，424，502， 
515, 516 
industriahgrade( 工 业 等 级 素数 )，407 
prime power decomposition % SAE 414) » 503 
privacy of medical records (医疗 记录 的 隐私 
性 )，407 
Pm, 1) Cm 集合 -排列 数量 )，47 
PrCm my m, tte my) (个 球 随机 地 分 配 到 个 
盒子 里 的 概率 ) 60 
probability( 概 率 )，10，41-47 
equally likely outcomes (结果 均等 时 的 概率 )， 
41, 43 
generating fuction for( 概 率 生 成 函数 )，328-333 
that exactly m events occur( 正 好 出 现 m 个 事件 
的 概率 )，430 
that none of a collection of events occurs( 没 有 
事件 发 生 的 概率 )，412 
probe( 试 样 )，539，646 
processing cost( 处 理 成 本 )，762 
product( 积 )，450 
product rule( 乘 法 规则 ) ，15-23 
production line( 生 产 线 )，752 
program blocks( 程 序 块 )，122 
program digraph( 程 序 有 向 图 )，122，136，189 
project Evaluation and Review Technique (PERT) 
(PERT 网 )，751 
Projection( 投 影 )，552 
projective plane( 射 影 平面 )，549 
finite( 有 限 射影 平面 )，549-558 
nondegenerate( 非 退化 有 限 射 影 平面 )，549 
and Latin squares( 射 影 平面 和 拉丁 方 )，553- 
555，557-558 
order of( 射 影 平面 的 秩 ) 553 
and symmetric balanced incomplete block 
designs( 射 影 平面 和 对 称 平衡 不 完全 区 组 设 
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计 )，553-555 
proofreading errors( 校 对 错误 ) ，58 
properties( 性 质 ) 404 
objects with an even(odd)number( 有 偶数 个 ( 奇 
数 个 ) 性 质 的 对 象 )，430 
objects with at least m( 至 少 有 m 个 性 质 的 对 
象 )，435 
objects with exactly m( 正 好 有 m 个 性 质 的 对 
象 )，425-435 
properties of relations( 关 系 的 性 质 ) ，240 
prosthodontics( 假 牙 修复 术 )，495 
proteins( 蛋 白质 ) 16, 602-603 
psychic experiments( 心 理 实验 )，351，427-428，434 
psychology( 心 理学 )，123，427-428 
psychophysical scaling (心理 物理 量 表 法 )，237， 
238 
psychophysics( 心 理 物理 学 )，237，243 
public-key( 公 钥 )，515 
algorithm( 公 钥 算法 )，408 
cryptosystem( 密 码 系 统 的 公 钥 )，515 
pure bargaining( 纯 交易 ) 83 
purine BRM), 576 
pyrimidine (WE), 576 


Q 


gary code(q MERA), 567, 578-581, 591 
and latin squares(q 进 制 代码 和 拉丁 方 )，580 

Cas uis ws ry wy OMB BERD. 74 

quadratic algorithm( 二 次 算法 )，97，612 

quantum computing (fit Fit). 408 

queue( BAH), 156, 616 

quick xort( 快 速 排序 )，209，217，218 


r-combination(r #14). 35 

rpermutation(r 排列 )，35-41 

Rabbi Ibn Ezra, 8 

rabbit breeding( 兔 子 饲养 )，346-347 

radiation( 放 射 )，52，58，64，310，430 

radio frequency assignment( 无 线 电波 频率 分 配 ), 
147，162，167 

radius of convergence( 收 敛 半径 )，286 

RAF planes pilots( 英 国 皇家 空军 飞行 员 ) 685, 699 

RAM( 随 机 作 取 存储 器 )，610，614 

Ramsey nember( 拉 姆 齐 数 ) 106-107, 224-228 


and graphs( 拉 姆 齐 数 和 图 ) 224-228 
bounds on( 拉 姆 齐 数 的 界 ) 225 
generalized( 推 广 拉 姆 齐 数 ) 110 
graph( 图 拉 姆 齐 数 )，224，226 
known( 已 知 的 拉 姆 齐 数 )，107 
Ramsey property( 拉 姆 齐 性 质 ) 
graph( 图 拉 姆 齐 性 质 )，228 
Chs a) (CC ps D Fi th FF HE WE), 106, 107. 
224-228 
(Pe gs Dp. a ORBFEERD . 110 
Ramsey theory( {2M FFM), 106-107, 224-228 
applications of( 拉 姆 齐 理论 的 应 用 )，107 
Ramsey's theorem( 拉 姆 齐 定理 )，107 
random access memory( 随 机 存 取 存 储 器 )，610，614 
random coil( 无 规则 卷曲 ) 389 
randomizing( 随 机 ) ，490，492，493 
ranking( 定 级 )，252 
rating computer systems( 计 算 机 系统 评估 )，315 
reachability matrix( 可 达 和 矩阵 
of digraph( 有 向 图 的 可 达 甜 阵 )，223 
of graph( 疼 的 可 达 和 矩阵 )，224 
reachable( 可 达 的 )，135 
reaching( 到 达 )，133-135 
real estate transactions( 房 地 产 交易 )，685 
recurrence relation( 递 推 关系 )，38，339-402 
basic solution of( 递 推 关系 的 基础 解 )，365 
characteristic equation of ( 递 推 关 系 的 特征 方 
程 )，361 
general solution( 递 推 关系 的 一 般 解 )，362 
homogeneous( 齐 次 递 推 关系 )，360 
initial condition for( 递 推 关系 的 初始 条 件 )，340 
involving convolutions( 涉 及 卷 积 的 递 推 关系 )， 
382-400 
involving more than one sequence( 涉 及 更 多 序列 
的 递 推 关系 )，354-355，377-379 
linear( 线 性 递 推 关系 )，360 
linear homogeneous with constant coefficients( 常 系 
数 线性 齐 次 递 推 关系 )，360-369，374 
relation between solution methods( 两 个 解 方法 
之 间 关系 的 递 推 关系 )，382 
solution by( 求 解 ) 
generating function( 通 过 生成 函数 求解 递 推 
关系 )，369-382 
iteration( 通 过 迭代 求解 递 推 关系 )，340 
method of characteristic roots( 通 过 特征 根 方 
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法 求解 递 推 关 系 )，360-369 
solution of( 递 推 关系 的 解 )，340 
systems of( 递 推 关系 的 方程 组 )，354-355， 
377-379 
weighted sum of solutions to( 递 推 关系 的 解 的 
加 权 和 )，361 
recursive programming( 递 归程 序 设计 )，612 
reduced matrix( 简 化 矩阵 )，719 
reducing data storage( 简 化 数据 存储 )，、738 
reduction theorems (化 简 定理 )，175-179，185。 
300, 374, 419-420 
redundancy(Jt4) + 776 
Reed-Muller codes( Reed-Muller 代码 )，602 
reflexive relation( 自 反 关系 )，240 
reflexivity( 自 反 性 )，240，440 
regions in the plane( 平 面 中 的 区 域 )，344-346 
regular(of degree k) G k WEIG), 665, 691 
relation KH)» 235-283 
binary( 二 元 关系 )，235，440 
complement of( 关 系 的 补 )，244 
converse of MXR), 244 
properties of( 关 系 的 性 质 )，240 
symmetric complement of( 关 系 的 对 称 补 )，246 
relatively prime numbers( 互 质数 )，410-411 
relevance( 相 关 性 )，238 
relevance score( 相 关 性 度量 ) 122 
reliability of systems(or networks) (系统 (网 络 ) 的 可 靠 
PE), 4344, 121, 137-138. 189, 755, 782 
rencontres( 纸 牌 游戏 )，351 
le problème des( 不 匹配 阿古 )，351，433 
rental property( 租 赁 资产 )，756 
repetition code( 重 复 代码 )，564，569-570，572-573 
triple( 三 元 重复 代码 )，564，569，572，573， 
583，585-587 
resolvable designs( 可 分 解 设计 )，532-533，544，548 
retina. light particles hitting( 视 网 膜 上 的 光 粒 子 磁 
WD. 52. 64, 422, 562 
retirement( 退 休 )，755 
retirement, investment for( 退 休 投 资 )，755 
RR((% ，C)( 赂 拉 姆 齐 数 )，228 
rhombus( 3848). 48 
ring in hexagonal configurations (六 角形 构 形 中 的 
环 )，395 
RNACchain) (RNA $), 61, 62. 64-67, 324-325, 
428-429, 645-646, 648 


ambiguous(#& X% RNA $£), 67, 655 
primary structure in(RNA 链 中 的 一 级 结构 )， 
389 
random coil( 无 规则 卷曲 )，389 
secondary structure in(RNA 链 中 的 二 级 结构 )， 
389-391 
road system( 道 路 网 ) 138, 190, 746 
Robbins’ theorem(Robbin 定理 ) 616-619 
Roberts，David，763 
robot( 机 器 人 )，21，28，657 
rook( 国 际 象棋 中 的 车 )，292 
assignment of nontaking( 不 吃 车 的 分 配 )，419 
taking( 吃 车 )，292 
rook polynomial( 车 多 项 式 )，292-293，296，300， 
359，373-374，419-420，683，693 
room assignment( 4 @ 4} 2), 60-61, 688, 701 
roommates( 室 友 )，688 
root( 根 )，202 
rotating drum problem( 滚 简 问 题 )，652 
routing problem( 路 径 问题 )，147-148 
row factor( 行 因素 )，494 
R(p，q)( 拉 姆 齐 数 )，107，224-226 
R(p，gq; 7)( 拉 姆 齐 数 )，110 
RSA algorithm(RSA 算法 )，408 
RSA cryptosystem(RSA 密码 系统 )，408，514-516 
runway fees( 飞 机 跑道 费用 )，80 
s 
SC, k, v) Steiner system(S(t, k，v) 施 泰 纳 系 
HE), 542 
sample space( 样 本 空间 ) ，42 
sampling survey( 抽 样 调查 )，305，309，310 
sampling( 取 样 ) 
with and without replacement( 无 放 回 取样 )，49 
with replacement( 放 回 取样 )，47-51 
without replacement( 无 放 回 取样 )，302-309，314 
sanitation ( I Æ), 147-148, 154-155, 166, 167. 
642-645 
satellite communications( 卫 星 通信 ) ，540 
saturated arc( 饱 和 弧 )，763 


saturated hydrocarbons (ii #1 ak A tk A WH). 193- 
195, 382 
saturated vertex( 饱 和 顶点 )，684 
Msaturated(M 饱和 顶点 )，684 
SBH problem( 杂 交 顺 序 问题 )，646-648 
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scanned vertex( 扫 描 顶 点 )，770 
scheduling( 调 度 )，751-753 
computer system( 调 度 计算 机 系统 )，29-30，658 
exams( 考 试 调度 )，6，146 
industrial processes( 工 业 处 理 的 调度 )，657- 
658，751 
meetings( 会 议 调度 )，5-8，145-146，175 
in operations research( 关 于 运筹 学 的 调度 ), 
30，150，670-671 
periodic( 定 期 调度 )，8 
production( 生 产 调度 ) ，657-658，753 
workforce( 劳 动力 调度 )，8 
score( 度 量 )，676 
score sequence( 积 分 序列 )，667，676，677 
screening for diseases( 疾 病 的 得 查 )，539 
search engines( 搜 索引 擎 ) 121, 238, 239, 573 
searching( 搜 索 ) 30, 205-207, 216, 348 
searching for information on the internet( 因 特 网 上 
的 信息 搜索 )，121，573 
secret sharing( 秘 密 共享 )，509，532-533 
sefer Yetzirah( 创 世 书 )，8 
sequence alignment( 序 列 对 位 )，353-354，574-575 
sequence dating( 序 列 年 代 ) 239 
sequencing in archaeology( 考 古 学 中 的 定 序 )，239 
sequencing the genome( 基 因 组 的 定 序 )，18，19 
by hybridization (杂交 的 基因 组 定 序 )，646- 
648, 673 
seriation HEFF) , 189, 239 
set coloring RARE), 161, 162 
Shannon capacity FRAR), 343, 364 
Shapely value(Shapely 值 )，76 
Shapely-Shubik power index(Shapely-Shubik 势力 指 
BO, 75-78, 333-337 
shift register $A% A 472%)» 513, 651 
shift register sequence( 移 位 寄存 器 序列 ) 651 
shock-wave propagation( 冲 击 波 传播 )，642 
shoebox principle(#E 4x RHE), 102 
shortest route problem( 最 短路 径 问 题 )，745-757 
Sicherman dice(Sicherman fF), 307-308 
Sicherman, George, 308 
signed inversion problem( 带 符号 倒 位 问题 )，95 
signed permutation, adjacency ( 带 符 号 排列 的 邻 
接 )，95 
similarity graph( 类 似 图 )，124 
sink( 汇 聚 )，758 


ski rental( 滑 雪 租 赁 ) 689 
siack( 裕 量 )，763 
Slepian, David, 582 
slime mold AM), 18 
smallpox( 天 花 ) 421 
vaccinations (天 花 接 种 )，684-685，686， 
714-715 
Sin, 及 ( 把 二 个 可 区 分 球 分 配 到 上 个 可 区 分 盒子 的 
方法 数量 ) 54 
snow removal( 除 雪 )，642，643 
software measurement( 软 件 度量 法 )，740 
software, comparisons of( 软 件 的 比较 )，265 
Sollin's Algorithm(Sollin 算法 )，742 
sorting( 分 类 ， 排 序 )，187，202，207-209，357， 
669，739 
of mail( 邮 件 分 类 )，186-187 
topological( 拓 扑 排序 )，261-263，669-670 
sorting problem( 排 序 问题 )，207 
sound systems( 音 响 系统 )，686 
source( 源 头 )，758 
spr(G)( 图 G 的 了 跨度 )，161 
space probes( 空 间 探测 器 ) 561, 567, 602 
span of a Tcoloring( 了 着 色 的 跨度 ) ，161 
spanning trees，adjacent( 邻 接 的 支撑 树 ) 745 
speakers in sound systems (音响 系统 中 的 播放 
器 )，686 
speech recognition, automatic( 自动 语音 识别 )，189 
sphere packing bound( 球 封装 边界 ) 571 
St(a) (元 素 a 的 稳定 算 子 ) 459 
stabilizer( 稳 定 算 子 )，459 
stable marriages( 稳 定 婚姻 ) ，256-257，725-733 
extensions( 稳 定 婚姻 的 扩展 )，731 
set of( 稳 定 婚姻 集合 ) 256 
stable matchings (48 % VE MC), 256, 257, 274, 
725-733 
dominance relation for (稳定 匹配 的 支配 关 
系 ), 729 
man-optimal( 男 士 最 优 稳定 匹配 })，730 
man-pessimal( 男 士 最 劣 稳定 匹配 ) ，730 
number of( 稳 定 匹配 数量 )，727-729 
structure of( 稳 定 匹配 结构 ) 729-731 
woman-pessimal( 女 士 最 劣 稳定 匹配 ) ，730 
stable roommates problem( 稳 定 室友 问题 )，732 
star( 星 )，422 
statistical mechanics( 统 计 力学 )，57，59 
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Steiner system S(t, ky v) (HEH WRB SO, k, 
v)), 542 


Steiner triple systems (HEM = TEAK). 533-536, 
542-543 
Stirling number( 斯 特 林 数 ) 
of the first kind( 第 一 类 斯 特 林 数 ) 185 
of the second kind( 第 二 类 斯 特 林 数 )，54，59， 
325-326 
Stirling's approximation( 斯 特 林 近 似 )，26 
storing computer programs( 存 储 计算 机 程序 )，146， 
167, 219-224, 292, 684, 690 
street sweeping( 街 道 清扫 )，642-645 
strict linear order (严格 线性 序 )，248，252-254， 
668, 674 
strict partial order( 严 格 偏 序 )，248，250 
chain in( 严 格 偏 序 中 的 链 ) 265-270 
dimension of( 严 格 偏 序 的 维 数 )，264-265， 
268-270，272 
greatest lower bound( 严 格 偏 序 的 下 确 界 ) 274 
height( 严 格 偏 序 的 高 度 )，268 
least upper bound( 严 格 偏 序 的 上 确 界 ) 274 
linear extension of (严格 偏 序 的 线性 扩展 )， 
261-274 
lower bound( 严 格 偏 序 的 下 界 ) 274 
planar( 平 面 严格 偏 序 )，273 
upper bound( 产 格 偏 序 的 上 界 ) ，274 
width( 严 格 偏 序 的 宽度 )，268 
strict preference( 严 格 优先 选择 )，236，242，247， 
255, 259, 265 
strict simple order( 严 格 简单 序 ) 253 
strict total order( 严 格 全 序 ) 253 
strict weak order( 严 格 弱 序 )，248，254-256，265 
string, compatible H&R), 647 
string, specified by path( 路 径 所 决定 的 串 )，647 
strip in a permutation( 排 列 中 的 带 )，93 
decreasing( 排 列 中 的 递减 带 )，93 
increasing( 排 列 中 的 递增 带 )，93 
strong component( 强 分 支 )，140，224 
strong connectedness( 强 连通 性 )，135-137，223 
algorithm to test for( 强 连通 性 测试 算法 )， 
136, 612, 616 
strongly complete relation (RZEK), 240, 243 
subcoloring( 子 着 色 ) 183 
extension( 子 着 色 的 扩展 )，183 
subdivision( 细 分 )，151-152 


subgraph( 子 图 ) 137-138 
generated ERPE), 137 
induced FFA), 137 
spanning( 支 撑 子 图 )，189，415 
suborder( 子 顺序 )，263 
subsequence( 子 序列 ) 104 
decreasing( 递 减 子 序 列 ) 104 
increasing( 递 增 子 序列 )，104 
subset containment( 子 集 包含 )，266-268，272 
subsets( 子 集 )，34 
substring problem( 子 串 问 题 )，238，243，539-540 
suffix trees( 后 级 树 )，238 
suicides( 自 杀 )，332 
sum of degrees( 度 数 和 ) 127 
sum of sequences( 序 列 和 )，298 
sum rule( 加 法 规则 )，23，24 
summing entries of an array( 求 数组 的 各 项 和 )，341 
sup U( 子 集 的 并 集 )，274 
sweep subgraph( 清 扫 子 图 ) 643 
sweetness( 甜 昧 ) 237 
switching function (JF % pH HO), 20-21, 441-442, 
462, 467-469, 476, 479, 484, 486, 
487, 704 
equivalence of FFX ABN FHP). 441, 447, 
472 
partially defined( 部 分 定义 的 开关 函数 )，21 
patterns of( 开 关 函 数 的 模式 )，469 
selfrdual( 自 对 偶 的 开关 函数 )，22 
Sylvester，James Joseph，405，549 
symmetric complement( 对 称 补 )，246 
symmetric relation( 对 称 关系 )，240，241 
symmetry( 对 称 性 )，241 
of a cube( 立 方 体 的 对 称 性 )，479 
of physical objects( 物 理 对 象 的 对 称 性 )，451 
synthetic yarn spinning( 人 造 丝 纺织 ) 496-497 
Syphilis，539 
system of common representatives (公共 表示 系 
统 )，698 
system of distinct representatives HH FR R H). 
692-698 
system of qdistant representatives (q 距离 表示 系 
S), 697 
system of representatives( RAH), 692, 693 


T 
T-chromatic number(T 3%), 160, 161 
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T-coloring(T 着 色 )，159-161，697 
list(T 列 表 着 色 )，316-317 
order(T 着 色 顺 序 )，160 
span( 了 着 色 跨度 ) 161 

个 span( 工 跨度 ) ，161 

task assignment( 任 务 分 配 )，161 

Taylor series expansion( 泰 勒 级 数 展开 ) ，286 

(by vy r, k, Ad-design(t-(b. ve re k, 2 

ib), 547 

telecommunications( FEL 147, 650-652 

telephone, calling charges( 电 话 呼叫 费用 )，80 

telephone calling graphs( 电 话 呼叫 图 ) 614, 616 

telephones( 电 话 ) 
lines( 电 话 线 )，191，714-716，738，744 
networks (电话 网 络 )，108，121，136，189、 

191, 630, 714-716, 738, 741, 744 
numbers #218395), 19-20, 22 
packet-switched networks( 包 交换 网 络 )，107 
trees( 电 话 树 )，186 

teleprinter's problem( 电 传 打字 机 的 问题 )，656 

television transmitters( 电 视 发 射 机 )，147 

tennis tournament( 网 球 比赛 )，123，357 

tensor caleulus( 张 量 演算 ) ，549 

‘TEX document processing system(TEX 文档 处 理 系 

统 )，747 

36 offiers，problem of(36 官员 问题 )，505 

threshold schemes( 门 限 方案 )，509，532-533 
anonymous (HATIM), 532-533 

(q p)-Cqs PRIR), 532-533 

time sharing( 时 间 共 享 )，150 

topological order( 拓 扑 顺序 )，669 

topological sorting( 拓 扑 排序 )，154-155，166，261 

total degree( 总 度数 )，631 

total exchange( 总 交换 量 ) 625 

tour( 旅 行 )，147 

tour graph), 147, 154-155, 166 

tournament( 锦 标 赛 )，123，136，666-669 
acyclic( 非 循环 赛 )，669 
elimination( 淘 汰 赛 )，666 
strongly connected( 选 拔 赛 )，677 
tennis( 网 球赛 )，123，357 
transitive( 传 递 竞赛 )，668，669，674，676，677 

traffic lights，phasing( 定 向 信号 灯 )，150 
transitive relation( 传 递 关系 )，240，242 
transitive，negatively( 负 传递 )，240，242 


transitivity( 传 递 性 )，242，248，440，668 
translocation( 易 位 ) 
of DNA(DNA 的 易 位 )，91 
of permutation( 排 列 的 易 位 )，94 
transportation( 传 输 )，746 
transportation problem( 传 输 问题 )，644，787-788 
and maximum-weight matching( 传 输 问题 和 最 
大 权 匹 配 )，792 
transportation, U. S Department of( 美 国 交通 署 )，747 
transposition( 互 换 ) 
of DNACDNA 的 互 换 )，91，95 
of permutation( 排 列 的 互 换 )，94，95，479，480 
transposition，average of permutations( 排 列 的 平均 
互 换 )，343 
transshipment problem( 转 载 问题 )、783 
traveling party( 旅 游 团 )，786 
traveling salesman problem ¢ 32 4 RB fi} MI), 28-29, 
100, 657 
tread wear, testing (轮胎 磨损 测试 )，490-492。， 
497-498, 525, 526 
treatment( 处 方 )，489，490，525 
tree( 树 )，185-219 
alternating( 交 错 树 )，709 
binary(= RH), 202, 205, 206 
balanced( 平 衡 二 又 树 )，207 
and bit strings PAIN). 215 
fully balanced( 满 平衡 二 叉 树 ) 216 
binary search( 二 又 搜索 树 )，30，216，217， 
205-206 
fully balanced( 满 平衡 二 叉 搜 索 树 )，216 
coloring( 树 着 色 )，442-443，462，463，466， 
475, 476, 480 
decision HEH)» 207, 210 
depth-first search spanning( 深 度 优 先 搜索 支撑 
树 )，611 
labeled, number of( 标 签 树 的 数量 )，195 
ordered，rooted( 有 序 根 树 )，396 
properties of( 树 的 性 质 ) ，188 
unrooted( 无 根 树 )，202，382 
directed( 有 向 无 根 树 )，219 
m-ary(m 元 树 )，202 
search( 搜 索 树 )，30，202，205-206 
fully balanced binary( 满 平衡 二 又 搜 索 树 )，215 
simple，ordered，rooted( 简 单 有 序 根 树 )、 
382-386 
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SOR(SOR 树 )，382 
sort( 分 类 树 ) ，186-187 
spanning( 支 撑 树 ) 189-192 
maximum( 最 大 支撑 树 )，190，744 
minimum( 最 小 支撑 树 )，190，737-745 
telephone( 电 话 树 )、186 
tree, children in( 树 中 的 孩子 )，202 
进 制 代码 )，10 
triple repetition code(see repetition code, triple) 
triple( 三 元 组 ) 
transitive( 传 递 
transmitter off 
truth table SUF #8)» 276-278 
TSPLIBCE SE BB FREE) «29 
tuberculosis in cattle( 牛 肺结核 )，527-528，544 
tumors, 58 
two-buyer market( 双 买主 市 场 )，83 
2-colorable graphs(2 HERD. 155-165 
two-pieces theorem( 两 部 分 定理 )，1 
two-processor computer( 双 处 理 器 的 计算 机 )，762， 
781 


urinary code = 


+ 677 


U 


U, C fragment (U, C Hr Bt), 64-67, 645-648, 
655, 656 

U. N. security, council (联合 国安 理会 )，75， 
78, 81 

U.S house of representatives (美国 众议院 )，23， 
79, 81 
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Y2K problem( 千 年 虫 问题 )，513 

Yates, Frank, 489 

year 2000 problem( 千 年 虫 问题 )，513 
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